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Resumen

Estas notas de curso presentan el material requerido para un curso de “Optica de
Fourier’ a nivel licenciatura o maestria. Da una introduccion al uso de la
transformada de Fourier en diferentes ramos de la Optica. Se presentan claramente
las ecuaciones involucrados, para que se puedan aplicar, a través de simulaciones
numeéricas, a problemas reales. También se presentan resultados numéricos y
experimentales para entender los fenomenos y efectos que se producen. Estas
notas son el resultado de impartir la clase de “Optica de Fourier” a nivel licenciatura

y maestria en la UNAM durante 10 afios.



Prefacio

Estas notas de curso son el resultado de la experiencia adquirida en impartir la
materia de “Introduccion a la Optica de Fourier” a nivel maestria en la UNAM durante
10 afos. El estudiante y persona interesada en el tema encontrara una guia, con
capitulos alrededor de la aplicacién de la transformada de Fourier en diferentes
areas de la optica. En difraccion, formacion de imagenes, filtraje espacial y
reconocimiento de patrones, el uso de la transformada de Fourier ayuda a entender
el funcionamiento de la naturaleza y de los sistemas Opticos. Por tal motivo se
encuentra incluido en todos los programas de estudio en las universidades y colegios
mas prestigiados del mundo en temas de la Optica. Pensar en términos de la
frecuencia espacial, particularmente en sistemas Opticos para formar imagenes, en
muchos casos simplifica la matematica y da una perspectiva novedosa a los
problemas. Ademas, permite hacer calculos numéricos rapidos y sencillos, con la
Transformada de Fourier Rapida, FFT (por sus siglas en inglés, Fast Fourier
Transform). Por esta razén se incluyen programas computacionales escritos en
MatLab, con ejemplos de los calculos en varios de los capitulos de estas notas de
curso. Los programas forman una biblioteca de métodos numéricos asociada a la
Optica de Fourier. Muestran lo poderoso de esta técnica, y da una base para el
calculo de otros problemas. Ademas, en mi opinion, ver como programar usando las
técnicas incluidas en este libro da otra vision de las ecuaciones usadas y un mejor

entendimiento de los problemas y sus soluciones.

Muchas personas me han otorgado su apoyo en el desarrollo de estas notas y el
software. En particular a Martha Rosete, Citlali Bruce y a todos los estudiantes de

mis cursos de Introduccion a la Optica de Fourier, muchas gracias a todos y a todas.
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Capitulo 1

La Transformada de Fourier

En este capitulo introducimos el teorema de Fourier, primero con las series de
Fourier para funciones periédicas, y posteriormente con la transformada de Fourier
para funciones no-periddicas, con ejemplos. Finalmente, presentamos algunos de
los teoremas de Fourier, para simplificar el calculo de la transformada de Fourier
en casos particulares.

1.1 La Serie de Fourier

Si tenemos una funcion de posicion x, f(x), que es periddica con periodo L, el
teorema de Fourier nos dice que esta funcién se puede escribir como una suma de
funciones de seno y coseno (Arfken, 1985):

flx) = % + zoozl a, cos (Znn JL—C) + z

Esta ecuacion significa que la funcidén se puede escribir en términos de una suma
de ondas espaciales (las funciones cos( )y sen( )) de frecuencias espaciales
2nn/L o 2mm/L, es decir, como una serie de ondas armonicas, las frecuencias
de las ondas son multiplos enteros de la frecuencia de la funcién original.

) b,,sen (an %) (1.1)

m=1

Ahora, para calcular los coeficientes an y bm, primero multiplicamos la ecuacién (1.1)
por cos(2mn’x /L) e integramos con respecto a x sobre un periodo de la funcion:



ij(x)cos (Zn:'x) dx =

ao 2nn'x
—+ z an cos 27‘[71 z b,, sen an ) cos I dx.
L

(1.2)
Usando las relaciones:
, o 0, sin' #n,
j cos (nTnx) cos( n: x) dx =4L/2, sin'=n=+0, (1.3)
L L, sin'=n=0,
!
j sen (m%) cos (Zn: x) dx =0, todos los valoresdemyn’,
L
(1.4)
la ecuacion (1.2) se reduce a:
21Tn'x) {Lao/z, n' =0,
x)cos dx = 15
ij( ) ( L La, /2, n'#0. (1.9)
Los dos casos de esta ecuacion se pueden tomar juntos para darnos una ex-
presion para el coeficiente a,,:
!
A = EJ f(x)cos (Znn x) dx. (1.6)
L) L

Para los coeficientes b,, multiplicamos la ecuacion (1.1) por sen(2nn’'x/L) e
integramos con respecto a x sobre un periodo de la funcion:

2mn’x .
fo(x)sen (T) dx =
aO = X 2nn'x
—+ z a, cos (2nn Z b,, sen (an L) sen I dx,
L

n=1

2.7)



y usando la ecuacion (1.4) y la relacién:

, p 0, sin' #n,
f sen (%) sen( n: x) dx = {L/Z, sin' =n+#0, (1.8)
L 0, sinf=n=0,
obtenemos la relacion:
2 2nn’
b,, = szf(x)sen( ”Z x) dx. (1.9)
1.0
_1;:._5 05 X
(a)
an bn
! A
1, +
EI.' "X

() (d)
Figura 1.1: Dos funciones periddicas (a) y (b), y sus coeficientes de expansion en
una serie de Fourier (c) y (d), respectivamente. Nota que la funcion (a) es par,

entonces solo tiene los coeficientes a diferente a cero, y la funcion (b) es impar y
s6lo los coeficientes b no son cero.



En muchos casos las férmulas se simplifican: si la funcion f(x) es par, no tiene
componentes nones, b,, = 0 para todos los valores de m y:

f ) par = % + Z ) a, coS (Znn %), (1.10)
n=

y para funciones nones, a,, = 0 para todos los valores de n y:

f()non = 200 b,,sen (an %) (1.11)
n=1

Por ejemplo, para el caso de L = 1, consideramos la funcion:

2 <
1 11 1 (1.12)

gue es una funciébn de escalon (ver la Figura 1.1(a)) y es una funcién par.
Calculando los coeficientes usando las ecuaciones (1.6) y (1.9), obtenemos para
n #+ 0:

1,

Y4 . 1 2 n+1
a, =2 cos(2nnx x=2[—sen2 nx =——(-1) 2.
" _[_1/4 (Znx) 2mn (2mnz) _y, nn( )
(1.13)
Cuando n es impar y 0 cuando n es par. Para el caso especial de n = 0:
Ya 1
a0=2J ldx = 2[x] '}, =1,
1, ~/4
(1.14)

(recuerda que en la expansion de la funcion (la ecuacion (1.1)) dividimos este
coeficiente entre 2 para encontrar su contribucion a la funcion) y los coeficientes
b,, = 0 para todos los valores de m. Las amplitudes de estos coeficientes estan
graficadas en la Figura 1.1(c) y la suma de diferentes numeros de términos en la
expansion de Fourier se muestra en la Figura 1.2

Ahora consideramos la funcién non que se muestra en la Figura 1.1(b):

fa)=x —-<x<-:. (1.15)
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Figura 1.2: Graficas que muestran las sumas de diferentes nimeros de términos
en la serie de Fourier para una funcion de forma cuadrada. La leyenda en la
esquina superior derecha de cada gréfica indica el nUmero de términos tomados
de la serie. La linea continua es la funcién original y la linea quebrada es el
resultado de la suma de Fourier. (SerieFourierAnaliticaCuadrado.m,
SerieFourierintegralCuadrado.m)
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Figura 1.3: Graficas que muestran las sumas de diferentes nimeros de términos
en la serie de Fourier para una funcion en forma de dientes de sierra. La leyenda
en la esquina superior izquierda de cada grafica indica el nimero de términos
tomados de la serie. La linea continua es la funcion original y la linea quebrada es
el resultado de la suma de Fourier. (SerieFourierAnaliticaDienteSierra.m,
SerieFourierintegralDienteSierra)



Calculando los coeficientes otra vez, encontramos que a, = 0 para todos los
valores de n porque la funcién es impar, y:

1,
b, = ZJ xsen(2mnx)dx .

-1,
(1.16)
Integrando por partes, obtenemos:
by =2| X cos(2 )]1/2 +2j1/2 L os@man)d
n = 5y, COS(2mxn Ly ) 50y Cos(2mxn)dx
2
= |——cos(2mxn —-2|- sen(2mxn
T -1/, (2mn)? 1y,
=~ a[geostm = (=3) costnm)]
= ——|5cos(nm 5 ) cos nm)
2
~ am)? [sen(nm) — sen(—nm)],
b, = — % cos(nm), (1.17)

donde se ha utilizado el hecho que sen(nm) = 0 para todo entero n. Esto nos

da:
0, sin=0,
bn = {—i(—l)", sin # 0. (1.18)
nm

Estos coeficientes se muestran en la Figura 1.1(d) y la suma de los términos de
Fourier se muestra en la Figura 1.3.

Las Figuras 1.4 y 1.5 muestran los mismos casos que en las Figuras 1.2y 1.3, pero
con pequefios cambios en la funcién. En la Figura 1.4 se muestran los coeficientes
de la serie de Fourier (Figura 1.4(a)) y la reconstruccion de la funcion de diente de

sierra dado por la ecuacion (1.15) sumando hastan = 51 (Figura 1.4(b)). También
se muestran los coeficientes de Fourier (Figura 1.4(c)) y la reconstruccion con los

términos hasta n = 51 (Figura 1.4(d)), de la funcién dada por:

1 1 1
f(x)—x+5, —E<x<5, (1.129)



gue es la misma funcién que la ecuacion (1.15) pero con un desplazamiento vertical
de 0.5. Esto se refleja en los coeficientes de Fourier solo en el término constante
Qo en la Figura 1.4(c). Todos los coefficients de Fourier son iguales para estas dos
funciones, con la Unica diferencia que a, = 0 para la funcion de la ecuacion (1.15),
y ay = 0.5 para la funcién de la ecuacién (1.19).

0.4

0.3F

0.2r

0DAar

o

-0.11

-0.2

06

0.5+

T 0.6 T
—3a —fx)
—b oal ——Serie de Fourier
(a) (b)
0.2t
A 0
Vﬂvﬁvﬁvhvﬂvﬁ?.l\vﬂvl\vnvnvnvav.uvn AAAAAAAAAAAAAAAA 0.2
V 0.4
0 10 20 20 4.0 5.0 so_o'-so_s 04 03 02 041 0 04 02 03 04 05
12—————
—2a —1(x)
—b , | — Serie de Fourier
(c) (d)

0.4

031

0.2

0.1+

0

-0.1F

-0.2~-
0

10 20 30 40 30

60

0.8

0.6

04

0.2

0

1 g2t . . . .
-5 04 03 -02 01 0

01 02 03 04 05

Figura 1.4: (a) los coeficientes de la serie de Fourier; (b) la reconstruccion de la
funcion diente de sierra dado por la ecuacién (1.15) sumando hastan = 51; (c)
los coeficientes de Fourier; (d) la reconstruccion con los términos hastan = 51

de la funcién de la ecuacién (1.15) con un desplazamiento vertical de 0.5.
(SerieFourierIntegralOffsetDienteSierra.m, SerieFourierIntegralDienteSierra.m)

La Figura (1.5) muestra los coeficientes de la serie de Fourier (Figura 1.5(a)) y la
reconstruccion de la funciéon cuadrada centrada en x = 0 dada por la ecuacion

(1.12) sumando hasta n =51 (Figura 1.5(b)). También se muestran los
coeficientes de Fourier (Figura 1.5(c)) y la reconstruccion con los términos hasta

n = 51 (Figura 1.5(d)), de la funcién dada por:



1, ——<x<0,
flx) = 2 (1.20)

0, O<x<;

gue es la misma funcion que la ecuacion (1.12) pero con un desplazamiento
horizontal de —0.25. En los coeficientes de Fourier en este caso, el término
constante a, es el mismo en los dos casos en la Figura 1.5(a) y (c) porque no hay
un corrimiento vertical en este caso. También se puede ver que los coeficientes b

en la Figura 1.5(c) tienen los mismos valores (absolutos) que los coeficientes a en
la Figura 1.5(a), pero en la Figura 1.5(a) los coeficientes impares van alternando
sus signos, y en la Figura 1.5(c) todos los coeficientes impares son negativos. La
Figura 1.6 muestra porque ocurre esto. A la izquierda en la Figura 1.6 se indican
los primeros tres terminos (aparte del término constante) de cosenos en la serie de
Fourier de la Figura 1.5(a), tomando en cuenta los signos de esta figura. A la
derecha se muestran los mismos términos con el corrimiento de 0.25 del periodo a
la izquierda. Es muy claro que las contribuciones en las gréaficas a la derecha de la
Figura 1.6 son términos senos con amplitudes negativas, como se indica en la
Figura 1.5(c).
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Figura 1.5: (a) los coeficientes de la serie de Fourier; (b) la reconstruccion de la
funcién cuadrada dada por la ecuacién (1.12) sumando hastan = 51; (c) los
coeficientes de Fourier; (d) la reconstruccion con los términos hastan = 51 de la

funcion de la ecuacién (1.15) con un desplazamiento horizontal de —0.25.
(SerieFourierintegralOffsetCuadrado.m, SerieFourierintegralCuadrado.m)



Los ejemplos de las Figuras 1.4 y 1.5 indican que, si puedes construir una funcién
nueva usando una funcion para la cual ya se conocen los coeficientes de la serie
de Fourier, se puede saber la serie de Fourier de la nueva funcién analizando la
relacion entre esta nueva funcién y la funcién conocida.

>
1
@)

cuadrado cuadrado

centrado corrido

Figura 1.6: Izquierda: los primeros tres términos cosenos en la serie de Fourier de
la Figura 1.5(a), con la posiciéon de x = 0 marcado con la linea verical roja.
Derecha: los mismos términos con un corrimiento a la izquierda de 0.25 de un
periodo, la posicion x = 0 ahora estad marcada por la linea de puntos en rojo,
mostrando que estos términos ahora son senos con amplitud negativa.

Como ejemplo final se presenta una sefal aleatoria. En este caso, no se puede
realizar la integral de Fourier analiticamente, se debe realizar numéricamente. Este
ejemplo muestra que el método de Fourier se puede aplicar a funciones, aun
cuando no se sabe la forma analitica. En este caso se realiz6 el calculo numérico
con el programa MatLab. La Figura 1.7 indica la evolucién de la suma de Fourier al
aumentar el nimero de términos en la serie.

10
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Figura 1.7: Gréficas que muestran las sumas de diferentes nimero de términos en la
serie de Fourier para una funcion aleatoria. La primera grafica arriba a la izquierda indica
los coeficientes calculados para la serie de Fourier. De arriba hasta abajo y de izquierda a

derecha, las curvas azules son paran = 2,4,6,12,22,42 y 100. La linea continua es la
funcion original y la linea quebrada es el resultado de la suma de Fourier.
(SerieFourierIntegral Aleatorio.m)
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Podemos escribir la ecuacién (1.1) en una forma mas compacta usando la notacion
de funciones exponenciales complejas. Debido a que e** = cos(x) + isen(x),

cos(x) = %(ei" +e ) y sen(x) = %(eix —e™), la ecuacién (1.1) se
puede escribir como:

ao a2y LN P b iy — 20
f(x)=—+ —(e L +e L )+ —,(e L —e L ),
2 neq 2 _q 2

gue se puede escribir como:

® an iy ® +by 2
f(x)=z et +z —e L, (1.20)
n=-—oo n=-—oo

21

donde el signo + es para m > 0 y el signo - es para m < 0, y by = 0. Esta
ecuacion se puede escribir:

* iﬂzx
f=) ettt (1.21)
n=-—oo
donde:
ao 1 . 1 .
Co=) Cn =3 (a, —iby,), c_, = 5 (a, +ib,), (1.22)
que significa que |c,| = |c_,|.

Los coeficientes se pueden calcular usando:

1 . 1 .
E (a, —ib,) = Z.[Lf(x) (cos (Znn f) — isen (27Tn f)) dx, (1.23)
gue se puede escribir como:

Cp = % f f (x)eiznTnx dx, (1.24)
L

Usaremos esta notacion exponencial en lo que sigue.

Finalmente en esta seccién notamos que los coeficientes pueden, en general, ser
nameros complejos. Esto significa que las ondas arménicas tienen una amplitud y
también una fase, que se puede pensar que es un corrimiento de las ondas

cosenoidales o senoidales en la direccién del eje x.
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1.2 La Transformada de Fourier

1.2.1 Definicion

Ahora, ¢,qué pasa si la funcién de interés no es periédica? Esto lo podemos pensar
en el limite de L — oo para que solo haya el primer periodo de la funcién (Arfken,
1985; Bracewell, 1965; Goodman, 1996). En este caso la separacion en frecuencia
entre las ondas armdnicas es infinitesimal, y tenemos que pensar en términos de
integrales en lugar de sumas en la ecuacioén (1.21):

(0]

f0) = j F(w)eizmxdy,

(1.25)

con u = n/L es una variable con dimensiones inversas a x, por ejemplo, si x es
una distancia, u es el inverso de la distancia, o frecuencia espacial. Ademas Au =
1/L,conL - ooy F(u) = c¢,,/Au. Aqui F( ) es una funcién de u, y contiene
los pesos de las diferentes frecuencias espaciales necesarias para reconstruir la
funcion f(x). Se calcula F (1) usando el equivalente de la ecuacion (1.24)

F(u) = foof(x)e‘iz’wxdx.

(1.26)

La ecuacion (1.26) es la transformada de Fourier de la funcion f(x), F(u) =
S(f X)), y la ecuacion (1.25) es la transformada de Fourier inversa, f(x) =
IT(F u)g. El par de funciones f (x) y F (u) forman un par de la transformada de
Fourier.

Las condiciones necesarias para que una transformada de Fourier exista son las
siguientes:

i. enun intervalo finito la funcién original debe tener un nimero finito de
MAaximos y minimos,

ii. en un intervalo finito la funcién debe tener un nimero finito de
discontinuidades finitas,

iii. la funcion no debe tener discontinuidades infinitas.

Ademas, la funcion debe ser absolutamente integrable:

[Z £ ()] dx < 0.
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Entonces, por ejemplo, la funcién f(x) = 1 no tiene transformada de Fourier,
porque su integral sobre un rango infinito es infinito. Sin embargo, en la practica se
encuentra este tipo de transformadas en el limite de alguna otra funcion, tal que el
resultado se acerca mucho al resultado deseado (Bracewell, 1965; Goodman,
1996). De hecho, se puede pensar que las condiciones escritas arriba son un
requisito de funciones que pueden existir fisicamente (Bracewell, 1965). Por
ejemplo, la funcion f(x) = 1 requiere una cantidad de energia infinita para
producirse en un tiempo o distancia infinita. Esto es fisicamente imposible, entonces
estrictamente no tienen transformada de Fourier. De hecho funciones periédicas,
como sen( ) o cos( ) requieren una cantidad de energia infinita para existir
sobre una distancia o tiempo infinito, entonces no son fisicamente realizables, pero
cumplen las condiciones para tener una transformada de Fourier. Sin embargo, la
transformada de Fourier de estas funciones se escribe en términos de la funcion
delta de Dirac, que, como veremos mas adelante, tiene una discontinuidad infinita,
gue también requiere de una energia infinita, fisicamente. Sin embargo, siempre
podemos producir estas funciones de manera practica con una buena
aproximacion.

Ahora vamos a ver unos ejemplos de pares de la transformada de Fourier

1.2.2 Ejemplos de la Transformada de Fourier

1.2.2.1 La funcion rect( )

Como primer ejemplo tomamos el caso de:
0,
1,

=

v A
=
(AVARRAN
I

(1.27)

f(x) =rect (g) =

(S RS SH RS
Nvjan|a

Esta es la definicion de la funcién rect( ) que usaremos mucho en lo que sigue.
La forma de esta funcion se muestra en la figura 1.5(a). Aplicando la ecuacion (1.25)
a esta funcion tenemos:

a
o /2
. . [ . a
F(u) = jrect(x)e‘lz””xdx — f e l2mUX 4y = [e—LZnux] /aZ )
8 2mu =2
—o -a/,

. : 1
F(u) = (e~izmua _ gi2mua) — Esen(nua),

2mTu
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y definimos otra funcién que utilizaremos mucho:

sinc(x) = Ser;(:x), (1.28)
para que nos quede:
X .
Flu) =S (rect (E)) = a sinc(au). (1.29)

La funcion sinc(x) tiene la forma de una senusoidal que disminuye en amplitud
cuando aumenta x. Se puede usar la ley de L'Hopital para calcular el valor de
sinc(x) en el limite de x — O:

d
- sen(x) ﬁsen(x) _
lim = lim—=————=lim
x—0 X x—0 d x—0 1

ﬁx

cos(x)

Entonces, la funcion sinc(x) tiene el valor 1 en la posicion x = 0, y es simétrica
alrededor de este valor. La gréafica de sinc(x) se muestra en la figura 1.5(b). Un
aspecto importante y general de las transformadas de Fourier se puede ver en este
ejemplo. El ancho del rect( ) es ay el ancho del sinc(x) es proporcional a 1/a,
es decir, el inverso: si el rect( ) es mas ancho, el sinc(x) es mas angosto y
viceversa.

4 F(u)

Figura 1.5: (a) La funcion rect(x/a) y (b) su transformada de Fourier, la funcion
a sinc(au) (TransformadaFourierSumRect.m, TransformadaFourierFFTRect.m)
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1.2.2.2 La funcién Gaussiana

Como segundo ejemplo tomaremos el caso de una funcion Gaussiana, como puede
ser el caso de un pulso corto de luz:

f(&) = e_tz/fz, (1.30)

donde t es el tiempo y T es el tiempo en el valor de 1/e de la Gaussiana, que indica
la duracion del pulso. Aqui la variable de la transformada de Fourier tiene
dimensiones de inverso del tiempo, o frecuencia, entonces la transformada de
Fourier, que en este caso también se conoce como el espectro, se calcula como:

oo oo
2

2 t,.
F(a)) = je—t /12 e 2nwtqt — Je—(Eﬂn'wr) e_nz.[zwz dt

— 00 — 00

(0)e)
t,. 2t
_2.2,2 —(t+ )
= T ¢ fe (F+imor) d(—+mwt).
T
— 00

La integral que queda aqui es, por definicion de la funcion de error (Abramowitz y
Stegun, 1972):

2 [ ., 2 [,
— | e tdt =1, —j e tdt = —1,
\/Ej Vi
0 0
entonces:
_t?
Flw)=3 (e /12) = (\/iE) e T 0? (1.31)

es decir, la transformada de Fourier de una Gaussiana es otra Gaussiana, o la
funcidbn Gaussiana es una autotransformada de Fourier. Este par de la
transformada de Fourier se muestra en la figura 1.6.
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=
‘-|'-'"

Il Il 'l F :
37 -2t -t | T 2t3t t 3

(a) (b)

_t?
Figura 1.6: (a) La funcion Gaussiana e /TZ y (b) su transformada de Fourier,

i ]
| N
"y
H|pa

2 : T -2 12 w? .
otra funcion Gaussiana /\/— e (TransformadaFourierFFT Gauss.m)
T

En este caso el ancho 1/e del espectro es Aw = 1/(m t). Entonces para un pulso
de duracién 100 X 10~1> segundos = 100 femtosegundos = 100fs, T = 50fs, y
Aw = 6.37 x 102 Hz. Utilizando la ecuacion de una onda ¢ = wA, donde c es la

velocidad de la luz y A es la longitud de onda, y suponiendo una longitud de onda
central de 800nm, se puede calcular el ancho de banda en términos de la longitud
de onda:

do N 2 13
_=——$ —_ — =~
a2 ¢ 8T SOt

y el ancho total en longitud de onda del espectro es 2A1 = 26nm.

1.2.2.3 La funcion circ( )

Otro ejemplo que vamos a necesitar mucho es la transformada de Fourier de una
funcién circular (ver la Figura 4a). Esta funcion se puede escribir como:

1 rSa/Z

, 1.32
0 r> a/z (1.32)

f(x,y) = circ (2) = {

donde r = ./x% + y2. En este caso tenemos una funcién de dos variables,

entonces la transformada de Fourier también es de dos variables. Generalizando la
ecuacion (1.25) para el caso de dos variables, tenemos:

17



F(u,v) = f j f(x,y)e 2m@x+vy)qyxdy

(1.33)
Para una funcion circularmente simétrica, cambiamos de variables:
x =rcos(0), r=+x?+y?

X
y =rsen(0), 6 =tan™! (;),

u = pcos(¢), p
u
v = psen(¢), ¢ =tan"?! (;

3.94
C ) > 122553

(a) (b)
Figura 1.7: (a) Un corte en un eje de la funcion circ("/g) y (b) su transformada de

Fourier J;(mpa)/(mpa). Notese que las dos funciones son circularmente simétricas
(TransformadaFourierFFTCirc.m)

ap

y la transformada de Fourier es:

2T o
F(p,¢) = j j f(r)e—i21rrp(cos(¢>)cos(9)+sen(¢>)sen(9))rdrde
0

0

2T ©o

— f ff(r)e—ianpcos(Q—dﬂrdrdQ,
0 0

(1.34)

donde la funcion f( ) es circularmente simétrica, entonces no depende de 6.
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Usando la definicion de la funcion de Bessel (Abramowitz y Stegun, 1972):

2T
jo(a) — %J eiacos(B)da
0

donde J,( ) es la funcion de Bessel del primer tipo de orden 0, la transformada

de Fourier queda como:

(00]

F(p) = 21 j £ (o 2rrp)rdr,

0
(1.35)

donde se puede ver que la funcion F( ) tambien es circularmente simétrica; no

depende de ¢. Esta ecuacion es la forma general de la transformada de Fourier-
Bessel para funciones circularmente simétricas; es una descomposicién en

funciones elementales J,(2mrp)r.

., . r .
Regresando a la funcién circ (—) , la transformada de Fourier-Bessel es:
a

%
F(p) = ZnJ JoQ@mrp)rdr.
0

(1.36)
Usando la ecuacién 9.1.30 dada en (Abramowitz y Stegun, 1972):

d n+1 n+1
— Y1 (0 = 27 (),

Obtenemos:

ana/
2

2T f , ( ')d ;L 2T 5 a (2 a)
0

(2mp)?

F(p) =

donde J;( ) es la funcién de Bessel del primer tipo de orden 1. Se puede escribir
esta ecuacion como:
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a2 J1(mpa)

1
F(p) ==
(p) =5m —

(1.37)

que tiene la misma forma que la funcion sinc( ), que ya vimos. Esta funcién esta
graficada en la Figura 1.7b. Los ceros de esta funcion aparecen en los valores
npa = 1.22m,2.23m, 3.24m, ---.

1.2.2.4 La funcion 6( )

La funcion 6( ) de Dirac es una funcién especial que tiene las siguientes
propiedades (Arfken, 1985):

6(x—a)=0, six=+a,

j 6(x—a)dx =1,

— 00

j F8( — a)dx = f(a),

(1.38)

y fisicamente esta funcién es un pico muy delgado y muy alto en la posiciéon x = a.
Como ya mencionamos, estrictamente esta funcidbn no tiene transformada de
Fourier, porque no es una funcién que se puede reproducir fisicamente dado que
tiene una discontinuedad infinita, pero se pueden utilizar las propiedades de las
ecuaciones (1.38) para aproximar la transformada de  Fourier
(TransformadaFourierFFTDelta.m):

e}

Fu) = 3(6(x — @) = j 5(x — a)e~2muxdy = p-izmua

— 00

(1.39)

Notese que, sia = 0, 1”5(5(x)) = 1. Una generalizacion de la funcion 6( ) esla
funcion comb( ):
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comb =a z 6(x —na),
n=—oo

(1.40)

es decir, una serie de picos muy delgados con separacidén constante. Se puede
mostrar que la transformada de Fourier de esta funcion es:

X 1
R (comb (E)> = acomb (ua),
(1.41)

que es el equivalente a una funcién periédica que contiene una serie de fre-
cuencias discretas (una serie de Fourier).

1.2.3 Teoremas de la Transformada de Fourier

Se pueden ver mas de estos teoremas en (Bracewell, 1965).

1.2.3.1 Teorema de la Linealidad

Si a y b son constantes:

S(af(x) + bg(x)) = aS(f(x)) + bI(g(x)) = aF (w) + bG(u),  (1.42)

donde F (u) es la transformada de Fourier de f(x) y G(u) la de g(x).

1.2.3.2 Teorema de Escala

Si a es una constante:

3(f(ax)) = jf(ax)e‘iz’wxdx

j Fae e & f FG)e 2

donde usamos un cambio de variable x' = ax, entonces:
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3(f(ax)) = lF (E)

a a
(1.43)

Esto significa que una funcion que esta mas delgada tiene una transformada de
Fourier que es mas ancha, y viceversa.

1.2.3.3 Teorema de Corrimiento

Si a es una constante:

S(fx—a) = f f(x —a)e 2™¥dx

— .f]c(xl)e—iZnu(x’+a)dx'=e—i2nua Jf(xr)e—iZnuxrdxl’

donde usamos un cambio de variable X’ = x — a, entonces:
3(f(x —a)) = F(u)e™i2ma, (1.44)

y el corrimiento en la funcién introduce un cambio de fase en su transformada de
Fourier.

1.2.3.4 Teorema de Parseval

Integrando el modulo cuadrado de una funcion:

flf(x)lzdxz j jF(u)eiZ””xdu jF*(u’)e‘iZ”“’xdu’dx.

Intercambiando el orden de integracién, tenemos:

—00 —00

j|f(X)|2dx= f fF(u)F*(u') fe‘iZ"(u‘”')x dxdudu’.

La integral en x es la transformada de Fourier de la funcion delta centrada en u = u’
entonces:
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f GO l2dx = f P 2du.
- - (1.45)

Esta ecuacion se interpreta como la conservacion de energia entre el espacio
original y el espacio de Fourier.

1.2.3.5 Teorema de la Transformada de Fourier

La transformada de Fourier de la transformada inversa de Fourier es:

3(37H(F()) =371 (3(F)) = F ). (1.46)

Este teorema es resultado de que las definiciones de la transformada de Fourier y
Su inverso sean consistentes.

Otra definicion que necesitaremos es:

S(S(f(x)))= J jf(x)e—iZHuxdx e—iZnux’du

— Jf(x) je—i21ruxe—i21tuxr dudx.

La integral sobre u, I,;, en esta Ultima ecuacion es la transformada de Fourier del
factor e 1T

S(e—iZHuxl) — I‘LU

y comparando con la ecuacion (1.39), que es la ecuacion para la transformada de
Fourier de la funcion §( ), se ve que:

I, =6(x+x"),

23



3(3(r@)) = f FOO)8(x + x)dx,

entonces:

3(3(f(0)) = f(x), (1.47)

es decir, regresamos a la misma funcion pero con una reflexion del eje.
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Capitulo 2

Sistemas Lineales y Convolucion

En este capitulo veremos la teoria de sistemas lineales, particularmente cuando el
sistema es isoplanatico, o invariante, es decir, que la respuesta de una entrada puntual
es el mismo para todas las posiciones de la entrada. En la Optica este tipo de sistemas
tienen la misma imagen para todas las posiciones del objeto. Luego veremos la
operacion de la convolucion, que utilizaremos mucho en lo que sigue.

2.1 Sistemas Lineales

Un sistema en general requiere de una entrada de alguna forma, el sistema procesa
esta entrada y produce una salida. La relacion entre la entrada y la salida es, en
general muy complicada; lo podemos describir con la ecuacion:

f() =S(g)), (2.1)

donde f(x) es la funcion que describe la saliday g(x) es la funcion que describe
la entrada, para valores de alguna variable x, por ejemplo posicion o tiempo. La
funcion S( ) describe la accion del sistema.

Un sistema lineal es un sistema cuya salida esta relacionada con su entrada con
una relacion lineal:

S(agl(x) + bg; (x)) = aS(gl(x)) + bS(gZ(x)). (2.2)
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Esta relacion indica que si es posible escribir la entrada g(x) como una suma de

algun tipo de funciones elementales con pesos adecuados (las constantes a 'y b en
esta ecuacion), la salida es simplemente la suma de las salidas de los elementos
de entrada con los mismos pesos. Vamos a tomar como funcion elemental la
funcion delta de Dirac:

(0]

9(x) = j 9 8(x— ) ¢,

(2.3)

donde g({) son los pesos requeridos, las funciones §(x — {) son las funciones

elementales, y cambiamos la suma por la integral para el caso de una entrada g (x)
continua. La accion del sistema sobre esta entrada es:

(00 (00

S(Q(x))=5<jg(f) §(x = 9) df)= jg(C)S((?(x—C)) dd,

(2.4)

donde usamos la propiedad de linealidad de la ecuacion (2.2). La funcién
S%{S(x — C)) es la respuesta a un impulso del sistema y depende de los valores x

y {; indicaremos esta funcién como h(x, {):
F6)=5(0) = [ 9@ hex ) &

(2.5)

Entonces, para poder calcular la salida f(x) tenemos que saber la respuestas a
todos los impulsos (funciones de §( )) que contribuyen a la entrada, y usando los
pesos g({) para la entrada, sumar para formar la salida.

2.2 Sistemas Lineales e Isoplanaticos

Un sistema es isoplanatico si la respuesta a un impulso es el mismo para todas las
posibles posiciones del impulso de entrada. Esto significa que h(x, {) no es una
funcion de las dos variables, es una funcién solamente de la diferencia entre los
dos valores (no depende de las posiciones, solo de la separacién), y suponiendo
una magnificacién de 1 entre la entrada y la salida:
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y la salida esta dada por:

f&) = f 9(Q) h(x— ) &7,

(2.7)

gue es la definicion de convolucion. Vamos a usar a la convoluciéon mucho y
usaremos el simbolo &®:

(0]

FG) = g = f 9(Q) h(x — ) dg.

— 00

(2.8)
Cambiando la variable de integracion en la ecuacién (2.8): {' = x — { se obtiene:

(00]

F() = gQO®REQ) = — j 90— ) h(g) 47"

— 00

- j R g(x — ) & = h(O®g(Q),

9(®N({) = h(H®g(9), (2.9)

y la relacion de convolucion es comutativa.

También se pueden mostrar que la convolucion es asociativa y lineal:

f(OBIg(DH®N(D] = [f(DH®g(DIBA(D), (2.10)

F(O®(9(D) +h(D) = F(O®IQD) + fF(ORR(). (2.11)
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2.3 El Significado de Convolucion

Usando las gréaficas en la Figura 2.1, podemos construir una idea de qué significa
la operacion de convolucion. Tomamos como nuestra primera funcion g({) una
funcion rect({/a) (Figura 2.1a) que es simétrica alrededor del eje vertical. Para la
funcion h({) tomamos una funcion triangular que no es simétrica alrededor del eje
vertical (Figura 2.1b). La funcién que necesitamos adentro de la integral de la
convolucion es h(x — {) y se muestra esta funcién en la Figura 2.1c. Es una
version de la funcion original h({) pero invertida (en el eje {) y con un cambio de
posicion una distancia x en la direccion de ¢. La multiplicacién e integracion ahora

se puede interpretar como se muestra en la Figura 2.1d, como el area de
interseccion entre las dos funciones. La Figura 2.1e muestra la forma del area de

interseccion entre las dos funciones como funcion de x. Entonces, podemos pensar
en la operacién de convolucion como la variacion del area de interseccion entre una
funcién y otra, ésta segunda funcion invertida y con una traslacion por una distancia
variable.

2.4 Transformada de Fourier de la Convolucién

Ahora, vemos la propiedad mas importante de la convolucién, con la pregunta ¢ qué
es la transformada de Fourier de una funcidon que se puede escribir como una
convolucion?

Empezamos con:

F(u) = jof(x) e TI2TUX dx = jo jog(() h(x — ) d{ e~ "™ (dx,

—00 —00

donde escribimos la convolucién explicitamente. Intercambiando el orden de las
integraciones:

F(w) = j pIes) j B — ) ei2mex gyl dg,

y la integral en el paréntesis es, por el teorema de corrimiento que ya vimos:

e}

j h(x _ () e—iZnux dx = H(u)e—iZnu(’

— 00
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Figura 2.1: Interpretacion gréfica de la convolucién
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Entonces:

(00]

Fu) = j 9(0) H(w) e=2m8 dg =

— 00

Hw) f 9() e~2™E 47 = HW)G(w),

y tenemos la relacion:

F(w) =3(g(O®Rr()) = Gw)H(w), (2.12)

es decir, la transformada de Fourier de una funcion que se puede escribir como una
convolucién de otras dos funciones es igual al producto de las transformadas de
Fourier de estas dos funciones. Esto es importante porque la operacion de
multiplicacion es mucho mas sencilla que la operacion de convolucion, y si
podemos escribir el efecto de algun sistema en términos de una convolucion,
podemos luego sacar su transformada de Fourier para tener la operacién en
términos de una multiplicacion (ademas esta operacion se puede pensar como un
filtro sobre las frecuencias espaciales — y veremos mas de esto mas adelante), y
después podemos tomar la transformada de Fourier inversa para regresar al
espacio original.

De forma similar, tenemos que:

(0]

S(GORD) = [ 9@ e .

— 00

Se puede escribir la funcion h({) en términos de su transformada de Fourier:

3(g(ORQ)) = j 9@ j H(w)eizmusd du'}e-iznuf a,
3(g(Oh(Q)) = f H(u'){ f g(z)eim'fe-imfdz} du’,

30



donde se ha intercambiado el orden de las integraciones. La integral dentro de los
paréntesis, por el teorema de corrimiento, es la tranformada de Fourier de la funcion

g(() con un corrimiento:

(0]

3(g(Oh(Q)) = j HW)Gu — ) du' = G)®HW),

— 00

(2.13)

es decir, la transformada de Fourier de un producto de dos funciones es la
convolucion de las transformadas de Fourier de estas dos funciones. En las Figuras
2.2 a 2.4 se muestran ejemplos del célculo de la convolucibn numéricamente,
utilizando la funcion de MatLab que calcula la convolucion directamente y la
transformada de Fourier inversa del producto de las transformadas de Fourier de
las funciones originales.

Regresando a sistemas lineales e isoplanaticos, ahora es mas facil considerar
lo que pasa en el espacio de Fourier. Tenemos que la salida esta dada por la

convolucion de la entrada g({) con la respuesta a un impulso h({):

f(x) = g(OH®(D). (2.14)

Tomamos la transformada de Fourier de esta convolucion:
F(u) = G(u)H(u), (2.15)

donde F(u) es la transformada de Fourier (el espectro) de la salida, G(u) es la

transformada de Fourier (el espectro) de la entrada, y H(u) es la transformada de
Fourier de la respuesta a un impulso, también conocida como la funcién de
transferencia del sistema. En el espacio Fourier la salida es simplemente la
multiplicacién de la entrada con la funcion de transferencia; una operacion mucho
mas simple que la convolucion necesaria en el espacio original, aunque ahora
tenemos la complicacién de hacer transformadas de Fourier.

Vamos a usar la convolucién muy seguido porque es una forma sencilla de
describir aberturas y, como vimos, simplifica el calculo de la salida de sistemas.
Abajo vamos a ver algunas cosas que se pueden hacer con la convolucién.
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Figura 2.2: Se muestra el célculo de la convolucién de dos funciones. Las dos

funciones originales (dos rect( )) se muestran en la segunda linea de la figura.
Arriba de éstos esta la convolucién calculada en MatLab. Abajo de las funciones
originales son las transformadas de Fourier (partes reales e imaginarias), su
producto y la transformada de Fourier inversa de ésta, que es igual a la
convolucion, con un cambio de escala. (ConvolucionRectRect.m)
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Figura 2.3: Se muestra lo mismo que la Figura 2.2, pero para una funcion de
ntmeros aleatorios y una funcion Gaussiana. Esta es una forma de generar una
sefial aleatoria con funcién de correlacion Gaussiana.
(ConvolucionRandomGauss.m)
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Figura 2.4: Se muestra lo mismo que la Figura 2.2, pero con funciones
bidimensionales. Es para una funcion comb( ) y una funciéon Gaussiana. En la

siguiente seccion mostramos que la convolucién con un comb( ) da replicacion
de la otra funcién. (Convolucion2dGaussComb.m)
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2.5 Ejemplos usando convolucion

Primero vemos qué pasa si hacemos la convolucion con una funcion §({ — {,);
nos da:

g(®S(( —{p) = 6((—4)®g({)

- j 5 —)g(x — S = g(x — &),
B (2.16)

que es la funcién original centrada en la posicién definida por la funcion 6( )
(ConvolucionDeltaRect.m).

Ahora, si convolvemos con una funcién comb({/a):

g()®comb (g) = 9({)®a i 5({ — na).

n=—o

Si suponemos que la separacién a entre las funciones de §( ) del comb( ) es
mayor que el ancho de la funcion g( ) entonces podemos escribir:

9()®comb (g) =a i 9(®({ —na),

n=—oo

(2.17)

que es una suma de repeticiones de la funcion g( ) separadas por la distancia a,
esto es, tenemos replicacion de la funcion g( ) en las posiciones de los dientes
(las 6( )) de la funcién comb( ) (ver la Figura 2.5). Si el ancho de la funcion
g( ) es mayor que la separacion a entonces la convolucion es mucho mas

complicada ya que las copias de la funcion g( ) se traslapan y cambia la forma
del integral.
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Figura 2.5: Replicaciéon de una funcién con la convolucion con un comb( )
(ConvolucionCombRect.m)

Suponiendo que a es mayor que el ancho de la funcién g( ), vamos a calcular

la transformada de Fourier de la convolucion g({)®comb (g)

1
R) (g(()@comb (g)) =3(g(D)3 <comb (g)) = G(u) - comb(auw).
(2.18)
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Recordando la relacién inversa de la transformada de Fourier (la transformada de
Fourier de una funcion mas ancha es una funcion mas angosta), en el espacio de

Fourier la separacion de las funciones §( ) es menor que el ancho de la funcion
G (u), entonces el resultado es una serie de funciones de §( ) moduladas en

amplitud por la funcién G (u) (ver la Figura 2.6). La multiplicacion por un comb( )
da un muestreo de la funcién original, y describe, por ejemplo, una copia digital de
una funcién que se tiene en la computadora, o los valores medidos de una funcién
en un experimento.

En realidad no podemos describir una funcion real como la convolucion de otra
funcion con un comb( ), porque ésto implica una funcion final infinita, ya que el
comb( ) es infinito. Siempre tenemos que limitar o cortar nuestra funcién a un
tamafio finito. Esto lo podemos hacer si multiplicamos con una funcién que es igual
a 1 en algun rango de { y es igual a O fuera de este rango, es decir, multiplicamos
por una funcion rect( ):

f(x) = {g ({)®comb <§)}rect (%)
(2.19)

donde b es mayor que a y el ancho de la funcion g( ). Latransformada de Fourier
de esta funcion es:

R} <{g (O)®comb (g)}rect (%)) = {G(u) % comb(au)} ®b sinc(bu),

(2.20)

que es la convolucion de la funcién sinc( ) con una serie de funciones §( ) de
amplitud variable, i.e es una replicacién de la funcion sinc( ) con amplitud
variable dada por la funcion G (u) (ver la Figura 2.7). Notese que, debido a que la
funcion rect( ) nos da la separacién mas ancha en el espacio original, la funcion
sinc( ) es la mas angosta en el espacio de Fourier.
(ConvolucionCombRectxRect.m)
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Figura 2.6: Muestreo de una funcion multiplicando con un comb( )
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A(G(u)comb(u))(X)sinc(au)

*‘*'—dv*——*ﬂh“v u

Figura 2.7: La transformada de Fourier de la funcién de la ecuacién (2.20).

Finalmente en esta seccion, un recordatorio de que las paréntesis son muy
importantes en el tipo de expresién que estamos manejando. Por ejemplo

{comb (£> rect (£>} Rrect (£> #* comb (E) {rect (£> Rrect (5)}

a b c a b c
La expresién a laizquierda de esta ecuacion es un comb( ) limitado por el rect( )
de ancho b, y luego la convolucion con el rect( ) de ancho ¢, que da replicacion
de esta funcion en cada posicion del comb( ) limitado. La funcién a la derecha es

la convolucion de dos funciones rect( ), y luego la multiplicacion por el comb( )
es un muestreo de esta convolucion. Se muestran estas dos funciones en la Figura

2.8.
com é-recl—;.; :-:recf‘—j- .:orﬁ'ba“.~ ,rec!—;.; :-crect;;
el (et
bel
a c - e
g e
- 7
b i ) btc g

Figura 2.8: La importancia de los paréntesis en las expresiones con convolucion.
A mano izquierda se grafica la expresion {comb (g) rect (%)} QRrect (g), que
es replicacion de la funcion rect (g) a mano derecha se grafica la expresion
comb (g) {rect (%) ®rect (g)} gue es una modulacién de la amplitud del

comb (g)
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2.6 El Teorema de Muestreo

Como otro ejemplo en esta seccion, veremos el teorema de muestreo (Whittaker,
1915; Shannon, 1949). En cualquier experimento no vamos a saber el
comportamiento de lo que estamos midiendo para todos los valores de los
variables, s6lo en algunos puntos, es decir, tenemos un muestreo de la funcion que
gueremos medir. La pregunta es si es posible reconstruir la funcidon que queremos
usando los datos discretos que tenemos. Podemos escribir esta situacion como:

g1(x) = g(x)comb (ﬁ) (2.21)

donde g;(x) son los datos discretos que obtenemos, g(x) es la funcién que
queremos medir y comb(x/X) es la funcién que nos dice el muestreo de las

mediciones, con una separacion de X. En este momento sabemos que, para tener
un buen muestreo de la funcion, la separacién debe ser menor que el ancho de la

funcién g(x). Ahora tomamos la transformada de Fourier de esta ecuacion:

1
Gi(uw) =G e comb(Xu),
(2.22)

y ahora, si la separacion de las funciones 6( ) en el espacio de Fourier es mayor
que el ancho de la funcién G (u), la funcién G, (u) tendra la forma que se muestra
en la Figura 2.9, con replicaciones del espectro de la funcién que queremos, G (1)
separadas por una frecuencia 1/X en el eje u.

‘.51 {LI}
G(u)
AVAVAVA ﬁ
2 1 0 '1 2 -
X X X X

Figura 2.9: Repeticion del espectro de la funcion deseada

Si pudieramos separar solo una de estas replicas del espectro de la funcion que
gueremos, podriamos hacer la transformada de Fourier inversa para obtener la

funcién g(x) que queremos. Entonces, la condicién para poder reconstruir g(x) es
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que la separacion de las funciones §( ) en la funcién comb(Xu) debe ser mayor
o igual a la diferencia entre la frecuencia minima y la frecuencia maxima de la

funcion G (u). Escribiendo la frecuencia maxima como G, 4, Y la frecuencia minima
como —G,, 4, Para una copia del espectro (aqui suponemos que el espectro esta

limitado en frecuencia), el rango total de frecuencias es 2G,,, 4, Y la condicién para
poder separar solo una copia del espectro es:

1. 2G
X - max’
(2.23)
0
X< !
= 2Gmax
(2.24)

Si no se satisface esta condicion las diferentes replicas de G (u) se superponen y
tenemos el caso de ‘aliasing’, que es una distorsion de la funcién que queremos.
Veremos mas de ‘aliasing’ mas adelante. El valor de la separacion de los puntos de
muestreo de la ecuacion (2.24) se conoce como el limite de Nyquist. Suponiendo
gue se satisface esta condicion, queremos aislar sélo una de las replicas de la
funcion G (u). Esto lo podemos hacer si multiplicamos la funcion G;(u) con una

funcion rect( ):

G,(uw)rect ( ) = G(u),

2Gmax (2.25)
25

donde escogimos el ancho de la funcion rect( ) para aislar sélo la replica central

de G (u) es decir, va de la frecuencia G,,,,, a la frecuencia —G,,,,. Calculando la
transformada de Fourier inversa tenemos:

g(x) = gl(x)®2GmaxSinC(xZGmax)- (2.26)

Pero g,(x) es una serie de funciones de §( ) con amplitud variable, entonces la
convolucion nos da una replicacion de la sinc( ) en las posiciones de los datos
gue tenemos, con estas mismas amplitudes (ver la Figura 2.10). Esto significa que
reemplazando cada uno de nuestros puntos de datos con una funcidn
2GmaxSinc(2Gpaex) con amplitud igual a la amplitud en este punto,
reconstruimos exactamente la funcién continua g (x). (TeoremaDeMuestreoRect.m)
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Figura 2.10: Construccion de la funcién original

2.7 Convolucidon de objetos perpendiculares

Ya vimos que la ecuacion para la convolucién en dos dimensiones es:

[l y)®g(x,y) = f ff(x’,y’)g(x —x',y—ydx'dy’.

T 2.27)
Ahora, ¢ qué pasa si las dos funciones son unidimensionales?:
fOo,y) =fx)6(),
g(x,y) = g(x)6(y).

Sustituyendo en la ecuacion (2.27):

(2.28)
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coO oo

fl,y)®g(x,y) = J f fxNSY)glx —x")6(y —y)Hdx'dy’,

o (2.29)
gue es separable en las variables:
FEn®gG) = [ f@IgG - [ 60180 -y)av,
- - (2.30)

pero, por la definicion de la funcién §( ), la segunda integral a la derecha de la
ecuacion (2.30) es igual a §(y), entonces:

FO0®g(x,y) = 5(7) j £ g0x — x)dx
- (2.31)

gue es la convolucion unidimensional que vimos antes. Ahora, ¢ qué pasa si las dos
funciones unidimensionales son perpendiculares:

fo,y) =f)é6(y),

(2.32)
g(x,y) =6(x)g(y).
En este caso tenemos:
fO,y)®g(x,y) = f f fxD)E(y)6(x —x")g(y — y")dx'dy’,
o (2.33)
gue, otra vez es separable en las variables:
FEN®Iy) = [ F@8@-xax [ 66090 -y)ay,
- - (2.34)

y usando las propiedades de la funcion 6( ), da:
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[l y)®g(x,y) = f(x)g(y).
(2.35)

Esto es, la convolucién de dos funciones perpendiculares da el producto de las dos
funciones.

2.8 Correlacion

Otra relacion que vamos a usar es la correlacion, a la cual vamos a dar el simbolo *:

0]

FG) = g(O) * h(Q) = j 7' (Oh@E +0)d¢,

(2.36)

donde g*( ) indica la conjugada compleja. Se puede mostrar que para la funcion
de correlacion:

9() * h(¢) # h({) * g(). (2.37)

La operacion de correlacibn es muy similar a la operacion de convolucion, la
diferencia es que en el caso de convolucion hay que invertir la segunda funcién en
el eje y en la correlacion, no. Ademas, en la correlacion, se toma la conjugada
compleja de una de las funciones. Obviamente, si las dos funciones son reales y
pares, la correlacién y la convolucion son idénticas.

Igual que para convolucion, podemos sacar la transformada de Fourier de la
ecuacion (2.36):

F(w) = j (9(Q) * h(O)Je2mxdy = j j 9" @R(S + x)dge2mex .

—00 —00

Intercambiando el orden de las integraciones:

(0e] oo

F(u) = fg*((){ f h(¢ + x)e™2mex dx}dC,

— 00 — 00

y la integral en el parentesis es, por el teorema de corrimiento:
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f h(7 + x)e 2™ dx = H(u)e'?™,
- (2.38)

gue nos da:

F(u) = jg*(()H(u)eiZ”u(d(=H(u) jg*(f)eiznuqdf,
- - (2.39)

que es claramente la conjugada compleja de la transformada de Fourier de g({):

F(w) =3(9() = h() = [G]"H(w). (2.40)

Igualmente, se puede mostrar que:

S([9(DI*R(D)) = G(w) * H(w). (2.41)

Un caso especial de estas relaciones es cuando h({) = g({), es decir,
correlacionamos una funcion con si misma. Esto se llama la autocorrelacion y las
relaciones de la transformada de Fourier se convierten en:

(g *9() =6 W6 = 6w (2.42)

3(9°(9()) =3Ug(DI» = 6w * Gw). (2.43)
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Capitulo 3

Fundamentos de Difraccion

La difraccion es la interaccion de una onda con un obstaculo. Por ejemplo, la
difraccion ocurre cuando se introduce un objeto opaco entre una fuente puntual y
una pantalla. En esta situacion se forman zonas de luz y obscuridad en la pantalla
gue no son una sombra fiel del obstaculo, como se esperaria con la teoria
geométrica (usando rayos) de propagacion de una onda.

En este capitulo empezaremos con la teoria de Huygens-Fresnel que nos dara una
idea simple de porqué ocurre la difraccion y posteriormente veremos las teorias de
Kirchhoff-Fresnel y de Rayleigh-Sommerfeld que son méas rigurosas
mateméaticamente.

La difraccion es un fenbmeno comun en todo tipo de onda, en ondas escalares
como las ondas acusticas, y en ondas vectoriales como la luz. El caso vectorial es
extremadamente complicado matematicamente. Entonces, vamos a calcular para
el caso mas simple, que es el caso de las ondas escalares, que tienen muchas
aplicaciones en difraccion de la luz. En todo lo que vamos a ver, aproximaremos la
difraccién de la luz como un problema escalar, es decir, consideraremos sélo una
componente (en una direccion) del campo eléctrico o el campo magnético y que las
otras componentes se pueden tratar independientemente; no consideraremos la
interaccion entre diferentes componentes del campo dado por las ecuaciones de
Maxwell. Esta aproximacion escalar se ha mostrado que es valida si (Born y Wolf,
1980) (a) la abertura de difraccion es grande comparada con la longitud de onda de
la onda incidente y (b) no se observan los campos difractados muy cercanos a la
abertura. Ademas, vamos a suponer una onda incidente monocromatica. Con estas
suposiciones podemos escribir el campo como:
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V(r,t) = U(r)e«t, (3.1)

donde U (1) es la amplitud escalar compleja (compleja porque incluye una fase), y
esta onda debe satisfacer la ecuacion de onda:

(3.2)

donde c es la velocidad de la luz, entonces la amplitud escalar compleja satisface
la ecuacion de Helmholtz,

V2U(r) + k*U(r) =0, (3.3)

donde k = - = ZTn La intensidad escalar esta dada por I = |U(1)]?.

3.1 La Teoria de Huygens-Fresnel

El principio de Huygens nos dice como se propaga una onda; dice que “cada punto
de un frente de onda actia como una fuente secundaria de ondas esféricas. El
frente de onda mas adelante es la envolvente de estas ondas secundarias
esféricas.” Con esta definicion no hay ni interferencia ni difraccién, porque estos
fendmenos requieren la interaccidn entre las ondas secundarias esféricas. Por eso
Fresnel propuso una extension al principio de Huygens, que se conoce como el
principio de Huygens-Fresnel (Born y Wolf, 1980): “cada punto de un frente de onda
actia como una fuente secundaria de ondas esféricas. Estas ondas secundarias
esféricas interfieren para formar el frente de onda mas adelante.” La Figura 3.1
muestra la propagacion de una onda de una fuente Ps a un punto P sin una
abertura, y el frente de onda en un punto intermedio.

Usando el principio de Huygens-Fresnel podemos escribir una ecuacion para la
contribucion al campo en el punto P, dU(P), de una parte infinitesimal del frente

de onda dS (elemento de area del frente de onda), como se muestra en la Figura
3.1

ikrg e iks

dU(P) = K(0)A ds,

0
(3.4)
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donde el término A es la amplitud de la fuente, e‘kro/ro es la onda esférica que
sale de la fuente y llega a una distancia 1y, y elks/s es la onda esférica secundaria

que sale del punto del frente de onda y llega al punto de deteccion P. El factor K (6)
es un factor de inclinacién que es necesario para limitar la propagacion de la luz a
la direccion de adelante; la luz no se propaga de regreso a la fuente.

frente de onda S

detector P

Figura 3.1: Geometria para el principio de Huygens-Fresnel.
Fresnel supuso que el factor de inclinacion tenia la forma:

maximo 6 =0
K@) = { 0 60="/y (3.5)

donde 6 depende de la posicion sobre el frente de onda. Para calcular el campo

total en el punto P tenemos que integrar sobre todos los puntos del frente de onda
intermedio:

eikro elkS
UP) = A f K@) $—ads.
1o S
S
(3.6)

Para evaluar esta integral, utilizamos la construccion de las zonas de Fresnel, como
se muestra en la Figura 3.2 (Born y Wolf, 1980). Aqui dividimos el frente de onda

en segmentos que estan a distancias: b, b + ’1/2 ,b+ 2 ’1/2 ,b + 3’1/2 , e+, del
punto de deteccion, y suponemos que, como los angulos son pequefios, el factor
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de inclinacién en una zona es constante K(8) = KJ en la zona j. De la Figura 3.2,
con la ley de los cosenos, se puede escribir:

s?=1r¢+ (ry + b)? — 219(ry + b)cosy, (3.7)
y derivando obtenemos:

ds  71(ro +b)

a siny,
(3.8)
sds = ry(ry + b) siny dy.
(3.9)
frente de onda S
ll’» /)6
B S
detector P
x -
fuente Ps ,,e—’"b';i
P 2
-
< —
b

Figura 3.2: Geometria de las zonas de Fresnel.
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Ahora, se puede escribir dS = r¢siny dyd¢, donde ¢ es el angulo azimutal en
la posicion sobre el frente de onda. Asi, se puede escribir:

0
dS = ——=s dsdo,

(ro + b)
(3.10)
y podemos escribir la contribucion al campo difractado de la zona j como:
b+
elkro
U;j(P) = 2nA—K; etksds,
]( ) (ro+b)’ j
b+(j-1J
(3.11)

porque el factor de inclinacion es constante dentro de cada zona. Calculando la
integral nos da:

o P ,
U]-(P) = ZnAij (_Eelkbelk]l/Z[l _ e—lk)l/Z]),
0
(3.12)
que se puede simplificar a:
ik(ro+b)

U;(P) = 2i,1(—1)1'+1A—e i K

! (ro+b)
(3.13)

Aqui se puede ver que la contribucion de las zonas se va alternando entre positiva
y negativa y que el campo total en el detector es:

. lk(r0+b)
U;(P) = 2i/1(—1)1+1A 2( 1)K,
(3.14)
donde la suma es sobre las partes del frente de onda que contribuyen al campo en
el detector, es decir, que no son blogqueados por una abertura (aunque en este caso,

en la Figura 3.2, no hay abertura).

Podemos estimar la suma sobre los factores de inclinacion: primero escribimos la
suma como:
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Z = K1 - KZ + K3 — .+ (_1)n+1Kn

K; K; K; K; Ks)
Yy =— —— K, +— ——K, +—
2+(2 2+2>+(2 sto)
K"/Z n impar

-+ ,

K, _
n-1/ >— K, npar
(3.15)
y suponemos que la variacion en el factor de inclinacion entre zonas consecutivas

es muy pequefia, para poder aproximar los factores en los paréntesis en esta
ecuacion iguales a cero y:

K1/2 + Kn/z n impar

PR Kl/z ~ Kn/z b par , (3.16)
y el campo en P es aproximadamente :
ok (rg+b)
UP) =iAd(K; + Kn)Am.
(3.17)

Para el caso de la Figura 3.2 el valor maximo de n es cuando el rayo s es tangente
al frente de onda, pero en este caso, por definicion de Fresnel, el factor de
inclinacion K,, = 0 (porque el cambio del angulo de propagacion es igual a 90°).
En este caso:

P)=iAKLA———
U(P) = iaK; (ro + b))

(3.18)

pero aqui sabemos que el campo en el punto P es debido solamente a la
propagacion de la onda entre los puntos Ps y P, porque no hay abertura, entonces:

e lk(T0+b)

)

(3.19)

por lo cual, igualando las ecuaciones (3.18) y (3.19):
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K = 1 o
7 R §
(3.20)
En general, entonces:
[
K(Q) = —ZK’(Q)
(3.21)

Aqui el factor 1/A significa que las ondas secundarias tienen una amplitud 1/4

veces la amplitud de la onda primaria, y el factor i es un cambio de fase de /2
entre las ondas primarias y secundarias. Pero esto no significa que la onda va
cambiando de amplitud y fase en el espacio libre, s6lo es una consecuencia del
modelo que adoptamos para describir la propagacion de la onda, no tiene ningan
sentido fisico.

Ahora, si suponemos que metemos una abertura en la posicion del frente de onda
intermedio y que el tamafio de esta abertura es pequefio comparado con la

distancia 1y, entonces podemos aproximar a la onda primaria como constante
adentro de la abertura 'y el campo en el punto P es:

ikry e iks
K(9)

abertura
abierta

UP)= A ds,

S

(3.23)

donde la integral es sobre la parte abierta de la abertura. Esta es la ecuacion de
difraccién de Huygens-Fresnel. Compararemos éste resultado con el resultado
de teorias mas rigurosas matematicamente.

3.2 Teorema de Difraccion de Kirchhoff

Primeramente, definimos el teorema de Green: si U(P) y G (P) son dos funciones
de posicion, y si las primeras y segundas derivadas de estas dos funciones son
continuas dentro de un volumen I/, entonces el teorema de Green relaciona una
integral sobre una superficie S que envuelve el volumen V , con una integral sobre
el volumen V (Born y Wolf, 1980):

52



j j (G(P)V2U(P) — U(P)V3G(P))dV
|4

ﬂ (G(P) oU(P) aG(P)> as.

a . . .
donde Py n-V y n es la normal a la superficie S en la direccion fuera del

(3.24)

volumen V . Si las dos funciones también satisfacen la ecuacion de Helmholtz,
ecuacion (3.3):

V2U(P) + k*U(P) = 0, (3.25)
V2G(P) + k*G(P) = 0, (3.26)

y multiplicamos la ecuacién (3.25) por G(P) y ecuacion (3.26) por U(P) para
obtener:

G(P)V?U(P) + k*U(P)G(P) = 0, (3.27)

U(P)V2G(P) + k2U(P)G(P) = 0, (3.28)
y tomando la diferencia de estas dos ecuaciones obtenemos:

G(P)V2U(P) — U(P)V?G(P) =0, (3.29)

y el teorema de Green, la ecuacién (3.24), queda como:

oU (P) 9G(P)
fL(G(P) - —U(P)—n>d5—0

(3.30)

Aqui vamos a tomar a la funcion U (P) como la amplitud escalar compleja de la luz;

la funcién G (P) se llama la funcion de Green y es cualquier funcion que satisface
la ecuacion de Helmholtz y las condiciones impuestas por el teorema de Green. Es
importante que noten que no hay una solucion Unica para la funcién de Green.

Entonces, la ecuacion (3.30) es una condicion que debe satisfacer el campo U(P).
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Queremos calcular el campo U(P) en un punto adentro de una superficie cerrada

S (ver la Figura 3.3) cuando conocemos los campos en todos los puntos de esta
superficie (veremos después como usar esta idea en difraccion). Vamos a usar,
como Kirchhoff, la funcién de Green como una onda esférica en el espacio libre:

eikTOS
G(P) = )

0s

(3.31)

donde 71 es la distancia entre el punto Py, un punto dentro del volumen V, y el
punto P;, en la superficie S. Esta funcion tiene una discontinuidad en la posicion

Py, donde 1y = 0 entonces, para satisfacer las condiciones del teorema de Green,
tenemos que excluir este punto de la integral. Esto lo podemos hacer con una esfera

S’ alrededor del punto P, (ver la Figura 3.3) de radio & para excluir este punto de la
integral, y aplicamos el teorema de Green a la superficie total S + S':

U ac; (U _ 06
ﬂ G——Ua ds + ﬂ . )ds'—o

donde no hemos escrito las variables de posicion para ahorrar espacio.

(3.32)

n

Figura 3.3: Geometria para el teorema de Green
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Después tomaremos el limite de € — 0 para excluir solamente el punto P, del
volumen. La derivada normal de la funcion de Green se puede escribir como:

G
— =n"-VG = |VG|cos(n,1),
on
(3.33)

donde la notacién (n, r) significa el angulo entre los vectores n 'y 1 (ver la Figura
3.4).

(n.,r) (n',r)=180°

- -

Figura 3.4: El angulo entre los vectoresny r

ik
Se puede calcular que, para G = e’ r/r:

ikr

e
o = (1)
r r

Para la superficie S', r = ¢ y (n/,r) = m siempre (ver la figura 3.4). Entonces
cos(n’,r) = —1, y el término dS’ es igual a £2d{}, donde  es el &ngulo sdlido.
La integral sobre S’ se convierte en:

(3.34)

ike
gU, —U (ik — 1)%) 2dQ) = —4nU(Py).

eike
i [ (2 L
e-0 S’ & n &

(3.35)
Sustituyendo esta ecuacion en la ecuacion (3.32), obtenemos:
U(Ry) = U e U ) U(r) 2 e as
O an JJ\ rs  oOn ') on Tos ’
(3.36)
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donde 7y es un punto sobre la superficie. Esta ecuacion es el teorema de
difracciéon de la integral de Helmholtz-Kirchhoff. Para poder usar esta férmula
tenemos que conocer el campo y su derivada normal en todos los puntos de una
superficie cerrada S.

La Figura 3.5 muestra cdmo usar la ecuacion (3.36) para el problema de difraccion.
Escogemos la superficie S como se indica en la Figura 3.5: una parte esférica de
radio R muy grande centrada en el punto de observacion P, Sy, y otras tres partes,
S,, S3, ¥ S4, en la abertura (Que no necesariamente sea plano), S; en la parte
abiertay S, y S, sobre la parte cerrada de la pantalla, que suponemos que absorbe
perfectamente la luz incidente. Ahora podemos dividir la integral sobre S en cuatro

integrales:
1
4m S, S, S3 Sa

eikrOS aU(T:S-) a eikTOS
—U(r) =— :
Tos On on | 1y

(3.37)

fuente detector
p* *R

Figura 3.5: El teorema de Helmholtz-Kirchhoff aplicado a difraccion.

Considerando primeramente la integral sobre la parte S;, tenemos que la funcién

kR
de Greenes G = €' /R’ que cos(n’, R) = 1, y que la derivado normal es:
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aG (k 1> eikR " eikR -
— = —_— ~ — OO0
on \"""R)R ¥R % ’

y la integral sobre §; tiene el valor:

I ﬂ gs, E (UG
Rl_{{)log 1 on () |,

pero podemos escribir dS; como R?d(), donde () otra vez significa angulo sélido:

i [ anens (52 k)

(3.38)
Esta integral tiende a cero si se satisface la condicion:
au ()
li —1 R=0.
lim ( I ikU(r,) 0
(3.39)

Esta condicién se llama la condicion de radiacién de Sommerfeld y esta satisfecha

si U(r;) disminuye al menos tan rapido como una onda esférica (Born y Wolf, 1980).
Suponemos que esta condicién esta satifecha para permitirnos tomar la integral

sobre S; igual a cero.

Ahora nos queda:

U@%_mﬁzm%.&@}

lkToS aU(T'S) ( )_ eikr()s
Tos 0N ') on Tos )/

Para seguir mas adelante necesitamos los valores del campo y su derivada normal
sobre las superficies S,, S5,y S,4. Por eso utilizaremos las condiciones en la frontera

de Kirchhoff que dice que, sobre S, y S, la pantalla bloquea toda la luz incidente
entonces:

(3.40)
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au

=5, = 0, sobre S, y S,,

(3.41)

y que sobre la parte S3 el campo y su derivada normal toman los valores que
tomarian sobre la misma superficie, pero sin la presencia de la abertura, es decir,
igual al campo incidente U; y su derivada normal:

oU _ au;

U=U'ﬁ .. — )
' on on

sobre S;.
(3.42)

Con estas condiciones en la frontera estamos suponiendo que no hay efectos de
las orillas de la abertura sobre los campos de adentro hacia afuera de esta abertura.
Esto supone que la abertura es grande comparada con la longitud de onda de la
luz incidente; pero ésto es igual a unas de las condiciones necesarias para usar la
teoria escalar, entonces no estamos haciendo ninguna aproximacion adicional
aqui.

n P.
PR 1
r S
Po

Figura 3.6: Geometria para la difraccion

Ahora, la expresion para el campo difractado queda como:
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Uy = — ﬂ e ) iy L) as
7 4m s,\ Tos On ') on Tos 3

Para continuar se necesitan los valores del campo U(r;) y su derivada normal
dU(r,)/0n sobre la superficie Ss.

(3.43)

Si iluminamos con una fuente puntual Ps de amplitud A, como se muestra en la
Figura 3.6, y si suponemos que las distancias a la fuente y al punto de observacion

son muy grandes comparadas con la longitud de onda, 7,s > A:

oG 1 iks eiks
i ! ik — —> ~ ,S) ik ,
9 cos(n,s) (l . cos(n,s) i .
3.44
U _Aeikr an .keikr ( )
i = AT 5 cos(n,r) i wt
(3.45)

Sustituyendo las ecuaciones (3.41), (3.42), (3.44), (3.45) en la ecuacion (3.40)

obtenemos:
U = iA Jf ek+s) (cos(n,r) — cos(n, s) ds
Al s 2 3

(3.46)

gue es la ecuacion de difraccién de Fresnel-Kirchhoff.

Para comparar este resultado con la ecuacién de Huygens-Fresnel, la ecuacion
(3.23), escribiremos la ecuacion (3.46) en una forma diferente. Si r > A, el término

e”‘r/r es constante en toda la abertura abierta y lo podemos sacar de la integral.
Ademas, refiriéndonos a la Figura 3.7:

cos(n,r) = cos(m) = —1,

cos(n,s) = cos(0),

y la ecuacion (3.46) queda como:
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ikr lkS
U(PO)__fe ﬂ { COS(H)}dS,

donde hemos quitado el subindice 3 de la superficie entendiendo que la integral es
sobre la parte abierta de la abertura.

(3.47)

Figura 3.7: Definicion de angulos para la difraccion

Comparando la ecuacion (3.47) con la ecuacion (3.23), vemos que son iguales si:

1+ cos(8)
o) (L)
(3.48)
Esto es, si la funcion de inclinacion tiene los valores:
—1 0=0
K(0) = { l./l , (3.49)
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que esta en desacuerdo con las suposiciones de Fresnel (el supuso que K(8) = 0
en 8 = m/2). Pero esto es un error sélo en el factor de inclinacién; el modelo de
las ondas secundarias de Huygens-Fresnel es un buen modelo, y siempre podemos
pensar en él cuando estamos considerando difraccion. Otro punto interesante aqui
es gque aparece el factor de —i/A en el factor de inclinacién en la ecuacién de
difraccion de Fresnel-Kirchhoff. Esto significa que este factor es una consecuencia
directa de las ecuaciones de Maxwell.

Usando la ecuacion (3.46) se pueden mostrar dos teoremas generales e
importantes sobre difraccion.

3.3 Teorema de la Reciprocidad de Helmholtz

Figura 3.8: Geometria para el principio de reciprocidad

Tenemos que el campo en un punto P, debido a una fuente puntual en el punto Ps
esta dado por la ecuacion (3.46). Ahora, si invertimos la geometria para tener una

fuente puntual en el punto P, y detectamos en el punto Ps, la ecuacion de difraccion
de Fresnel-Kirchhoff queda como:

iA ([ ekT+s) (cos(n',s) — cos(n', 1)
s

2
(3.50)
peron’ = —n (ver la Figura 3.8), entonces:
up) = iA ff ek(r+s) (cos(n,r) — cos(n, s) i
72 s, TS 2 3
(3.51)
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es decir, igual que la ecuacion (3.46). Esto significa que una fuente puntual en Pg
tiene el mismo efecto en el punto Py que una fuente puntual de la misma amplitud

en P, tiene en el punto Ps. Esto es el teorema de reciprocidad de Helmholtz
(Born y Wolf, 1980; Kong, 2005).

3.4 Principio de Babinet

Sea U, (P,) el campo en el punto de observacion P, en el patron de difraccion de
una pantalla con abertura Z, y U, (P,) el campo en el mismo punto de observacion
y con la misma fuente, pero con la abertura X’ que es la abertura complementaria
ala abertura Z, es decir, donde X est4 abierta, X’ bloquea la luz, y donde X bloquea
la luz ¥’ la deja pasar. Sea U;(P,) el campo en el punto P, con la misma fuente
cuando no hay ninguna abertura. Por la forma de la ecuacién de difraccién de
Fresnel-Kirchhoff, que es una integral sobre la parte abierta de la abertura, estos
tres campos estan relacionados como (Born y Wolf, 1980; Hecht, 1998):

Us(Py) = Uy (Py) + U (Py) (3.52)
Esta ecuacion es el principio de Babinet, y trae consecuencias interesantes.

Por ejemplo, si en un patron de difraccién, el punto de observacién es tal que
U,(P,) = 0, entonces de la ecuacién (3.52) queda como U3(Py) = U,(P,) que
significa que la amplitud (y por consecuencia la intensidad) difractada en el mismo
punto de observacion con la abertura complementaria es igual a la amplitud
difractada en el mismo punto si no hay abertura.

Otro ejemplo es el caso cuando Us(P,) = 0, cuando U;(Py) = —U,(P,) que
significa que las intensidades en los patrones de difraccién de una abertura y su
abertura complementaria son iguales donde la amplitud (intensidad) en el patrén de
difraccion sin abertura es cero. Un ejemplo de este Ultimo caso es cuando se ilumina
una abertura con un haz laser y se observa la intensidad en una pantalla. Sin
abertura la luz que llega a la pantalla es concentrada en una zona pequefia donde
llega el haz, fuera de esta zona no hay luz. Entonces fuera de esta zona pequefia
los patrones de difraccion de una abertura (e.g. una rendija) y su abertura
complementaria (e.g. un pelo) son idénticos, y conociendo el patron de difracciéon
de una de las aberturas, automaticamente se conoce el patron de difraccion de la
otra, fuera de la zona central del haz laser.
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3.5 La Ecuacion de Rayleigh-Sommerfeld

Para derivar la ecuacién de difraccion de Fresnel-Kirchhoff, escogimos la funcion

de Green G = elkr/r que es una onda esférica. Como consecuencia de esta
funcién de Green requeriamos las condiciones en la frontera del campo y su

derivada normal sobre las partes cerradas de la abertura S, y S,. Se puede mostrar
que siU = 0y dU/dn = 0 sobre una curva finita, entonces, porque esta funcion

tiene que satisfacer la ecuacion de Helmholtz, U = 0y dU/dn = 0 en todo el
espacio. La ecuacion de difraccion de Fresnel-Kirchhoff no es auto-consistente, una
consecuencia de esto es que si el punto de observacion se mueve hacia la abertura
(que es en contra de una de las aproximaciones necesarias para usar la teoria
escalar) no se recuperan los valores del campo que usamos como condiciones en
la frontera. Una nota importante aqui es que esto no significa que la ecuacion de
Fresnel-Kirchhoff no de resultados Utiles y precisos, resultados de experimentos
(dificiles) estan de acuerdo con los resultados de esta teoria.

Figura 3.9: Geometria para la teoria de Rayleigh-Sommerfeld

La teoria de Rayleigh-Sommerfeld (Goodman, 1996) quita la necesidad de definir
condiciones en la frontera para el campo y su derivada simultaneamente, utilizando
una funcién de Green alternativa. La Figura 3.9 muestra la construccion para esta
funcién de Green. Tenemos una abertura plana (no teniamos este requerimiento

antes) y dos fuentes, una en el punto P, y la otra en la posicién de la imagen de
este punto en un espejo en el plano de la abertura, el punto P,. Suponemos que la
fuente en la posicion P, esta oscilando 180° fuera de fase con respeto a la fuente

en la posicién P,. La contribucién en un punto de observacién de estas dos fuentes
es:

eikT01 elk?ﬁ
G_ (Pl) = - T =

To1 To1

(3.53)
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donde 7y, es la distancia entre el punto 756 y el punto P;. Obviamente, esta funcion
satisface la ecuacion de Helmholtz, que es una de las condiciones sobre la funcién
de Green para este problema. Con esta funcion de Green hemos perdido el sentido
fisico del problema que teniamos con una funcion de Green igual a una onda
esférica, pero esta nueva formulacion del problema es igual de valida
matematicamente. La derivada normal de esta funcion de Green es:

aG_(P,) 1\ etkTo1 1\ etkTo1
————=cos(n,1y;) (ik — —) —cos(n,7p71) (ik - :) —,
on To1/ To1 To1/ To1
(3.54)
y debido a que 7y; = 75; Y que cos(n,1y,) = —cos(n,Ty;) para un punto sobre
la abertura plana, entonces
c (P) 0 aG_(Pl) , ( )<k 1 )eikrol
_ =0, ———— = 2cos(n,, ik —— )
1 on 01 To1/ To1
(3.55)

y Si sustituimos estas ecuaciones en la ecuacion (3.40) y suponemos que la
istancia 1y, es muy grande comparada con la longitud de onda, obtenemos
dist T, d d la | tud d da, obt

vt =~ [ esi+ [ aso [ as)

e ikTOl

U(r,) cos(n,ry,)

To1
(3.56)

Finalmente, si aplicamos las condiciones en la frontera de Kirchhoff, pero ahora
s6lo para el campo U

U=0 sobreS,yS,,
U=U; sobre S5,

e iluminamos con una fuente puntual en la posicion P,, U;(r;) = Ae‘kr21/r21,
obtenemos:

elk(ro1+721)
UI(PO) —_ __Jj COS(n, T‘Ol)dS,

To1721

(3.57)
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gue es la ecuacion de difraccion de Rayleigh-Sommerfeld de tipo I. La ecuacién
de tipo Il se obtiene utilizando la funcion de Green (que es igual de valida):

ikros  oik7oy
G (Pl) = +—,

¥ To1 To1

(3.58)
gue da la ecuacién de difraccion:
iA elk(ro1+721)
Uy (Po) = ﬂ cos(n,13,)dS .
To1721

(3.59)

Se puede mostrar que las dos ecuaciones de difraccion de Rayleigh-Sommerfeld
son autoconsistentes, si se mueve el punto de observacion cerca de la abertura se
recuperan los valores del campo o del derivada normal de las condiciones en la
frontera.

La teoria de Rayleigh-Sommerfeld da dos soluciones, U; y Uj; y la solucion de

Fresnel Kirchhoff es simplemente U = 1/2 (U; + Uy). Engeneral U # U; + Uy,

pero todavia no sabemos cual de las tres formulaciones es la mas precisa, debido
a problemas experimentales (una pantalla que absorbe toda la luz que llega, una
abertura suficientemente grande para evitar efectos de los bordes, entre otros).

3.6 Espectro de Ondas Planas

En la derivacion de las ecuaciones de difraccion de Huygens-Fresnel, Fresnel-
Kirchhoff y de Rayleigh-Sommerfeld supusimos que la onda incidente era una onda
esférica que venia de una fuente puntual. Pero en general la onda incidente puede
tener otra forma, e.g. el modo transversal fundamental en el haz de un laser tiene
la forma de un haz Gaussiano para el campo (Yariv, 1985):

Wy e{—i[kz—n(Z)]—T2<w+(z)+#l(cz))},

Ui(T',Z) =A a)(Z)

(3.60)

donde r es la coordinada radial en la seccion transversal del haz, w, es el ancho
minimo del haz (el ancho donde la amplitud es e~ de su valor en el ejeenz = z),
a veces se llama este ancho la cintura del haz, w(z) es el ancho en la posicion z,
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el parametro 17(z) es un parametro de fase que varia como tan~*(z/z,) y R(z) es
el radio de curvatura del frente de onda como funcién de z. La variacion U;(r, z) o«

e~"°X da el nombre de haz Gaussiano. Los modos de orden mas alto son mas
complicados porque tienen una variacion de la amplitud en la direccion radial.
Ademas, dependiendo de la geometria del laser, se puede generar modos de
Hermite que tienen variaciones en el angulo azimutal en forma de funciones de
Hermite, y puede haber mas que un modo transversal oscilando al mismo tiempo.
Entonces la pregunta es, ¢,cémo podemos calcular el patrén de difraccion de alguna
abertura con estos haces, o cualquier haz con estructura complicada, incidentes
sobre la abertura? Si simplemente sustituimos las expresiones para los haces en la
integral de difraccidbn no vamos a poder sacar un resultado analitico, tendriamos
gue usar métodos numericos para resolver el problema. Pero hay otra forma de
atacar el problema, usando la transformada de Fourier.

Si en un plano, que designamos z = 0, tenemos una distribucién de amplitud

eléctrica Uy(x, y), podemos tomar la transformada de Fourier en dos dimensiones
de esta distribucién para obtener (Goodman, 1996):

Ao(u,v) = ﬂ Uy (x, y)e 2T @x+vy)qxdy,
- (3.61)

y la transformada inversa de Fourier:

Uog(x,y) = .U Ay (u, v) e W+ dqudy .
- (3.62)

Esta ultima ecuacién la podemos interpretar como una suma de funciones
e 27 (Wx+vy) con pesos de A, (u, v)dudv.

Ahora, la funcion:
eiZTn(ax+By+yz)'

representa una onda plana propagandose en la direccion (a,f,y) y con y =

\/1 — a? — 32, verlaFigura 3.10. En el plano z = 0 la funcién de una onda plana

iz—n(ax+[)’y)

tiene laformae 2 gue significa que las funciones elementales que tenemos
en la expansion de la onda U, (x, y) son ondas planas si:
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a = Au, B = Av, y=\/1—/12u2—/'12v2,
y las amplitudes de estas ondas planas en la expansion estan dadas por:

(@D 7T

Asi tenemos el espectro angular de Uy(x, y):

a o (% B
Ao (z'é) - Jf Uy (x,y)e ””(ﬂ“ﬂy)dxdy.

(3.63)

Entonces, podemos escribir cualquier onda como una suma de ondas planas;
podemos calcular la difraccion para cada una de estas ondas planas; y sumar los
patrones de difraccién obtenidos, con los pesos correspondientes (la funcion

Ag (%,g)) para obtener el patron de difraccion de la onda original.

£
M
o = COSO cosh
B =sen¢gcosb
T: EEI'IH

Figura 3.10: Definicién de los angulos para el espectro angular.

Por ejemplo: propagacion en el espacio libre; queremos calcular la distribucion del

campo eléctrico en un plano z, dado que la distibucion en el plano z =0 es
a ., . . ..

Ao (I,g). La ecuacion (3.63) da el espectro angular de la distribucion del campo

eléctrico, y en general podemos expresar el campo como:
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_ ® a .B i2n<%x+§y> da d.B
U(xyz) _ﬂ_mAZ(A’,1>e PR

(3.64)

y la funcion U(x, y, z) tiene que satisfacer la ecuacion de Helmholtz. Sustituyendo
la ecuacion (3.64) en la ecuacion de Helmholtz, cada onda plana en la expansion
de la funcién U(x,y,z) tiene que satisfacer la ecuacién de Helmholtz V2U +
k?U = 0 (porque son ondas planas), dando:

a3+ (5 63

2m . . - o N
donde —ves el numero de onda en la direccion z. Esta ecuacion diferencial tiene
una solucion:

01
(3.65)

R

Si (az + ,82) < 1 la componente tiene un cambio de fase que depende de la
direccién de propagacion (depende de la distancia entre los dos planos en una

direccion ), y si (a@? + f?) > 1 la expresién para la amplitud de la onda plana es:

a f a B\ _2r, [1-a2-B2]
AZ -, == AO —,—le 4 )
A2

(3.67)
es decir, un decaimiento exponencial en la direccién z. En este caso no hay
propagacion de energia en la direccion z. Estas ondas se llaman ondas
evanescentes. Un ejemplo de este tipo de onda es el caso de ondas superficiales
gue llevan energia paralela a una superficie, e.g. en rejillas se puede tener el caso
de absorcion de energia con casi nada de la energia reflejada, porque las ondas
superficiales absorben la energia de la onda incidente.

Ahora sustuimos la ecuacién (3.66) en la ecuacion (3.64) para obtener la
distribucion del campo eléctrico en el plano z en términos de las amplitudes de las
ondas planas en el plano z = 0:

68



0.2 = | g (G B) el i) 0
IRV A A

(3.68)

En sistemas lineales vimos que en el espacio original la salida es la convolucién de

la entrada con la respuesta a un impulso. En el espacio Fourier esto corresponde a

una multiplicacién del espectro original con el espectro de la respuesta a un impulso

o la funcién de transferencia. En la ecuacion (3.66) tenemos la relacién entre el

espectro de entrada (en el plano z = 0) y la salida (en el plano z), y por lo tanto la
funcidn de transferencia para la propagacion en el espacio libre es:

iz 1-at=p’ (az + ,32) <1,

(3.69)
0 (a2 + ,82) > 1.

H(a,B) =
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Capitulo 4

Difraccion de Fraunhoffer

En este capitulo, vamos a ver como se pueden usar las formulas que vimos en el
capitulo anterior para calcular patrones de difraccion para el caso cuando el plano
de observacién se encuentra muy lejos del plano de la abertura (Born y Wolf, 1980;
Goodman 1996).

4.1 La condicidon de Fresnel

Empezamos suponiendo que las distancias entre la fuente y la abertura y entre la
abertura, y el plano de observacion son muy grandes comparados con la longitud
de onda y el tamafio de la abertura, r,s > A; y r, s > abertura. En este caso el
angulo de inclinacion 8 = 0y las ecuaciones de difraccion de Huygens-Fresnel, de
Fresnel-Kirchhoff y de Rayleigh-Sommerfeld dan la misma ecuacién para el campo
en el punto P (ver la Figura 4.1):

e iks

ds,
S

A .,
UPP) =——1| Uix",y")
A s
4.1)
donde U;(x’',y") es el campo incidente en la abertura y la integral es sobre la parte
abierta de la abertura. Sir,s > A;yr,s > abertura, el factor 1/s en la integral es

casi constante e igual a 1/z (ver la Figura 4.1). El factor e™s no es constante,
porque cambios pequefios, del orden de la longitud de onda, dan cambios de 2m
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en los términos de seno y coseno, entonces no podemos sacar este término de la
integral.

plano de la plano del
abertura observador
(xy',0) (x,y,2)
s
O |
' Z

Figura 4.1: Geometria para la difraccion de Fraunhoffer

Ahora tenemos:

iA 1o iks
U(P)=—E SUl-(x,y)e ds.

(4.2)
Considerando la geometria del problema que se muestra en la Figura 4.1:
s=4(Z2+ (x—x)2+ (y—y")?), (4.3)
gue se puede escribir como:
x_xlz y_y,21/2
S=Z<1+( ) +( ) ) ,
Z Z
(4.4)

y si suponemos que z > (x —x') y z > (y — y") que significa que la distancia
entre la abertura y el plano de deteccion es mucho mayor que el tamafio de la
abertura, podemos expander esta expresion para S como una expansion binomial:
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2 2
1/x—x' 1(y—y'

=~ 14+ — -

s~z +2<Z)+2(Z)

Para que los términos del siguiente orden en la expansion no contribuyen

significativamente al término e”‘s, necesitamos que la fase de estos términos sea
mucho menor que 1 radian (para que no contribuyan a la fase total):

(4.5)

2

2z ((x — x'\° y—y’2
- Z 1,
Fl(=) )

max

(4.6)

donde el subindice max indica el valor maximo que puede tomar la cantidad en
paréntesis. Esta ecuacidn se puede escribir como:

3 T 2 \2\2
Z >>E((x_x) +(y_y) )max'
(4.7)
gue se conoce como la condicion de Fresnel. Esta condicion nos da un limite de
gué tan cerca a la abertura podemos estar para que esta teoria tenga validez. Es

importante que esta condicion es el limite para difraccion de Fresnel que veremos
més adelante.

Suponiendo gue la aproximacién de Fresnel es valida:

U(P) = iAe
2

e i—k ((x=x"2+@y-y"?)
U; X’, Ye2z dx'd ’,

(4.8)

donde hemos sustituido dS = dx'dy’. Esta integral tiene la forma de una
convolucion, U(P) = U;(x,y)®h(x,y), donde la respuesta a un impulso (un
impulso es una funcion §( ) en la abertura) es:

ikz k

e .
h(x,y) = Zelzz(xzﬂ’z)' "
4.

sin tomar en cuenta las otras constantes afuera de la integral. Esta respuesta a un
impulso corresponde a una funcién de transferencia que es la transformada de
Fourier de la ecuacion (4.9):
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H(u,v) = leikze—imlz(u2+v2)
A
(4.10)

gue nos indica como se difracatan los diferentes componentes de frecuencia
espacial de la estructura de la parte abierta de la abertura.

4.2 Difraccion de Fraunhoffer

La ecuacion (4.8) es la ecuacion base para calcular las formulas de difraccion de
Fraunhoffer y de Fresnel. Aqui vamos a derivar la férmula para difraccion de
Fraunhoffer. Primero expandemos la expresion (4.5):

x —x")? — y")?
+( ) +(y y)
2z 2z

Q

X2+ %% — 2xx' N y? + y'2 —2yy'

=zt 2z 2z

Si suponemos la aproximacion de Fraunhoffer :

k
’2 12
zZ>»—=(x
» 5 (" +y)
gue es una condicion mas fuerte sobre z que la aproximacion de Fresnel, y significa
gue z es mucho mas grande que el tamafio de la abertura, podemos despreciar los

términos (x'2/z) y (y'?/z) en la expansién de s y la integral de difraccién queda
como:

iA etz ik x+3’ _j2m (xx yy)
U(P)=—7 ~ JfU(x y)e z dx'dy’,

gue se puede reescribir como:

iAeikZ x+y z z
Uy =-7—¢" U Uiy 2 TE) gy

(4.11)
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donde se ha reordenado los términos dentro de la exponencial de la integral, y se
ha tomado la forma de la parte abierta de la abertura dentro de la funcién U; (x', y"),
esto es, esta funcion incluye la forma de la abertura (1 donde pasa la luz, y 0 donde
esta tapada), ademas de la fase de la onda incidente. Revisando la forma de la
ecuacion (4.11) podemos ver que el patréon de difraccion de Fraunhoffer de una
abertura es proporcional a la transformada de Fourier de la funcion de
transmision de amplitud de la abertura (U;(x’,y")) calculado en frecuencias
espaciales:

(4.12)

donde (x,y) es la posicién en el plano de observacion y z es la distancia entre la
abertura y el plano de deteccion, esto es:

iA ikz . (x%+y?
U(P)=—17e elk< 2 >3(Ui(x'»y,))u_i pd
Az T

Az

(4.13)

4.3 Ejemplos de la difraccion de Fraunhoffer

Vamos a suponer que la distancia de la fuente es infinita, es decir, que llega una onda
plana a la abertura, y que la fuente esta posicionada sobre el eje z, es decir, esta onda
plana incide normalmente sobre la abertura. (Después del primer ejemplo veremos qué
pasa si la onda plana no incide normalmente.) Siincide normalmente, la fase y amplitud
de la onda en la parte abierta de la abertura (que es plana: ésta es una de las
condiciones de la teoria de Rayleigh-Sommerfeld) son constantes y podemos poner la
funcién de transmision de amplitud como U;(x’,y") = 1 en la parte abierta de la
abertura (la fase absoluta de las ondas secundarias no importa, solo la fase relativa,
porque cualquier factor constante lo podemos sacar de la integral). Esto significa que
la funcién de transmisién de amplitud toma la forma de la parte abierta de la abertura.

4.3.1 Abertura Rectangular

Aqui la funcién de transmisién de amplitud es:

, xl y/
Ui(x',y") =rect| — |rect|—],
Ly Ly

(4.14)
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donde [y, y ly, son los tamafios de la abertura en la direccion X'y y

respectivamente, y ya vimos la funcion rect( ) en el Capitulo 1. Sustituyendo
esta funcion de transmision de amplitud en la ecuacién (4.13) obtenemos:

lA eikz . x2+y2 x/ !
UP)=—— elk( 2z > 3| rect (—) rect (y_) .
Az l X y

x! lyr

(4.15)

Pero, en el capitulo 1 tambien vimos la transformada de Fourier de la funcion
rect( ):

R} <rect (g)) = a sinc(ua),

entonces la amplitud difractada en el punto P es:

iAekz (x*+y? Lox L
UP)=—— elk< 2z ) lxrly/ sinc< ad )Sinc( 4 y).
Az

Az Az
(4.16)
Usando la relacién I(P) = |U(P)|? por la intensidad, obtenemos:
AL L\° lrx L,
I(P) = < flzy ) sinc? ( flz )sinc2 < ﬁzy>'
(4.17)

En esta ecuacion los términos al principio son constantes para una fuente, una
abertura y una distancia de deteccion dadas, no cambian con la posicién en el plano
de deteccion, entonces podemos escribir este término como una constante:

l ! l !
I(P) =1, sinc? (x_x> sinc? ( 4 y).

Az Az
(4.18)

En la Figura 4.2 se muestra la variacion de esta funcién en la direccién x. Los ceros
de la distribucién se encuentran en las posiciones x = Az/l,, y el ancho del
maximo principal es 21z /1,,.

Otro punto importante aqui, es que las variables de las funciones sinc( )
dependen de x/z e y/z que, en la aproximacion de angulos pequefios son los
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angulos entre el rayo que va desde el origen al punto de observacion, y el eje (ver
la Figura 4.3). Esto significa que, si cambia z, x e y cambian para mantener la
misma intensidad, es decir, el patron de difraccidn sélo se abre o se cierra, no se
cambia de forma en la zona de difraccion de Fraunhoffer, al acercar o alejar la

pantalla a la abertura.

I(P)
Iﬁ
X
Z
T L & ron
gL o2 2 A A gk
'ﬂ\' ' L ' L ' ‘F.\." L ' ‘F.\."

Figura 4.2: La funcion sinc( ). (FraunhofferRendija.m)

4.3.2 Abertura Rectangular con Incidencia Oblicua

Ahora, siiluminamos la misma abertura rectangular con una onda plana a un angulo
de 6; del normal (ver la Figura 4.4), la funcién de transmision de amplitud cambia
para tomar en cuenta la variacion de fase en la abertura:

x' ' .
Ui (x”yl) = rect (l_> rect <ll> e kx sen(ei).

x! yI
(4.19)
Entonces, la amplitud difractada en la posicion P es:
U(P)
iA eikz (X% +y? xl / ,
= —— elk( 2z ) 3| rect| — | rect Y ) g-ka'sen(o) ,
A z lx’ lyr X y
U—E, V_E
(4.20)
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Figura 4.3: El &ngulo de difraccion

La parte de la transformada de Fourier en esta ecuacion nos da, por el teorema de
corrimiento de la Transformada de Fourier, la transformada de Fourier del producto

de los dos rect( ) pero con un cambio de posicion:

iA eikz ik(M) lxl (x — Ax) l 1y
—_— — — ZZ / / 1 ————— | y_
U(P) T e Ll smc( e >smc( P >

(4.21)

es decir, la misma respuesta que el caso de incidencia normal, pero con un cambio
de posicion. El cambio de posicion Ax esta dado por:

A_x _ sen(6;)

Az A
Refiriéndonos a la Figura 4.5, para angulos pequefos, este cambio de posicién es
el cambio por la propagacion directa del haz incidente al angulo 6;. Aqui es
importante que tenemos la aproximacion de angulos pequefios, y que en este caso
el patron de difraccion no cambia con un cambio en la direccién de la onda plana
incidente, simplemente cambia de posicidn, y el cambio es el cambio en la direccion
de propagacion directa de la onda incidente. Por eso no repetiremos este caso en
lo que sigue, calculamos para los casos de incidencia normal.

Ax = zsen(6;).
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frente
de onda

Figura 4.4: Incidencia oblicua.

Figura 4.5: El haz directo con incidencia oblicua.
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4.3.3 Rendija Doble

La geometria de la abertura se muestra en la Figura 4.6. Hay dos formas en que
podemos describir matematicamente la funcion de transmision de amplitud de esta
abertura:

x' —x x'+ x !
U(x',y") =|rect %) + rect o) ) rece (2 ,
lx, lx, ly,

0 en términos de una convolucion:

(4.22)

!

X

L, L,

Ub(x',y") = (rect( ) Q(8(x — x¢) + 6(x + xo))) rect <l’>

(4.23)

Las amplitudes difractadas son proporcionales a las transformadas de Fourier de
éstas funciones de transmision de amplitud, incluyendo el escalamiento de las
frecuencias espaciales dado por la ecuacion (4.12), y las dos formas de escribir la
abertura nos dan la misma respuesta:

. Lyrx i2mXoX —i2n 20X . lyly
U(P) x (lxrsmc (ﬂ) (e Az + e /12) lyrsinc FPE

(4.24)
y el término de exponenciales nos da:
20X —i2mXeX XoX
(elzn Az + e "2z ) = 2cos (ZHL).
Az
(4.25)
Entonces, la intensidad difractada es proporcional a:
1(P) o 4(1,1 r)zsinc2 (lx—’x) sinc? by cos? (271@)
Ty Az Az Az /)
(4.26)
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Xo Xo

Figura 4.6: La geometria de una rendija doble

)
b,
h 21 3
-_. Xo 2X0 —,
Ix 2 Iy
2X0

Figura 4.7: El patron de difraccion de una rendija doble. Se muestra la funcion
sinc?( ) (con lineas cortas) que varia lentamente y que multiplica (modula) al

patrén de interferencia dada por la funcién cos?( ), y se muestra la intensidad
total dada por ésta multiplicacion (curva continua). (FraunhofferDobleRendija.m)
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Figura 4.8: Patrones de difraccion de rendijas dobles de diferentes tamafios.
Notese que el efecto del ancho de las rendijas es independiente del efecto de la
separacion de las rendijas. (FraunhofferDobleRendija.m)

En la Figura 4.7 se muestra la variacién de esta intensidad en el eje x. Aqui los
términos de sincz( ) son por la difraccion de cada una de las rendijas (s6lo

depende del tamafio de cada rendija) y la parte de cosz( ) es por la interferencia
entre los campos difractados de las dos rendijas (solo depende de la separacion
entre rendijas). Por la relacion inversa entre las variables en el espacio normal y el
espacio de Fourier, el patrén del cos?( ) es mas angosto que el patrén del

sincz( ) (porque la separacion tiene que ser mas grande que el ancho de cada
rendija para tener dos rendijas separadas). Es importante que el patrén de
difraccién contiene informacion sobre el ancho de las rendijas y tambien de su
separacion. Se muestran ejemplos de patrones de difraccién de una rendija doble

en la Figura 4.8

4.3.4 Rendijas Mdltiples

Sitenemos N rendijas en la abertura, la funcién de transferencia de amplitud es:

U;(x',y") =|rect

X

81

, N
®z 6(x —nxy) |rect Ea )
L n=1

!

Ly,

(4.27)



con X, la separacion entre las rendijas en este caso. El campo difractado es la
transformada de Fourier de esta expresion:

N
lrx iy X0X L,
U(P) x lx/sinc( ;Z )z ¥ 2z lyrsinc< ﬁzy>,
n=1
(4.28)
y la intensidad difractada es:
l . i
2 . 5 Lexy 2 (Y'Y i2zrn2oX
I(P) o (Lsl,1) sinc (A_z> sinc (Az Ze Az
n:
(4.29)
Se puede mostrar que el término de suma de exponenciales es igual a:
N ? XX
z eiZTm% — Sen (27‘[N 2/12)
XoX ’
= sen (27‘[ ﬁ)
(4.30)
y la intensidad queda como:
l l sen (27TN xox) i
X l 7.
1(P) o< (Ll r)zsinc2 (x—> sinc? (22 2Az/ |
y Az Az sen (ZEM)
2Az
(4.31)

Las intensidades calculadas con esta ecuacion se muestran en la Figura 4.9. Se
puede ver que para el caso de una abertura de N rendijas, aparecen N — 2 picos
secundarios entre los picos principales del patrén de difraccion. También, como
aumenta N, el ancho de los picos disminuye, y la energia en cada pico secundario
disminuye. En este caso, es interesante notar que el patron de difraccién nos da
informacion sobre el nimero de rendijas, ademas de la separacion y ancho de ellas.
En el limite de un nimero muy grande de rendijas (que es una rejilla de difraccion)
el patron de difraccion consiste en picos de intensidad muy angostos con muy poca
energia en los picos secundarios.
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Figura 4.9: Las intensidades difractadas en una abertura de 3, 4, 5y 10 rendijas.
Noétese que, para una abertura de N rendijas hay N 2 picos secundarios entre los
maximos principales del patrén de difraccion. (FraunhofferMultiplesRendijas.m)
Otra forma de considerar este caso es con la funcion de transmision de amplitud:

U;(x',y") tx, ty’® bx, t x

(7, =|rect|—|rect{— |Q®comb|{— | |rect| ———— |,

(Y L L, Xq Nxg + L,
(4.32)

donde la ultima funcion rect( ), ala derecha de la ecuacion (4.32) limita el ancho

total de la abertura a N rendijas. La intensidad difractada utilizando esta ecuacion
esta dada por el modulo cuadrado de su transformada de Fourier:

o Laxy L,y XX _ (Nxy + L, )x
I(P) = I, (smc ( e )SlTlC ( P )comb (/1_2) ®sinc P )
(4.33)

que es replicacion de la dltima funcién sinc( ) a la derecha de la ecuacion
(4.33), en las posiciones de los §( ) de la funcion comb( ), y todo modulado

., . lx[x ., . . .
por la funcion sinc ) Esta ecuacion da el mismo resultado que la ecuacion
(4.31), pero, mientras la ecuacion (4.33) es correcto, y es facil de interpretar, la
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ecuacion (4.31) es mejor en este caso porque da mas informacién directa sobre la
forma del patron de difraccion, y como esta relacionado con el nimero de rendijas
en la abertura. Tipicamente, habra diferentes formas de escribir las formulas de las
aberturas, pero alguna de las ecuaciones para el patron de difraccion es mas facil
de interpretar o para extraer la informacion util.

4.3.5 Abertura Circular

Si la abertura tiene la forma de un circulo de diametro [ el campo difractado en un
punto P es proporcional a:

U(P) x 3| circ (%) ,

p=r/Az
(4.34)
y en el capitulo 1 vimos que esta transformada de Fourier esta dada por:
J (nlr)
1\ 1z
o« l? —2££2
U(P) « ml nlr
Az

(4.35)

donde la funcién J; () es la funcion de Bessel del primer orden. La distribucion de
intensidad es:

2

mlr
I(P) = I ) (%)

mlr
Az

)

(4.36)

gue se conoce como la funcion de Airy. El factor de 2 en los paréntesis cuadrados
es para dar una funcién con un maximo de 1. En la Figura 4.10 se muestra la forma
de la funcion de Airy y las posiciones de los primeros ceros. La Figura 4.11 muestra
una foto de éste patrén de difraccién. En la foto se puede notar que los anillos no
son perfectamente circulares debido a imperfecciones en la abertura experimental,
que no es totalmente circular (obtener una abertura perfectamente circular es muy
complicada).
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Figura 4.10: El patrén de difraccion de una abertura circular. (FraunhofferCirculo.m)

Figura 4.11: Fotografia del patron de difraccion de Fraunhoffer obtenido de una
abertura circular.
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También, aqui podemos preguntar ¢ qué fraccion de la energia total esta contenida
en un circulo de radio R en el plano de observacion? Para contestar esta pregunta
tenemos que integrar la intensidad difractada (la ecuacion (4.34)):

R 21

Energia contenida = L(R) = f J [(P)rdrdg.
(4.37)

Sustituyendo la ecuacion (4.36) en la ecuacion (4.37), y tomando en cuenta el valor
del constante I:

nlr 2 nlr

L(R)_ A2 zl4fj” i) ﬂZ v - 2 A2 3l4f ]1
0

2
rdr,

nlr

(4.38)

donde hicimos la integral sobre el angulo ¢. Ahora cambiamos el variable de
integracion:

klr kl

r ZZ, dr ZZC{T

y la integral queda como:

R
2z
2 !
L(R) =2A2n12f i)
0
(4.39)

Ahora, usando la relacion (Abramowitz y Stegun, 1972):

Ji(x )_]0( Vs () — ]1( )

1d
) = =5 U + /2@,
(4.40)

y los valores de las funciones de Bessel J,(0) = 1, /;(0) = 0, entonces la integral
para la energia contenida es:
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kIR klR
= 1 () ()
(R) ml 16 2 J1 27
(4.41)
Queremos normalizar ésta expresion para que L(o0) = 1. Entonces, tenemos que

dividir por la energia total pasando la abertura, pero esto es simplemente A%ml?, el
area de la abertura multiplicada por el cuadrado de la amplitud. La energia
contenida normalizada es:

LN(R)=1_]§<%)_]12(%). (4.42)

En la Figura 4.12 se muestra esta funcion. Se puede ver que hay 84% de la energia
dentro del méaximo principal del patrén de difraccion, el patron de Airy.

primer segundo
cero cero

Figura 4.12: Energia contenida en el patron de difraccion de una rendija circular

4.3.6 Rejilla de Amplitud

En esta seccion consideramos una abertura periédica en amplitud de forma
cosenoidal:

U;(x',y") = % + %cos(anx)] rect G) rect (%) ,
(4.43)
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donde suponemos que [ >> f. Se indica la forma de esta abertura en la Figura
4.13. Sabemos que el patron de difraccion es proporcional a:

UP) xS (B + %cos(anx)] rect G) rect (%)) :
_x Y

U=1z Y"1z

U(x'y)

Bl e - -

25

D

bo| ~—
~h|—

Figura 4.13: Una abertura de forma cosenoidal

. : 1
Tomando esta transformada de Fourier en dos partes, primero la parte E+

1 . _
%COS(ZﬂfX), notando que cos(X) = E{elX +e lX}, y usando el teorema de
corrimiento de la transformada de Fourier:

3([+ g eosenr))
J( 5t cos fx x
1 x vy ¢ mAZ X y m /X y
S P Al vl r Rl it 7))
(4.45)
La segunda parte de la integral nos da:
3| rect (f) rect (X) = I%sinc (l_x) sinc (l_y)
l l X y Az Az)’
u=A_Z' v=A_Z
(4.46)
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Ahora, la funcion original es el producto de los dos términos en la izquierda de las
ecuaciones (4.45) y (4.46) entonces la transformada de Fourier es la convolucion de
las transformadas de Fourier de estas dos ecuaciones:

UP) 56 (2 L)+ 25 (2 £,

m _,x y

yety ) R Rl Rl e )
@ 2sinc () sinc ()
Sinc AZ Sinc )LZ ,

pero ya vimos que convolucion de una funcién con una 6( ) es la replicacién de la
funcién en la posicion de la delta:

? oy
U(P) x - sinc (—)

Az
_ [x m l m l
X | sinc <E) + - sinc (E (x + flz)) + - sinc (E (x — f/lZ))
(4.47)
I(P)
1

NE

L
B
N[>

Figura 4.14: El patron de difraccion de la abertura de forma cosenoidal.
(FraunhofferCosRejillaAmplitud.m)

La intensidad difractada es proporcional al médulo cuadrado de la amplitud, y si
suponemos que la frecuencia espacial de la rejilla f es suficientemente grande que
no hay interseccion entre las tres funciones sinc( ), la intensidad es:
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. ly
I(P) « Iysinc? (E)

x 'Z(Zx)+m2'zl(+,1)+m2'zl( 12)
sinc” |\ — 5 Sinc” | (x flz 7 Sinc® | (x fAz
(4.48)

Se muestra ésta funcion en la Figura 4.14. Se puede ver que hay suficiente
informacion en el patron de difraccion, de la posicion y la intensidad de los picos,
para obtener toda los parametros de la abertura.

4.3.7 Rejilla de Fase Senusoidal

Aqui veremos el caso de una rejilla de fase. Primeramente con una rejilla de fase
de forma senusoidal y luego una de forma cuadrada. Para el primer caso, la
transmision de amplitud es:

m x' /
U,(x',y") = e 2@ ot <T> rect (%) ,

(4.49)

donde el término exponencial es un término periddico de una fase senusoidal.

I(P)

N>

-4f\ -3fh -2f). - fA 2fh 3fn 4fh

Figura 4.15: El patrén de difraccion de una rejilla de fase de forma cosenoidal.
(FraunhofferSenRejillaFase.m)
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Usando la relacion (Abrammowitz y Stegun, 1972):

imsen(anx/) _ Z m i2mqfxr
e?2 = Jq (2 ) e ,
q=—
(4.50)
la amplitud difractada queda como:
S 1 (™e (X o D olis (%) sinc(2)]
UP) e Z Ja(3)8 (5 fq'/lz)®[l Se\z) e )l
q=—
(4.51)
y la intensidad como:
I(P) = I,sinc? (l_y) i JE (T) sinc L(x — fqAz)
0 Az 1\2 Az 1 '
q=—o
(4.52)

En la Figura 4.15 se muestra la forma de esta funcion, que resulta ser mucho més
complicada que el caso de una abertura de amplitud.

4.3.8 Rejilla de Fase Cuadrada
Para el caso de una abertura de fase de forma cuadrada, tenemos:

U;i(x',y") = exp(idp),
(4.53)

donde J¢ es la variacion de la fase sobre la rejilla, y ignorando un término constante
de fase, 6¢ esta dado por:

p mp—W/<x'<mp+V%/,

(4.54)
0 otros casos

s = |

con m un entero, p el periodo de la rejilla, y w es el ancho de las formas
rectangulares formando la rejilla. También, en este caso no tomaremos en cuenta
la extension finita de la rejilla.
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Ahora, esta rejilla esta formado por zonas donde d¢ = 0, donde exp(idp) = 1,
y zonas donde exp(id¢) = exp(ig), entonces:

U(x',y'") = {1 — [1 — exp(ip)]rect <xW’> & comb <%,>} :
(4.55)

Ahora, el patron de difraccidn es la transformada de Fourier de esta ecuacion:

U(P) x {S(x) — % [6(x) — exp(ip)6(x)] Q sinc (%) comb (%)}

(4.56)

Convolucion con las funciones §( ) da replicacion de la funcion sinc( ),
entonces, la intensidad difractada es:

2

I(P) = I, |6(x) 2 sinc (Z)m- exp(i(p)]| (4.57)

La intensidad difractada para el orden O corresponde a la posicién x = 0. En esta
posicion, la funcion sinc( ) tiene un valor de 1, y:

I(x=0)=I, |1 —% [1- exp(i<p)]|2 = I, {1 - (% - (%)2) 2(1 — cos<p)}.
(4.58)

La intensidad difractada para el orden 1 corresponde al primer diente del

comb( ), en la posicion x = Az/p. En esta posicion la funcion 6( ) al lado
derecha de la ecuacion (4.57) no tiene contribucién, y:
w

I(x — /1_2> =1, > sinc (g) [1 — exp(ip)]

p
i (3 sine () 201 = cosp)
= — ] sinc|— — COSQ).
0 » » @

2

(4.59)

Para una forma de la abertura fija, con un grosor de la parte rectangular de h, la
fase de la rejilla depende del indice de refraccién n como:
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_ 2T L
=
(4.60)

y la Figura 4.16 muestra las variaciones de la intensidad en el orden O y el orden 1,
como funcién del indice de refracciéon para p = 2w.

---orden0
—— orden 1

1.0 4 \ r \ r \ ’
0.8 4

0.6

intensidad
relativa

0.4+

|
\
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|

1.30 1.32 1.34 1.36 1.38 1.40
indice de refraccion

Figura 4.16: Variacion de las intensidades difractadas en una rejilla de fase de
forma cuadrada, como funcion del indice de refraccion.
(FraunhofferRectRejillaFase.m)

Figura 4.17: Una abertura bidimensional. El tamafio de cada cuadro es a X a, la
separacion entre los centros de cuadros adyacentes es b y el tamafio de la parte
circular de la abertura es c.
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4.3.9 Difraccion en aberturas bidimensionales

En ésta seccién veremos la difraccién en algunas aberturas bidimensionales.
Empezamos con la abertura mostrada en la Figura 4.17.

Se puede describir ésta abertura como:

) = freet (%) rect(2) @ comd () comp (e (-
U(x',y) = {rect<a>rect(a>® comb(b>comb(b>}arc (c)
(4.61)

La amplitud difractada es proporcional a:

matct( | saxy | sy bx by\) . )1 (%)
Ulx,y) = {SlnC (—) sinc (—) comb <—) comb <—)} Q —=—

b2 Az Az Az Az ner v
Az
(4.62)
y la intensidad es:
I(x,y) ,
TTCcr
ma’c®  saxy\  ,ay bx N PA (ﬁ)
— { b2 sinc (E) sinc (E) comb (E) comb (E)} X —wer (-
Az
(4.63)

Figura 4.18: Fotografia del patron de difraccion de Fraunhoffer obtenido de la
abertura mostrada en la Figura 4.17. (FraunhofferMultiplesCuadrados.m)
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La Figura 4.18 muestra una foto de la intensidad difractada por una abertura como
la de la Figura 4.17 que se puede relacionar con la ecuacion (4.63).

Un caso muy similar al anterior es la abertura dado por:

U;(x',y") = {circ (%) &® comb (%) comb (%)} rect (%) rect (%) )

(4.64)

gue se muestra en la Figura 4.19. La intensidad difractada en esta abertura se
muestra en la Figura 4.20, y es dada por:

I(x,y) ,
a2 h (a_czr) bx by Cosaxy . say\n?
= ﬁnc ? comb (/'l—z) comb ()l_z) X {smc (E) sinc (A_z)} .
‘ (4.65)

S R
+E++44 e
+4+4444
a +444444

R R R
+444449
+44440 9

Figura 4.19: una abertura con un arreglo cuadrado de agujeros circulares.
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1000 |
800 |
600 |

400

200 |

0 —
0 200 400 600 800 1000
Figura 4.20: Patrén de difraccion de una abertura con un arreglo cuadrado de
agujeros circulares, calculado con la ecuacion (4.65), y graficado en escala
logaritmica para ver los detalles de la intensidad. (FraunhofferMultiplesCirculos.m)

Otra abertura es la de la Figura 4.21, que es un arreglo de triangulos. Esta abertura
se puede construir como se muestra en la Figura 4.22. Se empieza con una rejilla
de lineas horizontales. Luego se agregan lineas a 60° y a —60° para obtener la
abertura final. Las tres rejillas tienen la misma separacién entre lineas.

INININININININI NS
AVAVAVAVAVAVYAYAVYAY
INININININININZ NS
NNINININININNZ N
ININININININININS

AVAVAVAVAVAVAVAVAY
ININININININININL
NNNINININININZ S
ININININININININL
AVAYAVAVAVAVYAVYAVAY

Figura 4.21: Una abertura que es un arreglo de tridngulos.
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IS SSSNSNI VaVAYAVAVAYAYAYAY,
TS FSSSS8 AVAVAVAVAVAVAVAVAY
IS SSSSSNI INNINNINNN N
TSNS SESSS AVAVAVAVAVAVAVAVAY
INSSESFSFNI VAVAVAVAVAVAVAVAYA

FESSSSFSSFS AVAVAVAVAVAVAVAVAY
INSSSSSSNI VaVaAVAYAYAVAVAVAY,
FSSSSSSSS ATAVAVAVAVAVAVAVAY
INSSSESNSSTNI TAVAVAVAVAYAYAVAYA
FFSSSSSNS AVAVAVAVAVAVAVAVAY

Figura 4.22: Construccion de la abertura con triangulos: se utiliza una rejilla con
lineas horizontales (izquierda); se agrega una rejilla con lineas en +60° (centro);
se agrega una rejilla con lineas en —60° (derecha). Las tres rejillas tienen la
misma separacion entre lineas.

En ecuaciones se puede escribir que la abertura es el producto de las tres rejillas
en diferentes angulos:

) = e (2) cam ()] s ()t (2}
(2o, ()
2o, el

(4.66)

El campo difractado es proporcional a la transformada de Fourier de esta ecuacion:
B ya yb) , . [XC yc }
U(x,y) = {[b sinc /12) comb (/12 ® c“sinc (/12) sinc (Az)
ya yb>] xc yc }
{[b sinc /12) comb (AZ o ® c?sinc (Az) sinc ()lz)

{[ 5 sinc (ﬁz) comb (ilz))]_wo ®c?sinc (;c;) sinc (Zz)}

(4.67)
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y la intensidad difractada es el modulo cuadrado de ésta expresion. Graficamente,
éstas convoluciones se representan en la Figura 4.23. La Figura 4.24 muestra una
fotografia del patron de difraccion de ésta abertura para comparacion.

Finalmente, consideramos la abertura de la Figura 4.25, que es la abertura de un
telescopio astrondmico (es una aproximacion, porque en un telescopio real el
espejo secundario, el circulo oscuro pequefio, y las monturas de éste, las lineas
horizontales y verticales, no estan en el mismo plano que el espejo primario, que
es el circulo blanco grande). Esta abertura se puede describir como:

T e e e

(4.68)
donde a es el didmetro del espejo primario, b es el diametro del secundario.

e

Figura 4.23: El campo difractado en una abertura formada por triangulos. Las
Figuras de arriba representan los patrones de difraccién para cada una de las tres
rejillas que forman la abertura. Cada mancha de luz es un patrén del producto de
dos funciones sinc( ) como se indica en la ecuacion (4.67). La figura de abajo a

la izquierda es la convolucion de los primeros dos términos en el patron de
difracciéon y la figura de abajo a la derecha es la convolucién de ésta con el dltimo
término. (FraunhofferTriangles.m)
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Figura 4.24: Fotografia del patron de difraccion de Fraunhoffer obtenido de la
abertura mostrada en la Figura 4.19. (FraunhofferTriangles.m)

Figura 4.25: La abertura de un telescopio astronémico.
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Intensidad normalizada

Angulo de difraccion(grados)

Figura 4.26: Intensidad contra angulo para una abertura circular (linea continua) y
para la diferencia de dos patrones de Airy (cruces). (FraunhofferTelescopio.m)

El parametro ¢ es el ancho de las monturas del secundario. La transformada de

Fourier es:
kap kbp
J1 J1
U(x,y) = ﬁap ) — I(cbzpz> ® [{S(x) csmc( )}S(y)]
2z 2z

[{6()1) — ¢ sinc ( )} 6(x)]
(4.69)

Los dos términos al final de la ecuacion (4.69) representan lineas de intensidad
sinc( ) en las direcciones determinadas por los soportes del espejo secundario.
El primer término es la diferencia de dos patrones de Airy. En la Figura 4.26 se
muestra el patron de Airy para el primario y el primer término de la ecuacién (4.69).
Se puede ver en la figura que el efecto de la diferencia es un aumento relativo en
la intensidad del anillo secundario. Esto produce un halo en las imagenes de
estrellas tomadas con este tipo de telescopio. La Figura 4.27 es una foto que
muestra estos dos efectos.
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Figura 4.27: Imagen tomada con el MPG/ESO 2.2m telescopio en el observatorio
de La Silla, Chile. Imagen obtenida de la coleccion de imagenes de la pagina de
European Southern Observatory (Observatorio Europeo Astral)
http://www.eso.org/public/images/. (FraunhofferTelescopio.m)

Es importante indicar que los patrones de difraccion para las ultimas dos aberturas
indicadas aqui se pueden calcular integrando numericamente sobre la parte abierta
de la abertura, pero las técnicas de la éptica de Fourier utilizadas simplifican el
problema para que se pueda entender la forma de los patrones de difraccion.
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Capitulo 5

Difraccion de Fresnel

En este capitulo vamos a ver el caso de difraccion de Fresnel, que es el caso
cuando las distancias de la fuente o del punto de observacion no estan tan lejos
como en el caso de difraccion de Fraunhoffer (Born y Wolf, 1980). Entonces, la
integral de difraccion queda como:

lAelkZ
UP) = ——

U U (x',y") e2a @ 0=Y") qrrgyr
(5.1)

Ya vimos que se puede representar difraccion de Fresnel como un sistema lineal,
con su funcion de transferencia (ver la ecuacion (4.10)). Otra forma de escribir
difracciéon de Fresnel es como una transformada de Fourier. Expandiendo los
términos cuadraticos en la fase de la ecuacion (5.1), obtenemos:

U(P)
= lAe —e Zz(x +y?) jj U: (X y) e ZZ(x +y! 2) (xx'+yy') dx’dy’,

1z
(5.2)
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que se puede escribir en términos de la transformada de Fourier (FresnelFFTRect.m,
FresnelFFTCirc.m):

A ikz k
U(P) = ez O3 (v €2l ),

(5.3)
o la transformada de Fourier de la funcién de la pupila multiplicada por un factor
cuadratico de fase. Esta ecuacion es una forma de calcular difraccion de Fresnel,
sin embargo, numéricamente puede ser complicado utilizar esta expresion para
realizar célculos, particularmente para aberturas grandes comparadas con la
longitud de onda, cuando el factor de fase en la transformada de Fourier de la
ecuacion (5.3) oscila rdpidamente, y en general se trabaja sobre la ecuacion integral
(5.1) para calcular los patrones de difraccion. El tratamiento matematica de la
difraccion de Fresnel es mucho mas complicada que la difraccién de Fraunhoffer, y
la mejor forma de verla es con ejemplos.

5.1 Difraccion de Fresnel en una rendija

Si tomamos el ejemplo de una abertura cuadrangular:

, xl yl
Ui(x',y) =rect|— |rect|—|,
Ly, Ly,

(5.4)
la integral de difraccion es:
iA elkz ’
uP) == f j o iag(x=x)2+(y~ ) dx'dy’
3’/ — x
(5.5)
que es separable en términos de x' y y":
ik lx’/z ly,/z
'A LKZ
U(P):—%e f eZz(x —xr)? dx f eZZ(y Y)zdyr.
_lx’/z —ly,/z
(5.6)
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Podemos convertir estas integrales en integrales conocidas con los cambios de
variable:

— k ! —_— k !
(= | (x=x), n= |—0-y)
para obtener:
_ iAe'

VP =-7=

( \/%((lx'/2>+x> \ [ \/nzz«ly' 2>+y> \

mZ ing d mZ ignz d
X 4 T f e Crs T j e n;.
B )
(5.7)

Esta ecuacion se puede escribir en términos de las integrales de Fresnel
(Abramowitz y Stegun, 1972):

r mt?
C(a) =jcos = dt,

0

a

S(a) = Jsen <n7t2> dt.

0

Escribiendo la ecuacion (5.7) como:

iA ikz 7
U(P)=—7 " ?U(Z)U(U),

(5.8)

con:
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: <cos (g (2) + isen (g@)) d¢
_ j:z (cos (%(2) + isen (g?)) dg,

v = |

0

(5.9)

Uln) = jonl <cos (gnz) + isen (gn2)> dn
— j:z (cos (gnz) + isen (gﬁ)) dn,

(5.10)
donde

R R
= %((ly'/2>+Y>, n1=—\/g((ly'/z)—y>-

(5.11)

Podemos reescribir la ecuacion (5.8) en términos de las integrales de Fresnel:
ikz

2

UP) = —A——{[C({1) = C({I] + i[S(S1) = S}

{[C(m) — C)] + i[S(m1) — S}
(5.12)

Entonces la distribucion de la intensidad es:
ikz

I(P) = —A—

{[C(8) = C(ED* + [S(§) — S(E)]*}

{[C) — CmD]* + [S(1) — S(12)]3.
(5.13)

Las integrales de Fresnel estan incluidas en los paquetes de computadora de
matematicas, entonces ésta ecuacion da un método para realizar los calculos de
patrones de difraccion de Fresnel para este tipo de abertura. (FresnelCSRect.m)
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5.1.1 La Espiral de Cornu

No es facil interpretar esta ecuacion como en esta forma, pero se puede calcular la
integral en una forma grafica usando la espiral de Cornu (ver la Figura 5.1), que es

la grafica de C(a) contra S(a). Escribiendo como dl la longitud de arco en esta
curva, tenemos que:

di? =dC(a) %2 + dS(a)?, (5.14)

entonces:

dl\° Ta® Ta®
(£> = cos? —- + sen? — =1

y dl = da , o cambios en el parametro a corresponden a cambios en la posicion
en la curva, como se muestra en la Figura 5.1.

(5.15)

S(O'.)D'B =

06

Figura 5.1: La espiral de Cornu
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En la grafica, la distancia entre dos puntos correspondientes a los valores a4 y a5
es:

1
/
d(ay, a;) = [(C(al) - C(“z))z + (5(a1) - 5(052))2] 2; (5.16)
entonces la ecuacion (5.13) es igual a:

2

=A_ 2 2
1(P) 2 d*(¢1,¢2) d“(m1,1m2).

(5.17)

1.0

Figura 5.2: Un ejemplo del uso de la espiral de Cornu

Como ejemplo, podemos graficar la variaciébn en x para el caso de la abertura

cuadrada. Aqui (; = \/g ((1/2) + x) y(, = —\/g ((1/2) + x), donde x es la

posicion en el plano de observacion. En la Figura 5.2 se muestran algunas de las
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distancias d({;, {,) para diferentes valores de /%x para el caso de /%l = 4;

esto es, todas las distancias se escriben en unidades de — La Figura 5.3 es la

grafica de la intensidad difractada contra la posicion x.

INTENSIDAD
NORMALIZADA

A .

1
]
L]
]
1
]
]
1
1
]
]
1
]
]
1
1
]
]
1
]
L]
]
1
]
]
1
L

4 ¥

Figura 5.3: La distribucion de intensidad correspondiendo al espiral de Cornu de la
Figura 5.2. (FresnelCSRect.m)

5.2 Difraccion de Fresnel con un haz enfocado

Otra geometria interesante para el caso de difraccion de Fresnel es la geometria
indicada en la Figura 5.4. Aqui la onda incidente es una onda convergente que tiene
su foco en el punto (0, y,, z). El campo en la abertura abierta es:

—iks —iks

Ui(x"y’) = S ~ 7

e

-

(5.18)
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donde:

2 2\ 2

1(y" =y, 1/x’
= 2 r— 2 2y ~ — - — ]
s=(2Z2+ (¥ —y0)? +x'2) z<1+2< - >+2<Z>>

(5.19)

En esta dltima ecuacion hicimos una expansion binomial y suponemos que se
satisface la condicién de Fresnel. Sustituyendo esta ecuacién en la ecuacién para
difraccion de Fresnel, la ecuacién (5.1), obtenemos:

UP) = ___ﬂe 2+ 90%) i (G OYTD) Gy gy

(5.20)

abertura

frente de
onda

Y

Figura 5.4: Geometria para el caso de una onda convergente incidente.
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Expandiendo los términos cuadrados y simplificando obtenemos:

U(P) = _EZL-Ue—izk—z(yg—xz—y2+2xx’—2(y—y0)y’) dx’dy’
S

= —Elz e_iZk_Z(yg_xz_yz) Jje_ii_g(xx,_(y_YO)y,) dx'dy'.
S
(5.21)

Se puede ver que la parte de la integral de esta ecuacion es la transformada de
Fourier de la parte abierta de la abertura, S, centrado en el punto (x,y — y,), €s
decir, aparte del término de fase afuera de la integral (Qque desaparece para la
intensidad) y un factor de 1/z, el patron de difraccion de Fresnel de una onda
convergente, si observamos en el plano focal de la onda incidente, es igual al patrén
de difraccion de Fraunhoffer de la misma abertura centrado en el punto donde
enfoca la onda incidente.

5.3 Propagacién por pasos

Suponemos que tenemos propagacion por una distancia z que se puede escribir
como:

z=2z1+ 2z, +2z3+ -+ z,. (5.22)

Esta propagacion se puede considerar utilizando la funcién de transferencia para
difraccion cuando se satisface la condicion de Fresnel, que es la ecuacion (4.10):

H(u v) — leikze—inlz(u2+v2)
’ i
Sustituyendo la ecuacion (5.22) en esta expresion obtenemos:

1 . .
H(u,v) == plk(Z1+za+23++2n) o —iMA(21+ 22+ 23+ +2n) WP +V?)
T

1
= —e
T
—imAz, (U?+v?) , —indzy(u?+v?) , —inAzz(u?4+v? —imAzy, (u?+v?
Xe 1( )e 2( )e 3( )...e n( ),

ikZ1e ikz, e ikzs ... eikzn
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gue se puede escribir como:

n
1 . . 2 2

H(u, U) — _| | elij e—lrdz]-(u +v )’
A

j=1
(5.23)

gue significa que la propagacion por una distancia Z es igual a la propagaciéon por la
distancia Z1, seguida por la propagacion por la distancia Z,, seguida por la propagacion
por la distancia Z3, etc., como se espera fisicamente.

5.4 Escalamiento en difraccion de Fresnel

La ecuacién general para la difraccion de Fresnel en una dimension es:

i ikz k , 5
UP) = —7— f U,(x")e'zz% 2 dx' .

S
(5.24)

Aqui vamos a suponer que la fuente de luz se encuentra a una distancia finita z
de la abertura (es una fuente puntual o tiene un enfocamiento del haz) y la pantalla
de observacién se encuentra a una distancia z de la abertura. Se puede hacer una
expansion binomial del término de fase de la onda esférica incidente para obtener:

| etk(z+20) ko2 ko,
Uup) = _% ZZ felzzo(x) o2z 7" 4y’
0
S

(5.25)

Considerando sélo el término de fase adentro de la integral y expandiendo el

cuadrado se obtiene:
k(o421 1 11X x2
e(‘i{x [%"'E]_zx [E]"'[?]})

(5.26)
1 1 ) . .
Cuando [Z— + ;] = 0 tenemos el caso analizado arriba, el haz incidente se enfoca
0

sobre la pantalla de observacion, y el patron de difraccion de Fresnel es igual a la
transformada de Fourier de la abertura. Dividiremos los otros casos en dos:
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1_|_1

—| >0, cuando la fuente puntual esta antes de la abertura o después de la pantalla,

Zy
1 1 ,
7 + Z <0, cuando la fuente puntual esta entre la abertura y la pantalla.
0

Para el primer caso, completando el cuadrado dentro de la exponencial, podemos
escribir la ecuacién para la fase como:

() (S ™

Esto se puede verificar multiplicando todos los términos en la expresion. El primer
término en la ecuacion (5.27) es igual a:

SRR Lt )

y escribiendo a = z,/z, se puede escribir el segundo término de fase de la
ecuacion (5.27) como:

2
S B ) (et

e =e€

(5.27)

(5.28)

2

(5.29)

Entonces el campo difractado queda como:

2
1+a Yo [L]l/z
i elk(z+zo) ik 1+a
UP)=—= f e dx’.
A zzy ZZ
S
(5.30)

Para el segundo caso [— ] < 0, podemos escribir la fase dentro de la integral
como:
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1 2
R
Zo Z

(), R

)

(5.31)

L . : , . 1,1
donde los términos de la raiz cuadrada tienen el médulo del término [z— + ;] y hay
0

un cambio en el signo del segundo término comparado con el primer caso. Para
este caso, el campo difractado es:

2

2

i eik(z+zo) lk( X )
U(P) — _ZTB 2 Zo+Z fe
0

1+q|"” 1
e el
dx’.
S
(5.32)

Comparando las ecuaciones (5.30) y (5.32) con la ecuacién para difraccién de
Fresnel, la ecuacién (5.8), podemos concluir lo siguiente:

1. La variable de integracion, x', la posicién en la abertura, tiene un factor de

escala de /|(1 + a)/a|. Esto significa que todas las combinaciones de z y
Zo que dan el mismo valor de a producen el mismo patrén de difraccion.
Ademas, si zy 0 Z cambia para que a varie, el patron de difraccion producido
es el mismo que el patron de difraccion de la abertura escalada con los
valores de z y z, originales. Esto significa que cambios en las posiciones de
la fuente y el detector producen el mismo efecto en el patron de difraccion
que un escalamiento de la abertura. Otra forma de pensar en esto es, si z
esta fijo, es decir, tenemos el haz incidente enfocado en un punto fijo,
cambios en z son equivalentes a cambios en el tamafio de la abertura con
la pantalla (o z) fija. Esto significa que cambiando la posicion de la pantalla
obtenemos los patrones de difraccidn de todos los posibles tamafios de la
abertura con la misma forma que la abertura original (Furlan et al, 2001).

Nota que, cuando a = 0, el haz incidente esta enfocado en la abertura, que

es un caso no valido porque se requiere de una minima distancia entre la
abertura y la fuente para que la teoria de Fresnel sea valida.

2. Las variables en el plano de deteccion tienen un factor de escalamiento de

v 1a/(1 + a)|. Esto significa que, aunque se obtienen todos los patrones de
difraccion de Fresnel de todos los tamafos de la abertura, éstos patrones

son escaladas dependiendo del valor de a (Furlan et al, 2001).
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3. La diferencia de signos en el factor de fase en la integral en las ecuaciones
(5.30) y (5.32) también es importante. Hay una inversion del patrén de
difraccion en el segundo caso debido al cambio de signo en frente del
término de x. Si la abertura es simétrica, éste factor no es importante, pero
Si no es simétrica, el patrén de difraccidn es invertida (veremos esto en los
ejemplos abajo). El factor negativo que multiplica a toda la fase del segundo
caso desaparece al tomar la intensidad.

a=-1 a=0
\ S /

15 ) . 1 L) b )

posicion

-15
-5.5 5.5

Ta
Figura 5.5: La variacion del patron de difracion de un borde con a. (Recuerda que

a positiva es el enfocamiento antes de la abertura y a negativa es el
enfocamiento después de la abertura.) (FresnelCSBordeConEscala.m)

Aqui calculamos dos ejemplos para ilustrar este efecto de escala. Escribimos las
ecuaciones (5.30) y (5.32) en la forma de las integrales de Fresnel:

(m ax

U(P) « j eigzzdi,

4 min

(5.33)

donde:
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Figura 5.6: Los patrones de difraccién de Fresnel de un borde para diferentes
valores de a. (FresnelCSBordeConEscala.m)
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p
k(, [l+ay’ @ ]1/2 NERR
—{x — X , Si|—+-— ,
nz|” "l a 1+a zy Z
(max=< 1/ 1)
k|, 1+aj’2 a /2 11 1
Exmax " +x T+ a 0, SI 54—; <0,
k L. |
ki 1+ a2 - a 1Y) .'1_|_1'>0
—x" i — X b, si|—+— ,
z|” ™1 a | 11+ al 1z, Z.
Cmin = y .
k(. [irq’e a1 o
—{x" i x , si|—+-— ,
7z ™ a 1+a 1z, Zl
(5.34)

Y X' max Y X min SON los limites maximos y minimos de la abertura. En ambos
ejemplos el valor de z = 10, es decir, la pantalla esta fija en una posicion.

El primer ejemplo es el caso de un borde, por lo cual x4 = 0, X' pin = —0,
1
k a /2 L p . y
Cmax = — —X | Y {min = —%0. Esto significa que el patron de difraccion

es siempre el mismo con un escalamiento en el plano de deteccién. Las Figuras 5.5
y 5.6 muestran los resultados para este caso cuando se cambia la posicion de

enfocamiento del haz incidente para variar a.

La region donde hay una inversion en el patrén de difraccion es cuando hay un
enfocamiento del haz incidente entre la abertura y la pantalla. La Figura 5.7 muestra
este caso para indicar fisicamente porqué hay una inversion. También se puede
ver, en las Figuras 5.5 y 5.6, que los patrones de difraccion son todos de la misma
forma con un escalamiento dependiendo de la posicién de enfocamiento.

El segundo ejemplo es una rendija de ancho w. En este caso X,gx = W/2 Y Xpin =
—w/2. Los resultados para el caso de w = 6 se presentan en las Figuras 5.8 y
5.9. En este caso, se puede ver que el patron de difraccidn varia con la posicion de
enfocamiento del haz incidente. Es importante notar que estos patrones de
difraccién son todos los posibles patrones de difraccion de una rendija para esta
distancia a la pantalla. N6tese también que los valores absolutos de las curvas
presentadas aqui no son correctos porque ignoran las constantes afuera de la
integral que incluyen el factor 1/z, para la variacion de la amplitud del haz incidente
al cambiar la posicion de enfocamiento.
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abertura

pantalla

e

S
.
A

Figura 5.7: Esquema para mostrar porqué hay una inversion en el patron de
difraccién para diferentes valores de a. Noétese los rayos tapados, de color gris.
Cuando 0 > a > —1 el rayo tapado es el de abajo, el opuesto a los otros casos.

a=-1 a=0

posicion
A 15 — ¢+ :

15 ———— .
-5.5
)a
Figura 5.8: Variacion del patron de difraccion de una rendija como funcion de a.
(FresnelCSRendijaConEscala.m)
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Figura 5.9: Difraccién de Fresnel de una rendija con diferente valores del
parametro a. (FresnelCSBordeConEscala.m)
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5.5 Difraccidon de Fresnel en una abertura circular

Para el caso de difraccion de Fresnel en una abertura circular, la integral a resolver
es:

U(P)=—7 -

. 12 12
iA ethz ‘/x Ty k., )
fjcirc N e @ 0O gy gy,
z r
3

(5.35)

donde 1’ es el radio de la abertura circular. Escribiendo la integral en coordenadas
polares:

!

2w r
. 'k
U(P) = _Eel Zf f eizk—z(p2+r2_2prcos(9—¢))rdr do
A VA )
0 0
(5.36)
con:
x = p cos(¢), x" =1 cos(6),
y = p sin(¢), y' = 7 sin(6).
Reorganizando los términos de la integral tenemos:
. ikz r’ 2T
U(P) = _ﬂe el'zk_zp2 f f e—i%(Zprcos(B—gb))de eizk_z(rz)rdr_
Az
o \o
(5.37)

La integral sobre 0 es igual a la integral que vimos para la transformada de Fourier
de la funcién circ( ), y se puede calcular su resultado en términos de la funcién
de Bessel de orden cero:

T,

iAetkz k 21r k
U(P) = 1 elZPZZN_[]o( Z'D)elﬁ(rz)rdr.

0

(5.38)

Ahora, siguiendo el trabajo de Lommel (Born y Wolf, 1980; Mielenz, 1998),
separemos la integral en sus partes reales e imaginarias:
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ikz k5 2 : .g( 2
U(P) = - e'2z” mr' ZJ]O(vr)eLZ "rdr
0

= UO(L(u, v) —iM(u, v)),
k112 / i plkz .k o
donder—>%,u= T',v=2n5r yU0=—%e e mr'ty

1
L(u,v) =2 j]o(vr) cos (i%rz)rdr,
0

1
MQu,v) =2 j]o(vr) sin (i%rz)rdr.
0

Aqui utilizamos las funciones de Lommel:

[0.0]
n+2s

Up(@,0) = ) (1% (2)  Jnsas(®)

s=0

) = > 0 (D) rraw).

(5.39)

(5.40)

(5.41)

Calculando la integral por partes en la ecuacion (5.40) (Born y Wolf, 1980) se

(5.42)

obtiene:
u u
L(u,v) = $ U,(u,v) + @ U,(u,v)
2 2
= g{sin (g) + Vo (u, v)sin (g) — Vi (u,v)cos (;)}
u u
M(u,v) = @Ul(u, V) — ﬁUz(u, V)
2 2
= %{cos (g) + Vy(u, v)cos (;) — V;(u,v)sin (g)}
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De la ecuacion (5.39), la intensidad difractada se calcula como:

1(p) = L(u,v)? + M(u,v)% (5.43)
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Figura 5.10: Patrones de difraccion de Fresnel de una abertura circular. El

parametro ' /z es, de izquierda a derecha y de arriba a abajo, 0.05, 0.1, 0.15,
0.2, 0.27,0.33, 0.38 y 0.45. (FresnelLommelCirc.m, FresnelFFTCirc.m)
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La Figura 5.10 muestra algunos ejemplos de patrones de difraccion de aberturas
circulares, calculados utilizando éstas ecuaciones. Nota que, en algunos casos hay
un minimo de intensidad en el centro del patron. Este punto oscuro se llama el punto
de Poisson y fue evidencia para la teoria de ondas para explicar las propiedades
de la luz (Hecht, 1998).

5.6 Transformada fraccional de Fourier

Ahora vamos a considerar la geometria de la Figura 5.11. Otra vez tenemos una
onda esférica, que converge en el punto (0,0, R), y observamos en el plano z. La
ecuacion que describe la difraccién es la ecuacion (5.1):

iA eikz .k ’ ’
UCP) = —— ﬂ U, y") e Ze @030 qurgyr
A z s
(5.44)
donde ahora:
—iks
Ul'(x’J y,) = R ’
(5.45)
con:
y,Z 12
=JR2+x2+y?2=R+"—+—-—,
s =R +x% +y 2R " 2R
(5.46)

donde usamos una expansion binomial con R > x',y’. Sustituyendo las
ecuaciones (5.45) y (5.46) en la ecuacién (5.44), expandiendo el término cuadrado
en el exponente de esta ultima ecuacion y suponiendo que podemos separar la

dependencia en x e y, obtenemos:

UP) = —— 2z 2R %2z "7 du’

iAeikze—ikR 2 x'? % xx
elk k k
Az R J

2 2 2
. - i L Yy
X.[elk_ZZ elk_ZR elk—ZZ elk—z dy’,
S

(5.47)

gue se puede simplificar a:
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!

UP) = —— je‘n{x +(1 R)x }el"de'
Az R Jg
K (2, (1_Z\ 2 Y'Y
xjelzZ{y +(1-%)y }e"‘Tdy'_
S
(5.48)
abertura
1
1
|
- 1
T
J T~ -~
1 =~ -
1
1
frente de !
1
onda 7 :
— 1
- R L.

Figura 5.11: Geometria para calcular la transformada fraccional de Fourier.

En 1980, Namias (Namias,1980; McBride y Kerr, 1987), propuso una definicion de
lo que él llam¢ la transformada fraccional de Fourier 3, ( ). Su definicion es:
i(TL’ a

e\4 2

3.(f() = \/T@

ilszcot(a) ” —iltZCOt(a’) i
e2 e 2 e sen(a) f(t)dt,
(5.49)

donde el término sen(a) en la ultima exponencial da la orden fraccional de la
transformada de Fourier. Cuando a = /2, sen(a) =1, y cot(a) =0, y la
ecuacion (5.49) reduce a:
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3e(f(D) = J_ wei“f(t)dt,
(5.50)

que es la ecuacion de la transformada de Fourier usual. Cuando a — 0, sen(a) —
a,y cot(a) — 1/a, la ecuacion (5.48) nos da:

T
2

e'd ;s (® 2 st
So(f(t)) = (lxi_r)r(l) ﬁe 20_’-/. e 2ae af(t)dt ,
= 4 e — a
al_r)r(l) e j_oo\/ae f(t)dty,

pero se puede mostrar que:

1_ 1 _i(sz_t)z 6‘
— a = —
lim T e (s—1t),

entonces:

So(f(®) = f_ oo5(5 —t)f(O)dt = f(s),
(5.51)

gue es la funcién original. Regresando a la ecuacién (5.49) para valores generales
de a podemos hacer el cambio de variables:

iy 27‘[t (@)
s=1 e an(a) x,

21
t=1i |—sen(a)cos(a) x’,
Az

g(x) = f(¢),

para obtener:
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. * . .2
Sa(f(t)) =i i—ZCOS(a) el(%—%) f e—Ll{t—Z(x2+x12c052(a))eLﬁxxrg(xr)dxr

i 2 * —iL x"? cos? () 2% ' '
=Ke 2z e Az e 2z g(x")dx',
—oo

(5.52)

donde el término K agrupa todos los términos afuera de la integral. Com-parando
la ecuacion (5.52) con la ecuacion (5.48) vemos que (Pellat-Finet, 1994; Torre,
2002):

iAeikZe—ikR
Ulxy) = 1 z R

Kzsa(le)Sa(Syr),
(5.53)

donde S,, es la forma de la abertura en la direccién x', Sy, es la forma en la
direccion y', y la variable @ esta relacionada con la distancia entre la abertura y el

., VA
plano de observacion, z, como cos?(a) = 1 — —

Cuando z = R, tenemos que a@ = % y, de la ecuacion (5.52):

iA eikZ e—ikR
U(X,y) = _7

KZ l'/_lle illyzcv o~
ez ez J(er)J(Sy'),
(5.54)

donde 3( ) es la transformada de Fourier usual. Esto es el mismo resultado que
vimos antes, si la pantalla coincide con la posicién de enfocamiento del haz, la
amplitud es proporcional a la transformada de Fourier de la abertura multiplicada
por un factor cuadrético de fase.

Cuando z = 0, cos?(a) =1, y sen?(a) = 0, tenemos el caso que vimos en la
ecuacion (5.51):

U(x,y) < S,1Sr, (5.55)

es decir, la amplitud difractada es una réplica de la forma de la abertura. Sabemos
gue esto es cierto, cerca de la abertura la amplitud de la luz esta dada por la sombra
directa de la abertura.
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Entonces, la amplitud a una distancia z de la abertura esta dada por la transformada

fraccional de Fourier de orden sen(a), donde cos?(a) = 1 — %.

Una propiedad interesante de la transformada fraccional de Fourier es que:

e (I5(F®)) = Sass (F)). (5.56)

Fisicamente, esto significa que la propagacion de laondaentre z =0y z = R es
igual a una propagacion entre z = 0y z = z' seguida por una propagacion entre
z = z' yz = R, independientemente del valor z'. También, ésta propiedad nos da
una definicion de la transformada fraccional inversa de Fourier. La transformada
inversa tiene el parametro a y el orden sen a negativos, para que:

o (F-a(F)) = Faca(F()) = S0 (F)) = F(0).

Fisicamente, la amplitud en una distancia z de la abertura esta relacionada con la

amplitud en la posicién z = R por la transformada fraccional inversa de Fourier de

parametro - &' y orden - sena’ , donde la condicién para el valor de &’ es la misma
R-z z

condicion que antes con z = R — z, cos?*(a’) = 1 — — =z

iA eik(R—Z) e—ikR

2 R—-z R

U,y = - K23_o (U (X)),

(5.57)
con:

e}

R —i— _x2cos?(a) 2T _yx!
S_o(U(x)) =Ke *®-2 j e AR-2) e AR-2)"" U(x)dx.

- (5.58)
5.7 Efecto Talbot
Aqui veremos como se difracta la luz en una abertura periodica:
f(x) = comb (f) ®g(x).
a
(5.59)

Entonces la transformada de Fourier de la abertura es:
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1
F(u) = 2 comb(au)G (u).
(5.60)
Vimos en el Capitulo 4 que la funcion de transferencia para difraccion de Fresnel
es:

H(u) = etkzg—imdzu® (5.61)

Suponiendo que se ilumina la abertura con una onda plana de amplitud 1, la
transformada de Fourier del campo a una distancia z después de la abertura es:

1 . .
F'(w) = FQ)H(u) = acomb(au)G(u)el’\*Ze—”WuZ.
(5.62)
En la ecuacion (5.62), en cada 8 () de la funcién comb(au), donde ésta funcion

no es igual a cero, la frecuencia tiene el valor u = n/a y el término de fase que
depende de u es:

_ 2 _ n
¢ = —mAzu“ = —mlzﬁ.
(5.63)
La fase parala 6( ) con indice n es:
$o =0,
TAZ
b=z
¢bn = n’¢;. (5.64)
Entonces, si:
TTAZ
_¢1 — ? = 2mm,
(5.65)

todas las fases también seran enteros multiplicados por 27 (porque son n? veces
¢, con n un entero). En este caso los fases de todas las contribuciones de todas

las §( ) del comb(au) seran iguales a un entero nimero de 27, y la ecuacion
(5.62) quedara como:
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1 ey —imr?

F'(u) = acomb(au)G(u)e‘ ZegTtmAZU"
1 . .

= comb(au)G (u)ekze=i2mm

1 .
== comb(aw)G (w)e?,

(5.66)
y la imagen, aparte de un factor de fase constante (elkz), es idéntica al objeto, es
decir, por difraccion se forma una imagen perfecta del objeto (Talbot, 1836;
Montgomery, 1967). Usando la condicion sobre el valor de la diferencia de la fase
entre los dientes del comb(au), la ecuacién (5.65), se puede reagrupar los
términos para obtener la condicidén para la formacion de ésta imagen:

2ma?
zZ= p = 2mzr,
(5.67)
donde z; es la distancia de Talbot.
Ahora, si la fase:
¢, = (2m+ 1)m, (5.68)

el problema se complica. En general, no es obvio como la amplitud en la imagen
esta relacionada con la amplitud del objeto, al menos que algunas de las siguientes
condiciones esten satisfechas:

i.  Consideramos el caso paraxial, y solo consideramos las 6rdenes 0y +1, que
son las érdenes que se propagan mas cerca al eje éptico, o

i. A<a<2A,porlocual sélo se difractan las 6rdenes 0y +1, o

iii. Latransmision de amplitud de la abertura es de forma cosenoidal, por lo
cual sélo produce las 6rdenes Oy +1.

Entonces, en estos casos:

F’(u) = (1 COmb(ClU)G(u)eikz) — (l Comb(au)G(u)eikZ> ,
a e 569
5.69

donde el primer término, de frecuencia espacial cero, es un constante, y los otros
dos términos son cosenos de la frecuencia u = +1/a. Aqui, el signo menos en
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frente de los cosenos (que viene del cambio de faso de 180° dado por la ecuacion
(5.68)), significa que son de amplitud negativa, que significa que la imagen sera
igual que el objeto pero con una inversion de contraste (donde el objeto era brillante
la intensidad difractada seréd oscuro y viceversa). La condicion para obtener estas
imagenes es:

TAZ
A¢1 = — = (Zm + 1)77.',
a

(2m + 1)a*
z=—

i =(2m+ 1)z;.
(5.70)
Finalmente, si:
T
Ap, = 2m+ 1)5,
el término de fase queda como:
p~ih1 — p-imizu? _ e—i(2m+1)%
T T
= coS ([Zm + 1] E) —isen ([Zm + 1] E) = i(—-1)™m*L,
(5.71)
Otra vez, suponiendo que solo tenemos los ordenes 0y +1, obtenemos:
, 1 ” 1 "
F'(u) = (—comb(au)G(u)e‘ Z) +i (—comb(au)G(u)el Z)
a n=0 a n=+1
(5.72)

Escribiendo esta expresion en términos de las frecuencias espaciales, tenemos:

F'(u) = (%5(u)G(u)eikz) +i <%5 (a (u — %)) G(u)eikz>

+i (26 <a (u + 2)) G(u)eikz>,

(5.73)

donde u = 1/a es la frecuencia espacial en el primer orden del patrén de
difraccion. Calculando la amplitud en la imagen:
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1 2 X 1
f'(x) =e* —G(u=0)+ie*? —cos (Zn—) G (u = —),
a a

a a
(5.74)
y la intensidad en la imagen es:
1 4 X 1
— 20 — 2 2 —
I(x) = ;G (u=0) +?cos (ZTTE)G (u = E)'
(5.75)
gue se puede escribir como:
1 2 2x 1
I(x) == G*(u=0)+ —2{1 + 2cos (Zn—)}GZ (u = —).
a a a a
(5.76)

Se ve que cuando ¢; = 2m + 1) % la imagen tiene el doble de la frecuencia que

tiene el objeto (por el término de frecuencia 2/a). Entonces hay una imagen a dos
veces la frecuencia del objeto. Esto se conoce como un subimagen de Talbot y
ocurre cuando:

ZZMZ(m 1)ZT

21 2
(5.77)

Si la abertura no es infinita, si esta recortada en alguna posicién, ya vimos que
tendremos la convolucion de la funcion de comb( ) con una funcion sinc( ),
que es la replicacion de la funcion sinc( ) en las posiciones de los §( ) del
comb( ). Esto significa que habra que integrar la variacion de la fase sobre los

valores de las frecuencias contribuyendo en cada sinc( ) y si esta funcion es
suficientemente ancha, no habra reproduccion de la abertura inicial en el patron de
difraccion. La Figura 5.12 muestra las diferentes replicas del objeto y la degradacion
de las copias del objeto, hacia la parte superior de la figura, por el tamafio finito del
objeto.
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objeto invertido
—doble de frecuencia

replica del objeto
doble de frecuencia

objeto invertido
doble de frecuencia
replica del objeto
doble de frecuencia
objeto invertido
doble de frecuencia
plano del objeto

Figure 5.12: El patrén de difraccion de Fresnel de un objeto periodico (en el plano
de abajo),calculado en MatLab, mostrando las diferentes replicas de las imagenes
de Talbot. (FresnelCSMultipleRect.m)
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Capitulo 6

Formacion de Imagenes

Ahora vamos a ver la formacién de imagenes en sistemas Opticos y vamos a empezar
con el instrumento Optico mas sencillo: la lente delgada.

6.1 Funcion de transmision de lentes delgadas

La definicion de una lente delgada es que el grosor de la lente es tan pequefio que
un rayo que atraviesa esta lente entra y sale de la lente en la misma altura (ver la
figura 6.1). Entonces, el Unico efecto que tiene la lente sobre un frente de onda es
un cambio de fase que varia con la altura en el plano de la lente (figura 6.1). Esto
resulta en un cambio de curvatura del frente de onda. Para encontrar el efecto de
la lente delgada, s6lo hay que encontrar el cambio de fase que sufren los rayos a
diferentes alturas al pasar por la lente.

Refiriendo a la figura 6.2, podemos escribir el cambio de fase como funcién de
posicion Ag(x;,y;), con el subindice [ indicando la posicion sobre la cara de la
lente, como:

Ap(xy, ) = knA(x, y1) + k(Ao — Alx, 1),
6.1)

donde k = 2m/A, n es el indice de refraccion de la lente, A(x;,y;) es el grosor
de la lente en la posicién (x;,y;),y A, es el grosor de la lente en la posicion (0,0).
Nota que suponemos que los rayos pasan sin cambiar su altura adentro de la lente:
ésta es la aproximacién de una lente delgada.

132



lente
delgada

7 >
/ el rayo
rayo sale sin

cambiar
de altura

Figura 6.1: La definicion de una lente delgada

5

A" AXLY) B'

Figura 6.2: Geometria para calcular la funcién de fase de una lente delgada
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Figura 6.3: La definicion de los parametros para calcular la funcién de fase de una
lente delgada

Aqui tenemos que calcular A(x;, y;) y esto lo podemos hacer dividiendo la lente en
dos partes. La figura 6.3 muestra la primera parte de la lente, y usando esta figura
podemos calcular la primera parte del grosor de la lente para una posicion (x;, y;):

1,
Ai(x;,y;) =Ap1 — Ry + (R% - (xlz + ylz))

(xl + Y )
R2 '

=A01_R1 1_ 1_

(6.2)

donde Ay, es la primera parte del grosor de la lente en la posicion (0,0). Aqui
estamos usando la notacion de signos normal para trazo de rayos: el radio de
curvatura de una superficie es negativo si el centro de curvatura es a la izquierda
de la superficie, y positivo si el centro de curvatura es a la derecha de la superficie.
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En forma similar se puede calcular que la contribucion de la segunda parte de la
lente es:

(xl +y; )
Ay(xp, 1) = Dgz =Ry 1— |1 Rz
(6.3)
El grosor total es simplemente la suma de estas dos contribuciones:
(xl +yl) (xl +yl)
A y) =80 —Ry| 1— |1 ———— RZ -R|1—- |[1———— R2 )
(6.4)

donde usamos Ay = Ay + Agy,. Ahora usamos la aproximacion paraxial: todos los
angulos involucrados tienen que ser pequefios, y los rayos tienen que pasar muy
cerca al eje, entonces:

X, Y1 K Rl' Rz,

y podemos hacer una expansion binomial de la expresion para A(x;, y;):

2 2 ) 5
A(x, y) = 8p — Ry (1 — (1 — %)) —R, (1 _ <1 _ (xlz‘;%% )>)

(6.5)
que se puede simplificar para obtener:
f+y) 11
A =) ——|—+—
(6.6)
Ahora la expresion para el cambio de fase, la ecuacion (6.1), se reduce a:
(xt +y8)
300 = ety — o — ()
¢ (x, 1) nig n—-1)——— > R, + R
(6.7)

Pero, hay una expresion muy conocida para la distancia focal de una lente:
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1 1 1
7=(“‘”<R—1+R—2>'
(6.8)

donde f es la distancia focal de la lente, y es la distancia a la que se forma la
imagen si la onda incidente es una onda plana. Esto nos da para el cambio de fase:

k
Ap(x;,y,) = knhy — ﬁ(xzz + 7).
(6.9)

f

< o

Figura 6.4: La funcién de fase de una lente positiva da un frente de onda
convergente al punto focal.

Entonces, si llega una onda plana en la primera cara de la lente, el campo en la
segunda cara es:

.k
Ux,y) = gikndo g ~izp (X1 +37)
(6.10)

donde el primer término exponencial es una fase constante y el segundo es la
aproximacién cuadratica a una onda esférica convergiendo a una distancia f. La

Figura 6.4 muestra ésta geometria. Para un campo incidente general U;(x;, y;), el
campo en la segunda cara de la lente es:

K
Ux,y) = Ui(xz,yl)eik"Aoe_lﬁ(xlzﬂ’lz)'
(6.11)

donde hemos utilizado la aproximacion de la lente delgada para pasar la
distribucion del campo que llega a la primera cara, a la segunda cara de la lente.
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6.2 Transformada de Fourier con lentes delgadas

En esta seccion veremos como utilizar una lente delgada para formar una
transformada de Fourier de un objeto. Consideramos la iluminacién con una onda
plana que incide normalmente y veremos 3 casos: i) La lente y el objeto pegados,
i) el objeto en frente de la lente, y iii) el objeto después de la lente.

6.2.1 Objeto pegado a la lente

La Figura 6.5 muestra la geometria en este caso. La funcién de transmision del
objeto es 0(x,, y,), y usando la ecuacion (6.11) el campo en la segunda cara de
la lente es:

; k2, 2
U(xl' yl) = 0(xl, yl)P(xl,yl)elknAoe lZf(xl +yi )‘
(6.12)

donde P(x;,y;) es la funcién que describe la pupila de la lente y el objeto esta
posicionado en el plano de la lente: suponemos que no pasa nada de luz afuera de
la pupila.

Ahora, el campo en el plano de observacion es simplemente el patron de difraccion
de Fresnel de esta distribucién de amplitud:

l-Aeikz
Ulx,y) = 7T, ¢

lknAo

- k2 2\ Lk
Xj jO(xz,)’z)P(bez)e lzf(xlwl)f?lﬁ((x_xl)zﬂy_mz) dx;dy;.

(6.13)
Expandiendo los términos de fase en esta integral obtenemos:

ko2, 2\ Lk ke 2, 2y(1 1 Lk .k
o ~lar VD) Jie (-2 -y _ () (G7) -~ +y?) , —ikGexi+yy D,

entonces, si observamosenz = f:

A e”‘f . —ii(x2+y2)
U(x,y) = ————etnbog '2f
A f

_i X .Y
"f f 0(x, y)P(x, v)e (G i) dx,dy,.

(6.14)
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plano de
observacion
onda plana ,
incidente  OPI€to lente

\
oy

A
Y

y4

Figura 6.5: Geometria para el objeto pegado a la lente

Aparte del término cuadréatico de fase afuera de la integral, esto es simplemente
proporcional a la transformada de Fourier del producto de la funcién de transmision
del objeto y la funcién de la pupila de la lente, con un escalamiento en la frecuencia

espacial. La intensidad en el plano z = f es:

2

A
/’12]"2

I(x,y) =

Af

300, PGy y)),_x ,_v
Af’
(6.15)

Si la lente es mas grande que el tamario del objeto, el término P(x;, y;) = 1 donde
el objeto O (x;, y;) no es igual a cero, entonces:

2

A
I(XJ’):W

)

S(0Guy)),_x ¥
A (6.16)

gue es el modulo cuadrado de la transformada de Fourier del objeto. Si no tenemos
objeto, O(x;,y;) = 1,y laintensidad es:

2

A
/'12f2

I(x,y) =

)

S(P(xl; %))u:%,v:%
(6.17)

gque es la transformada de Fourier de la pupila de la lente. Si la pupila es, como es
tipicamente, circular, sobre la pantalla tenemos una funcién de Airy, con un tamafio
determinado por los términos x/Af y y/Af. Una interpretacion fisica de este
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resultado se puede ver refiriéndose a la figura 6.6. Tenemos difraccion de la
abertura circular (sin la lente), que nos da un patron de difraccién como funcion del
angulo 8 = x/z en la notacion del Capitulo 4. Aqui, la lente convierte rayos
paralelos que pasan a un angulo 6 en rayos que forman una imagen a una altura h
en una distancia f, la distancia focal de la lente, donde 8 = h/f. Este es el cambio
de escala del patrén x/z = h/f. Laforma del patrén esta determinada por la forma
de la abertura de la lente (recuerda que suponemos que no pasan rayos afuera de
la lente).

plano de
observacion
lente
h
0
/ 0
f
Figura 6.6: La escala de la transformada de Fourier con el objeto pegado a la
lente

Regresando al caso més general, la intensidad es proporcional a la transformada
de Fourier del producto de la pupila de la lente y la funcién de transmision del objeto.
Pero ya vimos que la transformada de Fourier de un producto es igual a la
convolucion de las transformadas de Fourier de cada término:

2 2

S(O(xl» yl))®S(P(xl' yl))u=%,v=%

)

I(x,y) = 72f7

(6.18)
gue es el modulo cuadrado de la convolucion de la transformada de Fourier del
objeto con la transformada de Fourier de la pupila. Por la interpretacion de la con-

volucidon que ya vimos, podemos decir que en cada punto de la transformada de
Fourier del objeto tenemos una transformada de Fourier de la pupila.
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6.2.2 Objeto antes de la lente

biet (x.yf)
onda plana © Jeg lente
incidente ~ Xo%"%) (x;,y1,0)

__)
>
>

) dg < >

< > f plano de
observacion

Figura 6.7: La geometria para el objeto antes de la lente

La geometria para este caso se indica en la figura 6.7. Suponemos inicialmente que
la pupila de la lente no afecta la onda que pasa por el sistema P(x;,y;) =1

(veremos después cual es el efecto de la pupila). Usando la ecuacion (6.14)
podemos escribir:

i elkf . _L( 2+ 2)
Ulx,y,f) = — ZTezknAoe ity S(Ui(xl»yl' 0))u=%’v=%.
(6.19)

donde U;(x;, y;, 0) es el campo que llega a la primera cara de la lente de distancia
focal f. Suponemos que la distancia entre la lente y el plano de observacion
también es f. En esta ecuacion, el problema es calcular S(Ui(xl,yl,O)). Si el
campo transmitido por el objeto es 0(x,,y,, —d,), notamos que el campo
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U;(x;,y;,0) es simplemente el patron de difraccion de Fresnel del campo
0(x,,¥,, —d,) a una distancia d,:

Ui(x1,,,0) =

iA elkdo
- J jo(xo’yo, o) 2d 57— ((xo=x)*+¥o—y1)? )d dyo

(6.20)
Por la forma de ésta integral, lo podemos escribir como una convolucién:
iA e'kdo K 20,2
Ul(xl’yl’ 0) = — — O(XO’yO’ —d0)®elZd0(xo +:V0 ) )
A d,
(6.21)
y necesitamos la transformada de Fourier de este término:
iA e'do i 2y2)
S(Ui(xl’yl’ 0)) - 7 d {S(O(xo: Yo _do)) 3 <e 200 ° )
(0]
(6.22)

donde usamos la relacion de que la transformada de Fourier de una convolucién es
el producto de las transformadas de Fourier de las dos funciones. En el Capitulo 1
vimos la transformada de Fourier de una Gaussiana, entonces podemos escribir:

(250" 07 _ A
X Y
YEAPVTAF
(6.23)
Entonces:
iA elkdo _T[do(xz_l_yz)
SVl 0, 0)) = ————e 7 7 73(00%, Y5, —do))
(0]
(6.24)
y sustituyendo en la ecuacion (6.19) obtenemos:
e ey
Ulx,y,f)= 1T 7 etkntop™'2f (U (xl»Yl»O)) f %
A elkf lkdo . _ii(xz_l_ 2)(1__>
= — — elknAoe 2f Y 73 O(x ) )
12 f do J( ( 0 Yo o)) Af
(6.25)
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Aqui tenemos que la amplitud es proporcional a la transformada de Fourier del
objeto, multiplicado por un factor de fase que es cuadréatico en la posicién en el
plano de observacién. Este término de fase desaparece sid, = f yen este caso
la amplitud es directamente proporcional a la transformada de Fourier del objeto,
es decir, si la distancia entre el objeto y la lente, y la distancia entre la lente y el
plano de observacién son iguales a la distancia focal de la lente, la amplitud en la
imagen es proporcional a la transformada de Fourier de la funcion de transmision
de amplitud del objeto. En este caso, la intensidad en la imagen es:

2 2
I(x; :V; f) = /12de S(O(xm yO’ _dO))u:%,v:%
(6.26)
bjet
SRR plano de

observacion

(x.y,2)

Figura 6.8: El efecto de vifieteo con el objeto en frente de la lente

Hasta ahora supusimos P (x;,y;) = 1, que en realidad no es cierto. En la Figura
6.8 se muestra el efecto de la pupila finita de la lente. La zona del objeto que
contribuye a un punto de la imagen depende de la pupila de la lente, de la posicion
del punto de la imagen, y la distancia focal de la lente. Esto se puede escribir:

0 (X0, Yo, —do) = 0(x4, Y0, —do)F(P (x1,y1), %, ¥, f),

donde F( ) indica una funcion. Este efecto, de que no todo el objeto se puede
observar en un punto de la imagen, se llama vifieteo. Ademas de este efecto, otra
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vez, en la ecuaciéon (6.19) debemos tener, en el término de la transformada de
Fourier:

(Ui (xp, 1, 0)P (1,71, 0)) = I(U; (xp, 1, 0))®I(P (x1, 31, 0)),
y la intensidad final sera:

2

1(x,y,f) = 3 (0G0, Y0 =do)®3(P (17, 0))) _

2fd, —Zo=t| ’
(6.27)

igual que en el primer caso que vimos con un factor de normalizacion un poco
diferente, pero con la transformada de Fourier de la pupila de la lente convuelto con
la transformada de Fourier del objeto.

6.2.3 Objeto después de la lente

En la Figura 6.9 se indica la geometria para este caso. La amplitud de la onda plana
gue llega a la lente es A. La amplitud de la fuente que da una amplitud A a una

distancia f es Af. Entonces la amplitud a una distancia d de la fuente es Af /d, y
el campo en el plano del objeto es, suponiendo la misma amplitud en todo el objeto
(ignorando el efecto de la pupila):

A .k
Ui(x0,Y0) = Ffe_lﬁ(x‘z’wg),
(6.28)
donde (x,,¥,) es un punto en el plano del objeto, el origen de las coordenadas es
en el punto focal de la lente, hemos hecho la aproximacion binomial para la

distancia entre el punto focal y el punto del objeto, y la fase es negativa porque
suponemos que en el punto focal la fase es cero. El campo después del objeto es:

Af ko 2
U(x,,v,) = U;(xy,v,)0(x,,v,) = 70(9%;}’0)6 g (X5 +¥8)
(6.29)

Luego tenemos la difraccion de Fresnel entre el objeto y el plano de observacion a
una distancia d:

ieikd
U(x,y,0) = 27

.k
f f Uy, y,)e'2aC %0 402500 gy gy
S

(6.30)

143



plano de

observacion
onda plana
incidente lente objeto
d /
_ﬁ / I} /
I | / /
I ! /
I | | /
\ \
\ \ \ k
_% \ \ -
\
d
f

<
R 3

Figura 6.9: La geometria para el objeto después de la lente

Se puede escribir este campo como:

i Af etkd
(6.31)

U(x,y,0)
.k .k
A ] j 0(x,,y,)e 2a08 47D giza(=2)+ 0= 4y 4y
S

y rearreglando los términos obtenemos:

| Af elkd  k Kk

l fe e—lm(x2+y2).[.[O(XO,yo)elm(xxo+yyo) dxodyo,
S

(6.32)

Uoey.0)==37"3

que se puede escribir como:
A

i A eikd k2 2
L f e l—zd(x ty )S(O(XO;YO))u=Lv=
Ad’” " Ad

—- (6.33)

UGy 0 ==37"3
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donde supusimos que se ilumina todo el objeto con el haz convergente. Aparte del
factor de fase cuadratico, otra vez llegamos a una expresion que es proporcional a
la transformada de Fourier de la funcién de transmision de amplitud del objeto. La
intensidad en la imagen es:

A? i
I(x;y;f) = /'lZde S(O(XO':yo))u=%,17:y

Af
(6.34)

En la aproximacion de la Optica geométrica la pupila de la lente cambia sélo el
tamafo de la zona iluminada del objeto por los rayos convergentes. Entonces, en
este caso la imagen es la transformada de Fourier de la parte iluminada del objeto.
Para ver el efecto de la pupila de la lente sobre el campo difractado en el plano
imagen, utilizamos la ecuacion (6.14) para el caso sin objeto para obtener el campo
gue llega al objeto:

U(x,y) .
1 LKZ 'k k 11
= M ptkng ity (P(xl,yl)elfm”yf)(z—f)) ,
Az ey
U=1zv=1z
(6.35)

donde z es la distancia de propagacién entre la lente y el objeto z = f — d. El
campo después del objeto es, entonces:

4 ikz K
03y = A8 i
’ A z

ke 2,2yl 1

0(xy,7,)3 <P(xl,yl)elZ(xl Vi )(z f)) .
_Xx Yy

U=1z2v=1z

(6.36)

Utilizando la difraccion de Fresnel para propagar una distancia d, obtenemos:

iAetkz ik 22 i\ etkd
— _ _____ ,iknAy ‘zf(x ty )<__>
U(x,y) T e e 1) g
ko o 2yl 1 .k
XIIO(xO,yO)S (P(Xl,yl)elz(xl +Yi )(Z f)>elﬁ((x—xo)2+(y—%)2) dxodyo.
S

(6.37)
Expandiendo el término exponencial en la integral se obtiene:
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, ik . : ikd
Ulx,y) = —%ieikn%eﬂ%(xzﬂ]z) (— %) _eld e_i%
z

k ko2, 211
Xf j 0(x,,y,)e'2a%0 703y (P (x,y)e 2 G f)>
S

.k
X e lﬁ(xxo +YYo) dxo dyo;
(6.38)

(x%+y?)

que se puede escribir:

e ikd

ikz k
Ae iknhg e—lﬁ(xzﬂfz) e
d

Ux,y) = 2, €

.k
—lﬁ(xzﬂzz) x
/12

'k k 11
3| 0, yo)e'2d ™ o) TS(P (e y)e 7O E)

(6.39)

donde el objeto esta multiplicado por el patrén de difraccion de Fresnel de la pupila
sobre el objeto, dado por la transformada de Fourier de la pupila de la lente
multiplicada por un factor cuadratico de fase. Ademas, el objeto est4 multiplicado
por otro factor cuadratico de fase, debido a que en el plano imagen tenemos el
patrén de difraccion de Fresnel del objeto. Se puede ver que, en este caso, la
relacion de la pupila de la lente con el campo en el plano imagen es mucho mas
complicado que en los otros casos.

6.3 Formacion de Imagenes por Lentes Delgadas

En la seccion anterior vimos la formacion de la transformada de Fourier con una
lente delgada. Aqui veremos la formacion de imagenes. La Figura 6.10 muestra la
geometria que vamos a analizar. Si suponemos un sistema isoplanatico (la imagen
es la misma, solo recorrida, para diferentes puntos del objeto), y notando que
tenemos un sistema lineal (la imagen de dos puntos del objeto es la suma de los
campos de las imagenes de cada punto) podemos escribir la imagen como la

convolucion del objeto, O (x,,Y,), con la funcién de respuesta a un impulso:

U(Xi, Yir Zi) = h(xm y0)®0(x0' yo)

= ff h(xi — X0 Vi — yo)O(xo' yo)dxodym
(6.40)
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donde h(x; — x,,y; — V,) es laimagen en la posicion (x;, y;, z;) cuando el objeto
es un impulso en (x,,y,), es decir, el objeto es §(x,, V, ).

plano de
la imagen
onda plana )
incidente ~ objeto lente

__>

__>

—_>

d < >
0] di

Figura 6.10: La geometria para la formacion de imagenes con una lente delgada

Entonces hay que calcular la imagen cuando el objeto es §(x,, y,). El campo que
llega a la lente con esta fuente puntual es, en la aproximacion binomial:

ikd,

do

.k
e g (X + 1y

Ui(x,y1,2) =
(6.41)

Este campo luego pasa por la lente:

ikd,

Ux,y,2) = ——

k22
lknAoe lzf(xl +yi )
d,

K e V(v )2
elZdO((xl XO) +(yl yo) )P(xl,yl)e

)

(6.42)

donde P(x;,y;) es la funcion de la pupila de la lente. Finalmente tenemos la
difraccién de Fresnel una distancia d; entre la lente y el plano de la imagen:
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i pikd; gikdg
h(x; — X0, ¥i — Vo) = 14 4
(0]

K .k .k
j j eld_o((xl_x°)2+(yl_y0) )P(xl’yl)e—lﬁ(xluyzz) eLd_i((xi_xl)z+(yi_yl)2)dxldyl,

(6.43)

gue se puede simplificar a:

i eikdi pikd,
—e
1 d, d,

—ik Kogzey ) e L 1 Kty
jfp(xlryl)e do(xlxo+YWO)elz(xl V1 ){do+di f}e ldi(xlxl'l'ylyl)dxldyl.

lknAoe Zd (%02 +3’02) L (xl +y;%)

h(xi — X0 Vi — yo) X

(6.44)

o1 1 1 o .
Ahora, el término — + i ?se puede simplificar usando la ecuacion de Gauss, que

o i

dice que, para planos conjugados en d,, y d;:

+
a
=

entonces, suponiendo planos conjugados, es decir, que la imagen del objeto a la
distancia do se forma en la distancia dj, tenemos que:

1 4 1 1 —0
do di f 7
(6.45)
y la funcién de respuesta a un impulso es:
L eikdi eikdo (xo +y02) 5+ (xl +yi o)
h(xi = X0, Y1 = ¥o) =7 a —elknA‘)e 2 24 X
Xo  Xi X1+ Yo JYi
_[_[P(xl,yl)e {(d" ) l (do ) }dxzd%
(6.46)

Usando las leyes de la éptica paraxial, sabemos que la magnificacion en un sistema
optico es M = —d; /d,, entonces podemos definir variables del objeto escaladas
= Mx, ey, = My, para poder definir las posiciones en el plano de la imagen
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relativas a estas variables escalonadas (el casode d; =d, =2f yM = —1 es
el caso mas sencillo para considerar):

i elhdigkdo o ay i (o?+y0?) e +y)
h(xi — X0, Vi _yo) = Z d. d—elknAoe Zdo{ M }
i 0
2T — e
ijp(xl;yl)e l/ldi{(xl Xo)x1+(Vi—¥Vo)yi} dxldyl-
(6.47)

La parte de la integral de esta ecuacion es la transformada de Fourier de la pupila
(xi—Xo) _ Wi=%)
Ad; ' Ad;
transformada de Fourier esta centrada en la posiciéon x; = X,, y; = y,, donde
(J’cvo,jlvo) es la posicion de la imagen paraxial (geométrica) del objeto puntual.

de la lente en frecuencias espaciales u = Esto es, la

Afuera del término integral hay términos que dan la caida en la amplitud por la
propagacion y hay términos de fase, unos de estos términos son constantes (e %%,

etkdo gtknlo) yn término depende en forma cuadratica de la posicion del objeto
puntual y un término depende en forma cuadratica de la posicion del punto de
observacion.

La fase cuadratica de fase que depende de la posicion en el plano de la imagen
significa que la relacion entre la funcién de la respuesta a un impulso y la pupila de
la lente no es una transformada de Fourier exacta. Pero, s6lo podemos medir la
intensidad de la luz, y este término de fase no afecta la intensidad, entonces no es
un término importante en la formacién de las imagenes por la lente delgada.

El término que depende de la posicion del punto del objeto si es importante, porque
la integral de convolucién en la ecuacién (6.40), que nos da el campo total en la
imagen, es una integral sobre la posicion en el objeto. Si suponemos que la
transformada de Fourier de la funcion de la pupila es suficientemente pequefia (es
decir, la pupila de la lente es suficientemente grande), el rango de los términos u =
(xi—Xo) v = (¥Yi—¥o)
Ad; Ad;
serd muy pequefio. Esto significa que los parametros x, Y Yy, (que son
proporcionales a X, e y,) cambian muy poco donde la transformada de Fourier
puede contribuir en forma significativa al campo total, y si estos parametros cambian

.k
l_(xoz‘l'YOz)

poco, el término de fase que depende de estos parametros, e 2do , cambiara
poco (si el cambio en los parametros es mucho menor que la longitud de onda
multiplicado por d,,). Si ésta relacion esta satisfecha, entonces podemos escribir:

donde la transformada de Fourier tiene valores importantes
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h(x; — X0, ¥i — Vo) = h S(P(XI'YI))u_(xi—%) p=i=Yo) »
T Ad; T Ad;
(6.48)

donde h denota términos de amplitud y fase que son constantes, y hemos eliminado
el término de fase que depende de la posicion en el plano imagen. Recordando lo
que vimos anteriormente, la funcion de respuesta a un impulso es proporcional al
patron de difraccion de Fraunhoffer de la pupila de la lente.

Para un objeto complejo, 0(x,,y,), la imagen es:

Ui(xi, 1) = h {S(P(Xz')’z))u_(xi—fg) v_(yi—%)}®0(xoryo)-
T Ad; 7T Ad;

(6.49)
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Capitulo 7

Sistemas Opticos

7.1 Sistemas opticos en General: Pupilas

En el capitulo anterior, vimos la formacion de imagenes con una sola lente delgada. En
general, los sistemas 6pticos son construidos con varios componentes que resultan ser
lentes gruesas, ver la Figura 7.1. Sin embargo, se puede aplicar la misma teoria a
sistemas reales como las lentes delgadas, porque, si el sistema Optico no tiene
aberraciones, el frente de onda que sale del sistema para un objeto puntual sera una
onda esférica convergiendo al punto de la imagen, igual que el caso de una lente
delgada. Esta onda esférica saldra del sistema en la pupila de salida, y el sistema
recibird la onda incidente en la pupila de entrada (ver la Figura 7.1). Entre la pupila de
entrada y la pupila de salida, casi siempre se calcula la fase del frente de onda
utilizando la optica geométrica. La pérdida de informacién entre el objeto y la imagen
se puede considerar como consecuencia del tamafo finito de la pupila de entrada (la
teoria de Abbe que se discute méas adelante) o como difraccién en la pupila de salida.

7.2 Luz Coherente e Incoherente

Aqui vamos a ver la formacion de imagenes en sistemas usando luz completamente
coherente espacialmente o completamente incoherente espacialmente (Goodman,
1996). Recuerden que todos los calculos que haremos son para una sola longitud

de onda A, entonces todo es para luz coherente temporalmente. Si tenemos un
sistema lineal e isoplanatico, podemos escribir la salida del sistema, la imagen,
U;(x;,y;), como la convolucién de la funcion de respuesta a un impulso, h (x,y),

y la entrada, el objeto, U, (x,,V,):
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Ui(xi,y:) = f J h(xi = X0, Yi = Yo) Up (X0, Yo ) dx,dy,,
- (7.1)
y ya vimos que la intensidad es:
I (i, yi) = (U e YD1 tiempos (7.2)

donde el promedio, como se indicada, es sobre el tiempo. Sustituyendo la ecuacion
(7.1) en la ecuacion (7.2), obtenemos:

I;i(x;, yi) =
[ = o3 = 7030 G = x50 = 7)o o 702U Gt )
) dx,dy,dx,dy, ,
(7.3)
pupila de
pupila de Stop  galida

entrada

fuent%i—- { \ /\ imagen

Figura 7.1: Esquematico que muestra las pupilas de un sistema 6ptico

Ahora, la funcion de repuesta a un impulso no varia con el tiempo, entonces:
L;(x, ;) =
(00
[ G =030 = 9030 = x5, = 790 s 702U i3 90
—00

dx,dy,dx,dy,.
(7.4)
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La diferencia entre luz coherente y luz incoherente estd en el término de
(Uo (%0, Y6)Us (X5, Y5))-

Para luz coherente espacialmente, la fase varia como el término armoénico

ei(kr_“’t), donde r = \/x% + y? es la distancia de propagacion para llegar al
punto de interés, entonces podemos escribir el promedio como:

(Uo (X0, ¥60)Ug (X6, Yo ))con = UpUp' (et e!®t) = U, Uy,
(7.5)

_ ik, 1. _ ,—ikry
donde U, = e"*'oy U, = e "o,
Para luz espacialmente incoherente, la relacién entre la fase en dos posiciones

diferentes es aleatoria. Entonces, so6lo hay una contribucion (un promedio que no
es cero) cuando la posicion (x,,y,) = (x,,¥,). Esto significa que el promedio es:

(Uo(xoryo)U;(x:)'yg))incoh = (UO(XO,YO)U;(X(’),)/(;))(?(XO - xé»Yo - y(;)

= Io(xor yo)6(xo - x(’): Yo — y(;)r
(7.6)

donde la funcion §( ) es la funcion delta de Dirac.

Para luz coherente, sustituyendo la ecuacion (7.5) en la ecuacion (7.4) obtenemos:
I; (%1, Y1) con =
(0]

f f j f R — %00 Vi — Vo) (% — X0 Vi — Y Ug Ut Ay dyp sy,
J 2

= ‘J j h(xi — X0 Yi — YO) UO(xO'yO)dedyO ’

(7.7)

que significa que:

Ui(xi: yi)coh = J .[ h(x; — X0, Yi — Yo) Uo(xo' yo)dxodym

(7.8)
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y que, para luz coherente, la formacién de laimagen es lineal en amplitud.

Para luz incoherente, sustituyendo la ecuacion (7.6) en la (7.4), obtenemos:

L;(X:, Vi) incon =

j f f f R(x; — %o yi — Yo)h* (i — Xy Vi — Y0)

X Io (xm yo)6(xo - X(,,, Yo — Yc,))dxodYdec,)dyc; ’
(7.9)
gue se puede escribir como:

Ii(xii yi)incoherente = f j |h(xi —Xo Vi — yo)lz Io(xor yo)dxodyo'
(7.10)

gue significa que la formacion de imagenes con luz incoherente es lineal en
intensidad.

Es importante enfatizar aqui que los términos "coherente" e "incoherente" se
refieren a la coherencia espacial. Las formulas deducidas arriba para la luz
incoherente incluyen una sola longitud de onda, que significa que los campos son
monocromaticos y temporalmente coherentes. Para calcular la imagen con luz

policromatica, habria que sumar las intensidades de las imagenes para cada
longitud de onda.

7.3 Formacion de Imagenes con Luz Coherente

Para luz coherente tenemos que:
Ui (X, Vi) con = J .[ h(x; — X0, Yi = Yo) Uy (X0, ¥5)dx,dy,
= h(x;y)®Uo(xo;yo)-

(7.11)
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Tomando la transformada de Fourier de esta ecuacion nos da:

S(Ui (Xi, yi)coh) = H(u; 77) S(Uo (xo; )70)): (7.12)

donde J(U;(x;,¥:)con) €s €l espectro de ondas espaciales de la amplitud en la
imagen, S(UO (xo,yo)) es el espectro de ondas espaciales de la amplitud en el

objeto y H(u,v) es la funcién de transferencia del sistema con luz coherente
espacialmente y es la transformada de Fourier de la funcion de respuesta a un
impulso. Para el caso de una lente delgada, ya vimos que la funcion de respuesta
a un impulso es proporcional a la transformada de Fourier de la pupila de la lente,
que da, en la notacion del Capitulo 6:

h(x, Y) = ES(P(le YI))u=LU=L: (7-13)
Ady

Ad;

donde suponemos una magnificacion de 1,y escribimos x = x; — X, VY = Vi — V,-
La funcidn de transferencia es, entonces:

) =R (3(00), e, )

A7V
(7.14)
y podemos calcular:
R) <S(P(xl,J’z))u:Lv=L)
Ady” Ad;
= j f 3(PCx,y1)) e 2P dudy
— 00 = = y
Y724y A
= j j S(PCx,y) e 2=+ (=) dudy
— 00 = < = y
Y724y A

d;/’” Ad;) _z _

= 3! (S(P(xz»%))wi,v:L)
Ady &1
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=37 (3(P(y )

= P(—U)ldi, —Ulldi), (715)

—&=uld;,—n=vid;

esto es:

H(u,v) = h P(—uld;, —vad,), (7.16)

y la funcion de transferencia para luz coherente espacialmente es proporcional a la
funcién de la pupila con un escalamiento y una inversién (por las variables).
Tipicamente tenemos aberturas simétricas, entonces el signo menos en las
variables, que significa una inversion de la forma de la abertura, no va a afectar los
resultados. Por ejemplo, si tomamos una abertura circular, que es la abertura de

una lente tipica:

P(x;,y,) = circ (2),

(7.17)
la funcién de transferencia es:
- . [AdiVu? +v?
H(u,v) = hcirc - :
(7.18)

Esta funcién se muestra en la Figura 7.2 en el eje v = 0. Todas las frecuencias
espaciales hasta u = +a/(21d;) pasan con una amplitud dada por la constante

fz, y frecuencias espaciales con una magnitud mayor que a/(2d;) no pasan. Esto

es, la lente sirve como un filtro de paso bajo de las frecuencias espaciales entre el

objeto y la imagen.
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A H(u,v)

=1

o .1
S
Y

—a a
o)d, o)d,

Figura 7.2: Funcién de transferencia para un sistema coherente

7.3.1 Teoria de Formacion de Imagenes de Abbe

La idea de que la lente sirve como un filtro de paso bajo fue introducida
primeramente por Abbe (Hecht,1998), pero en términos de la pupila de entrada.

Refiriéndonos a la Figura 7.3, la luz que se difracta a un angulo 8 del objeto termina
en la posicion h en el plano focal; h = f0 , donde f es la distancia focal de la lente.
Ahora, usamos la ecuacion de la rejilla para angulos pequefios, 8 = mAas, donde
s es la frecuencia espacial del objeto y m es el orden de difraccion. Para el primer

orden de difraccion, m = 1,0 = Asynosdah = fAs,0s = h//lf' Pero el valor

maximo de h es el radio de la lente a/2, y la frecuencia espacial maxima es,
entonces:

a
Smax = W
(7.19)

Se puede ver que esta ecuacion nos da el limite en frecuencia espacial en términos

de la distancia del objeto (en este caso f), pero tiene la misma forma que el limite
de la Figura 7.2, que esta en términos de la distancia de la imagen.
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abertura
lente

q
2

f
«< >

Figura 7.3: La geometria de la teoria de formacién de imagenes de Abbe

7.4 Formacion de imagenes con luz incoherente

Para luz incoherente tenemos que trabajar con las intensidades (Wilson, 1995;
Williams y Becklund, 1989):

Ii(xi»yi)incoh = j j |h(xl — X0 Yi — YO)lz Io(xorYO)dxodyo

=q(x,y)®I, (x5, ¥5),
(7.20)

donde q(x,y) = |h(x; — x,,V; — ¥,)|? es la funcién de esparcimiento de un
punto (point spread function PSF) que es la respuesta del sistema a un impulso de
intensidad. Tomando la transformada de Fourier de la ecuacién (7.20):

S(Ii(xi» yi)incoh) = Q(u: 17) S(Io(xo: yo))- (7-21)

Ahora, tenemos que:

q(x,y) = |h(x,¥)|* = h(x, y)h* (x, y). (7.22)
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y que:

Qw,v) = I(q(x,¥)) = I(h(x,y)h*(x,y)) = I(h(x,y)) * I(h(x,y)),
(7.23)

que es la autocorrelacion de la transformada de Fourier de la funcién h(x,y). En
algunos libros de texto y articulos un poco mas viejos, la ecuacion (7.23) se escribe
en términos de una convolucion:

Q(w,v) = I(h(x,¥)®3I(h*(x,y)) = H(w, v)®H*(—u, —v).
(7.24)

Sustituyendo el valor de H(u,v) de la ecuacion (7.16), H(u,v) =
h P(—uAd;, —vAd;), en la ecuacion (7.23):

Q(w,v) = |A|” P(—uAd;, —vAd,) * P(~uAd;, —vAd;),  (7.25)

es decir, la funcion de transferencia de la intensidad en un sistema incoherente es
proporcional a la autocorrelacion de la funcion de la pupila escalada e invertida.

La funcion de transferencia optica, OTF (por sus siglas en inglés, Optical Transfer
Function), se define como la funcion de transferencia Q (u, v) normalizada por su
valorenu =v = 0:

P(—uld;, —vAd;) * P(~uAd;, —vAd;)
[[1P(=uld;, —vAd,)|?dudv

OTF(u,v) =

(7.25)

Como ejemplo, tomamos el caso de una abertura rectangular (por ser mas sencilla
gue una circular). Ya vimos el caso de convolucién de una funcién rectangular, y

como la funcion rect( ) es real y simétrica, la correlacion es igual a la
convolucién, y la Figura 7.4 muestra el OTF para este caso. La correlacion de dos
funciones cuadradas nos da una funcion triangular, entonces aqui las frecuencias
espaciales mayores que a/ldi no pasan, y las frecuencias espaciales menores que

a/Ad- pasan con amplitudes que varian con la frecuencia espacial. En la misma
L
figura se muestra la OTF para una abertura circular, que es el caso mas comun.

La OTF es, en general, una funcion compleja:

OTF(u,v) = M(u, v)exp(icb(u, v)), (7.26)
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donde M (u, v) es la funcion de transferencia de modulacién MTF (por sus siglas

en inglés, Modulation Transfer Function) y ®(u, v) es la funcién de transferencia
de fase PTF (por sus siglas en inglés, Phase Transfer Function). Como se muestra
en la Figura 7.5, la MTF causa una reduccion en la amplitud del componente de
frecuencia espacial en la frecuencia de interés, y la PTF da un recorrido lateral a
este componente.

OTF(u)

1

G >
a
A,
Figura 7.4: La OTF para v = ( para una abertura cuadrada de lado a (linea
oscura) y para una abertura circular de diametro a (linea clara).

u

23 ©

a b i bM(u,v)

X

Figura 7.5: Efecto del MTF y PTF sobre la imagen de un objeto periédico. La
curva oscura es el objeto y la curva clara es la imagen.
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7.4.1 La OTF unidimensional

Normalmente, los sistemas 6pticos estan caracterizados en términos de lineas por
unidad de distancia. Esto es, necesitamos considerar objetos que son lineas, no
puntos como hicimos arriba. Un objeto de intensidad en forma de linea lo podemos

describir como una funcién delta: I, (x,,y,) = 6(y,). Laimagen de este objeto es
la convolucion del objeto con la PSF del sistema:

Ii(xi» yi)incoh = f j q(xi — X0 Vi — YO) Io(xo» yo)dxodyo

_ j j 406 — X0, Y; — ¥0) §(o)dx,dy,

(00]

= j q(x; — X0, Yo) dx,.
—o00
(7.27)
Esta funcién es la imagen de una linea, o la funcién de esparcimiento de una linea
LSF (por sus siglas en inglés, Line Spread Function). Tomando nuestra linea de

objeto en y, = 0, y suponiendo una PSF simétrica en X, obtenemos la definicion
de la LSF [(y):

0

Iy) = f a(xy)dx.

— 00

(7.28)

Entonces, si tenemos un objeto que se puede formar con la suma de lineas de

transmision de intensidad 1,(x,y) = f(y), la imagen tambien se puede formar
con una suma de imagenes de lineas y esta dada por:

Li(x;,y:) = L) (y). (7.29)

Tomando la transformada de Fourier de esta ecuacion:
(L, y) = SO S(FO)), (7.30)
donde L(v) = J(lL(y)) es la funcién de transferencia éptica unidimensional (1D

OTF). Otra vez, la 1D OTF es, en general, una funcion compleja: L(v) =
M(v)exp(i®(v)), donde M(v) es la funcién de transferencia de modulacién en
1D, 1D MTF (1D Modulation Transfer Function) y &®(v) es la funciéon de
transferencia de fase en 1D, 1D PTF (1D Phase Transfer Function). (Ver la Figura
7.5)
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7.5 Comparacion entre sistemas coherentes e
incoherentes

7.5.1 Resolucion de objetos puntuales

Una medida de comparacion entre un sistema coherente y un sistema incoherente
es la resolucion del sistema. Con las ecuaciones deducidas en las secciones
anteriores, se puede ver que la imagen de un objeto puntual aislado es lo mismo
para la luz coherente e incoherente. Sin embargo, la combinacion de dos puntos en
un objeto si varia porque la luz de los dos puntos se combina en formas diferentes
para los dos casos.

La resolucién es un parametro importante. Es una medida de qué tan cerca pueden
estar dos objetos para que un observador pueda decir que en la imagen hay dos
objetos y no uno solo. El criterio de Rayleigh (Born y Wolf, 1980; Hecht, 1998) para
la resolucion dice que dos fuentes puntuales incoherentes se pueden resolver si la
separacion entre las dos imagenes es tal que el minimo del patrén de Airy de uno
de los objetos cae en el maximo del otro. Si los objetos estan mas cerca que este
limite no se puede resolver y la imagen aparentemente se ve que viene de un solo
objeto; si la separacién es mayor se puede resolver los dos objetos facilmente. La
Figura 7.6(a) muestra la situacion del limite de resolucion para dos objetos

incoherentes con un sistema 6ptico de didmetro [. En ecuaciones, la intensidad total
para el caso incoherente es:

klx\ 2 kl(x; + A)
Iincon (x;) = 1 2—]1(221) + 2]1< 22 )
incoh xl — 10 klxl kl(xl +A) )

27 27
(7.31)

donde la separacion A esta dada por la posicién del primer minimo de la funcién de
Airy:

(7.32)
La Figura 7.6(b) muestra el caso para luz coherente y las dos fuentes con la misma

separacion que el caso de luz incoherente. En este caso la intensidad esta dada
por:
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klx; (kl(xi + A)>
Lon(x) =1 ZM +el¢ 2]1 2z
coh l 0 klxl kl(xl +A) )
2z 2z

(7.33)

donde el factor ¢ es la diferencia de fase entre las dos fuentes coherentes. Se
puede escribir esta ecuacién como:

2

Kkl 2 (kl(xi + A))

Leon(x;) _ 2]1( Zzl) + 2]1 2z

IO klxl kl(xl + A)
2z 2z

W) (%)
VA Z
Ky, |\ 4 k& b
2z 2z

+12 2cos.

(7.34)

Aqui el patron de intensidad final depende de la diferencia de fase entre las dos
fuentes:

e ¢ = 0° En este caso cos(¢p) = 1y no hay un minimo en el contraste,
entonces es mas dificil ver que hay dos fuentes, y la resolucién es peor, las
dos fuentes deben estar mas separadas para poder ver que son dos, que el
caso incoherente.

e ¢ =90° En este caso el término cos(¢p) = 0 y el caso coherente es
idéntico al caso incoherente.

e ¢ = 180° Aqui cos(¢p) = —1, y el minimo entre los dos picos es mas
grande, es mas facil ver que hay dos objetos y la resolucion es mejor.

Se puede ver gque la comparacion entre un sistema coherente y un sistema
incoherente en términos de la resolucion de dos objetos puntuales depende de la
diferencia de fase entre las dos fuentes coherentes, es decir, depende de la forma
del objeto.

Hay otro criterio para la resolucion que se puede utilizar, el criterio de Sparrowe

(Hecht, 1998). Este criterio indica que se pueden resolver dos objetos si las
intensidades de sus imagenes se suman para dar una intensidad uniforme en la
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region intermedia entre las dos imagenes individuales. Esto da un limite de
resolucion menor que el caso de Rayleigh, pero el proceso de andlisis realizado
arriba es igual para el caso de Sparrowe.

Intensidad
A

1 (a)

E Xr_
0 === t
-A 0 A
Intensidad
A Q):DO

=90 0=180" (b)

-A 0 A

Figura 7.6: Graficas de la suma de imagenes de dos objetos puntuales. (a) para
luz incoherente y (b) para luz coherente con diferentes fases entre las dos
fuentes.

La resolucion también se puede pensar en términos de la 1D MTF para sistemas
con luz incoherente. El método empieza con la suposicién de que la LSF, [(y) es
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una funcién conocida. Para muchas situaciones se puede aproximar [(y) como
una funcién gaussiana:

Cy ?

oV2m

e 202,

l(y) =
(7.35)

donde C; es un constante de normalizacion, y o es el ancho (la desviacion
estandar) de la funcion Gaussiana. Esta forma de la LSF ocurre en muchos casos
practicos, e.g. en problemas de imagenologia médica. Sin embargo, para medir la
LSF se utilizarian s6lo unos pocos puntos del detector (particularmente si la LSF
es, como deberia ser, angosta comparada con el tamafio de la imagen total) que
es ineficiente, y dificil de interpretar si la LSF es muy angosta. Por eso, es mejor
medir la imagen de un borde, e(y), ESF (por sus siglas en inglés, Edge Spread
Function), que es la integral de la LSF:

Yo Yy

’ ’ Cl ’ _(y_y’)z ,
e(y,) = fl(y—y)dy =Jmfe 202 dy' + C,

(7.36)

donde y, es la posicién del borde y C, es un constante de integracién. Con un
cambio de variables, se puede escribir esta ecuacién como:

y_\/lio
ovV2
Cy £2 Cy Y~ Yo
e = et dt+(C, =—er ( )+C,
0) am_f =7\ )

(7.37)

donde erf( ) es la funcién de error. Experimentalmente, se mide e(y,) y se
ajusta la ecuacion (7.37) para obtener el parametro o que es el ancho de la LSF.

Hay varias aproximaciones que se pueden utilizar para definir la resolucion de un
sistema con la LSF como una funcion gaussiana, en términos de la LSF o en
términos de la 1D MTF. La 1D MTF es la transformada de Fourier de la LSF:

22,2

M(v) == Cle_zn oru .
(7.38)
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Bentzen (1983) tomoé el limite de la resolucion en términos de la LSF: Rg, la

separacion minima de Bentzen es igual al ancho total en la mitad del valor maximo
de la LSF:

("2/2)

1
P\ =gz |T7

Ry = 2/2In(2)o = 2.350.

(7.39)

Hebden et al (1975) tomaron el limite de resolucion, Ry, como el inverso del valor
de la frecuencia espacial en la cual la MTF cae a 10% de su valor maximo:

12 1
exp <—2T[20'2 <E> ) =

2Tmo
Ry = ————=~ 2.930.

v 2In(10)

(7.40)

Por comparacion, el valor de Rg corresponde a aproximadamente el inverso de la
frecuencia espacial en la cual la MTF cae a 35% de su valor maximo, y el valor de
Ry corresponde al ancho total en el valor 1/2.055 del valor maximo de la LSF.

También se pueden comparar estas dos resoluciones con el limite de Sparrowe,
gue indica que se pueden resolver dos objetos si las intensidades de sus imagenes
suman para dar una intensidad uniforme en la region intermedia entre las dos
imagenes individuales. En el caso de interés tenemos dos LSF de forma gaussiana

con ancho o, y con una separacion A:
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2 —A 2
I(y) = exp (—%) + exp (—%),

(7.41)

y la condicion para la resolucion de Sparrowe es la separacion A = Rg, para la
cual:

2

d I(y) =0
dzy y) ==

(7.42)

Realizando el calculo, se obtiene:

Rs = 20. (7.43)

Este limite de resolucién es menor que los dos anteriores, y corresponde a un valor
del MTF que es 0.7% del valor maximo, y al ancho total en el valor 1/1.284 del
valor maximo de la LSF. La Figura 7.7 muestra las distribuciones de intensidad para
los diferentes valores de resolucién. En la practica, cual de estos valores de
resolucion son lo mas cercana a la realidad depende de muchos factores, entre los
cuales el méas importante es el ruido en la medicion, lo cual podria requerir de una
separacion mayor de las dos imagenes para distinguirlas. Sin embargo, los limites
de resolucion son Utiles para comparar el comportamiento de diferentes sistemas.

separacion de los
2 picos gaussianos

1.8¢ 206 220 2.35¢ 293¢

suma de 2
gaussianas

>y
Figura 7.7: La suma de dos objetos incoherentes para diferentes separaciones
entre ellos.
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7.5.2 La Imagen de un objeto periodico

En la seccion anterior vimos que un sistema incoherente transmite una frecuencia
espacial maxima que es dos veces la frecuencia espacial maxima transmitida en el
sistema coherente. Pero esto no significa que el sistema incoherente es mejor que
el sistema coherente para la formacion de imagenes; hay que tomar en cuenta que
la frecuencia espacial en un sistema coherente se refiere a la amplitud y en el
sistema incoherente a la intensidad. Por ejemplo, consideramos el caso de un
objeto con transmisién de amplitud:

Up(x5) = coS(2MUmqaxX,),
(7.44)
donde Uy, qx = a/Z/ldi’ es decir, la frecuencia espacial maxima transmitida en un

sistema coherente. La transmisién de intensidad correspondiente es:

1
I, (xo) = |Uo(xo)|2 = COSZ(ZT[umaxxo) = E(l + COS(ZTL’ Zumaxxo)):
(7.45)

que tiene una frecuencia espacial de 22U, 4, = a//ld-’ que es la frecuencia
l

espacial maxima transmitida por el sistema incoherente. Pero, en el valor maximo,

el sistema coherente pasa toda la amplitud de la frecuencia espacial (multiplicado

por un constante, h), mientras que en el sistema incoherente, ésta frecuencia
espacial esta transmitida con muy poca amplitud. Entonces en este caso, el sistema
coherente dara una mejor imagen.

Ahora consideramos el caso de una funcion de transmisién de amplitud:
5 1
Uy,(x,) = cos*(2IUpgxX,) = 3 (1 + cos (21 2upqax,))-
(7.46)

Esta transmision de amplitud tiene una frecuencia espacial 2u,,,, entonces en el
sistema coherente no se transmitira ésta informacion. La funcién de transmision de
intensidad es:
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I, (xo) = cos* (Zﬂumaxxo)

1
=5 (1 + 2c0s (27 2upqxx,) + €OS% (270 Uy X))

1 1
=7 (1 + 2c05 (21 2UygyX,) + > (1 + cos(2m 4umaxxo))> .

(7.47)

El término con una frecuencia espacial 4u,,,, N0 pasa por el sistema incoherente,

pero el término de frecuencia espacial 2u,,,, Si pasa, aunque con una amplitud
pequefia. Entonces, el sistema incoherente tiene informacion en la imagen que no
tiene la imagen coherente, y el sistema incoherente es mejor para este caso.

7.5.3 Laimagen de un borde

El analisis de la imagen de un borde es un problema clasico en microscopia. Aqui
veremos las diferencias entre las imagenes usando luz coherente e incoherente
espacialmente.

7.5.3.1 Luz incoherente

Como vimos arriba, un borde b(y) se puede escribir como:

oo}

b(y —yo) = j S(y—y)dy',

Yo
(7.48)

con el borde en la posicion y = y, (Considine, 1966). Entonces la imagen del borde

esta dada por la integral de las imagenes de las lineas §(y'), es decir, la integral
de la LSF en las diferentes posiciones requeridas para formar el borde:

L) = e(y) = j Iy — ) dy,
Yo
(7.49)

si la magnificacion es 1. Entonces, el problema es, primero, calcular la imagen de
una linea, para luego calcular la imagen del borde. Tenemos que:
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(00]

l(y) = j q(x,y)dx,

(7.50)

y vamos a suponer una abertura cuadrada, para simplificar las matematicas:

q(x,y) = |(%)2 sinc (jz) sinc (Z)Z])

(7.51)
La integral para la imagen de una linea queda como:
. (2may 2w/ . (2max\\ >
a \4 Sin T Sin 1d.
l(}’)=( ) l j ——"> | dx
Ad; 2rtay 2max
)"di —® Adl
. (2may 2
_(a>“ sin(5a) | =
-~ \Ad; 2ray 2
Ad;
(7.52)

La imagen de un borde es, entonces, suponiendo que el borde se encuentra en la
posicion yg = 0:

i Sm ﬂa(yl y))
= — —_ d !
ebi) = Ad 2_/ 27Ta(yl y) Y
0
a\*l | sin*(y") .,
() 3 [ ey
Ad;) 4 (")?
21a
Ad;
(7.53)
con el cambio de variable y" Zna(yl Y )/ . Usando las relaciones

trlgonometrlcas, esta mtegral se puede escribir como:
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— 00

(a1 1 cos(2y'") .,
e(yl)—</1_dl) Z f ((y//)z_ (yu)z )d)’ )

21a
Ad;
(7.54)
y se puede integrar el término con cos() por partes para obtener:
a\*1 ( I sen(2y") Ad,;
=5 | e (1)
) (Adi) 4 J 2y" Y ( €05 Tay;
2ma
A—diyi
(7.55)
El término:
o nS <27ta| |> <0
j sen(2y") . 27\ Ad; Yi y=>u
— o —dy" =
2y E_I_S(Znal '|) -0
ZAET?% kZ Ad; Vi y="5
(7.56)

donde la funcién S( ) es la funcién del seno que esta tabulado. La Figura 7.8
muestra la forma de la ecuacion (7.55) normalizada a un valor maximo de 1.

intensidad
normalizada

1.0F

T
h 'l 'l L ] a Il ] ] 'l I} Z}’f

-20 -16 -12 -8 -4 4 8 12 l6 20

Figura 7.8: La imagen incoherente de un borde. (ImagenesBorde.m)
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7.5.3.2 Luz coherente

Otra vez, primero tenemos que calcular la imagen de una linea (Considine, 1966):
el objeto es U, (x,,y,) = §(y,) y su transformada de Fourier es I(U,)(u,v) =
o (u). Sitenemos una lente sencilla de diametro 2a, la funcion de transferencia del
sistema es igual a la forma de la lente, y el espectro de la imagen es:

Ad;v
(U)W, v) = 6(u) rect <TI>
(7.57)
donde la funcion rect( ) es la proyeccion del circulo en el eje v de la imagen.

La imagen de una linea es la transformada de Fourier inversa de esta ecuacion:

U.(y,) = a . (a}’i)
iVi) = ﬂ(ii5l7lc Alii .
(7.58)

- .z - . oo
Ahora, ésta funcion ya esta normalizada para que f_oo U;(y)dy = 1, entonces la
imagen de un borde en la posicién y = 0 esta dada por:

oo 2 o 2
/ / a | a(y - y,) P
how = || voi=yay| = |[ s sine (T) dy
0 o i i
(7.59)
intensidad
normalizada A
. A »
-20 -15 =]

Figura 7.9: La imagen coherente de un borde. (ImagenesBorde.m)
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Siguiendo el mismo procedimiento que utilizamos para el caso de luz incoherente,
obtenemos:

[ sen .,
Ii (yl) = J 7] dy
21a y
/1—di3/i

(7.60)

La Figura 7.9 muestra la forma de la imagen coherente de un borde.

7.5.3.3 Comparacion de los dos casos

De las Figuras 7.8 y 7.9 se puede ver algunas diferencias importantes entre la
imagen con luz coherente y la imagen con luz incoherente. La imagen con luz
coherente tiene franjas de interferencia y la de luz incoherente no, este efecto es
general para luz coherente: siempre aparecen franjas. En la posicion del borde la
intensidad con luz coherente es 25% del maximo, y con luz incoherente es 50% del
maximo, es decir, hay un aparente cambio de posicion del borde con luz coherente.
Otro parametro importante es la pendiente de la intensidad en la posicion del borde,
porque si la pendiente es mas alta, se puede medir la posicion del borde con méas
precision. Para luz coherente se puede calcular que la pendiente en la posicion y =

0 es (Considine, 1966):

dIl' (0) _ a
dy _on Ad;’
(7.61)
y para luz incoherente (Considine, 1966):
dy incoh . Adi ’
(7.62)

por tanto es mas preciso medir la posicion de un borde con luz coherente.
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Capitulo 8
Apodizacion

Existe una técnica para alterar la transmision en la pupila o abertura de un sistema
y cambiar la respuesta a un impulso o la funcion de transferencia del sistema
(Wilson, 1995). Esta técnica se llama apodizacion. En este capitulo veremos la
teoria de apodizacién y algunos ejemplos.

8.1 Teoria de Apodizacion

Escribiendo la funcién de la pupila del sistema 6ptico sin alteracién como P (x;, y;)
y la funcion que describe la alteracion como f(x;,y;), tenemos que la funcién de

la nueva funcion de la pupila es: f(x;, y;)P(x;,y;) vy, para luz coherente, la
respuesta a un impulso es proporcional a:

h(x,y) « S(f(xl»J’z)P(xz»YL))F%JU:%

— S(f(xl, yl))®?5(P(xl; yl))’
(8.1)

donde no se ha anotado el escalamiento en las variables de la transformada de
Fourier a la derecha. La funcién de transferencia para luz coherente es:

H(u,v) < S(h(x,y)) = f(—udd;, —vAd;)P(—udd;, —vAd;), (8.2)
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es decir, la funcién de transferencia es simplemente el producto de la funcion de la
pupila con la funcion de alteracion de la transmision de la pupila (con una inversion
y un escalamiento).

Para luz incoherente, tenemos la PSF que es:
2
q(x,y) = 1hCe,y)I? o< [S(f e, y)P e y))| (8.4)

y la OTF es:

OTF(u,v) = 3(q(x,y))
« {f (—uAd;, —vAd;)P(—uAd;, —vAid;)}
* {f(—u/ldi, —vldi)P(—uAdi, —Uldi)}, (8.5)

gue es la autocorrelacion de la pupila multiplicada por la funcion de alteracion de la
transmision de la pupila.

—
o

o
co

©
N

Transmision normalizada
=)
o))

O
N

-1 1

Posicion normalizada

Figura 8.1: Forma de las funciones de transmision de la pupila de la lente. Lineas
oscuras, pupila circular; curva gris oscura, pupila circular multiplicada por

0.5[1 + cos(mtr;/R)]; curva gris claro, pupila circular multiplicada por
exp(r?/R?).
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8.2 Ejemplos de apodizacion
8.2.1 Apodizacion de Amplitud

Para el caso de luz coherente, la funcién de cambio en la transmision en la pupila,
f(x;,y¥;), actta como un filtro adicional para las frecuencias espaciales en la
imagen. La Figura 8.1 muestra la forma de los primeros filtros utilizados aqui. Los
primeros perfiles de los filtros utilizados (todos los filtros son circularmente
simétricos) son (a) el perfil circular original, (b) abertura circular multiplicada por
0.5[1 + cos(mtr;/R)], donde 7 es la distancia del centro de la pupila a la posicion
de interés y R es el ancho de la forma cosenoidal del filtro, y (c) abertura circular

multiplicada por una gaussiana exp(rlz/Rz). Noétese que las funciones de
transferencia para luz coherente tienen la misma forma que las funciones de
transmision de la pupila. Se muestran el PSF (que es también la intensidad en la
imagen para luz coherente) en las Figuras 8.2 y 8.3.

10°
107}
104}

108t

107t

log intensidad normalizada

107k - ' ' :
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
Posicidn
Figura 8.2: Intensidad en la respuesta a un impulso para una abertura circular
(curva gris) y una abertura circular multiplicada por 0.5[1 + cos(mr;/R)] (curva

oscura). (ApodizacionCosCirc.m)

Se puede ver en éstas dos figuras que el efecto de los filtros en la abertura de la
lente es la de aumentar el ancho del pico central y reducir la intensidad de la luz en
los picos secundarios. Este efecto, de reducir la intensidad en los picos
secundarios, es el origen de la palabra “apodizacion” (del griego para "quitar los
pies"), y es util para observar planetas extrasolares. Para este caso se requiere
observar un objeto débil (un planeta) junto a un objeto muy fuerte (una estrella). La
apodizacion permite detectar el planeta y la pérdida de resolucion no tiene
importancia en este caso, si el planeta esta separado lo suficiente de la estrella.
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Notese que los filtros en este caso tienen un maximo en el centro de la abertura 'y
disminuye la transmisién hacia las orillas.

10°

-1

10 ¢

10}

-5r

10

log intensidad normalizada

10°

7

10

01 005 0 0.05 0.1
Posicion
Figura 8.3: Intensidad en la respuesta a un impulso para una abertura circu-
lar (curva clara) y una abertura circular multiplicada por exp(rlz/Rz) (curva
oscura). (ApodizacionGaussCirc.m)

La Figura 8.4 muestra el MTF para estos casos. Se puede ver que los filtros
aumentan el valor relativo de las frecuencias espaciales bajas y disminuyen la
contribucion de las frecuencias altas.

1.0

0.9t
0.8

0.7t

MTF 0.6
0.5}

0.4}
0.3t
0.2t

0.1f
0

0 05 10
Frecuencia espacial normalizada

Figura 8.4: Valor de la MTF para una abertura circular (curva oscura); una
abertura circular multiplicada por 0.5[1 + cos(mtr;/R)] (curva gris claro), y una

abertura circular multiplicada por exp (rlZ/RZ) (curva gris oscuro).
(ApodizacionCosCirc.m, ApodizacionGaussCirc.m)
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Posicion normalizada

Figura 8.5: Funciones de transmision de la abertura de la lente: abertura circular,
lineas oscuras; abertura anular, lineas gris oscuras; abertura circular multiplicada
por1l — exp(rlz/Rz), curva gris; y abertura circular multiplicada por 1 —
0.5[1 + cos(mr;/R)], curva gris tenue.

También, se puede hacer un filtro que tenga un minimo en el centro y aumente
hacia las orillas. La Figura 8.5 muestra los filtros de la pupila para estos casos. Los

filtros son: abertura circular, abertura anular, abertura circular multiplicada por 1 —

exp(r#/R?) , y abertura circular multiplicada por 1 — 0.5[1 + cos(mr;/R)].
Estas ultimas dos aberturas son las complementarias a las consideradas arriba.

Los resultados para la intensidad de la respuesta a un impulso (para los casos de
luz coherente e incoherente [PSF] son lo mismo) se muestran en las Figuras 8.6-
8.8.

Se puede ver en éstas curvas que ahora el pico central es mas angosto y hay mas
energia en los picos secundarios: es el caso opuesto al caso visto arriba. Este caso
se conoce como superresolucién, basado en el criterio de Rayleigh que dice que
el limite de resolucion esta dado por la posicién del primer minimo en el patron de
difraccion. La Figura 8.9 muestra la MTF para éstos casos. Se puede ver que, para
producir superresolucion, se requiere disminuir la importancia relativa de las
frecuencias espaciales bajas y aumentar la contribucion de las frecuencias
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espaciales altas. Hay una regla general que dice: cuando una funcion de abertura
tiene un maximo en el centro y se reduce hacia los extremos de la abertura, produce
apodizacion; y cuando una abertura tiene un minimo en el centro y se incrementa
hacia los extremos produce superresolucion. Sin embargo, no se puede realizar
estas dos mejoras simultdneamente: si se reduce la energia en los picos
secundarios el ancho del pico central aumenta; y si se reduce el ancho del pico
central se aumenta la energia en los picos secundarios. Se puede utilizar
superresolucion para poder observar dos objetos muy cercanos.

—
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TTTT L ™

1
o

—_
o

log intensidad normalizada
3

10

7
10 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1
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Figura 8.6: Intensidad en la respuesta a un impulso para: abertura circular de
radio relativo 1, curva gris oscuro; abertura circular de radio relativo 0.9, curva gris
claro; abertura anular entre radios relativos 1 y 0.9, curva oscura.
(ApodizacionAnular.m)
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Figura 8.7: Intensidad en la respuesta a un impulso para una abertura circular
(curva ligera) y una abertura circular multiplicada por 1 — 0.5[1 + cos(mr;/R)]
(curva oscura). (ApodizacioninvCosCirc.m)

log intensidad normalizada

10°

0.1 0.05 0 0.05 0.1
Posicion

Figura 8.8: Intensidad en la respuesta a un impulso para una abertura circular

(curva ligera) y una abertura circular multiplicada por 1 — exp(rlz/RZ) (curva
oscura). (ApodizacioninvGaussCirc.m)
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0 0.5 10
Frecuencia espacial normalizada

Figura 8.9: Valor de la MTF para una abertura circular (curva oscura); una
abertura circular multiplicada por 1 — 0.5[1 + cos(mtr;/R)], y una abertura
circular multiplicada por 1 — exp(rl2 / RZ) (curva gris oscuro) (estas dos curvas

son idénticas en la escala mostrada); una abertura anular, curva gris claro.
(ApodizacionAnular.m, ApodizacionlnvCosCirc.m, ApodizacioninvGaussCirc.m)

intensidad relativa
N
—

1 #
0 e 1‘.0 =

0.1 0 0.1
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Figura 8.10: Graficas del PSF para una abertura con un escalon de fase en x =
0. De la curva méas oscura a la curva mas clara, la fase tiene los valores ¢p = 0,

¢ =n/5 ¢ =2n/5 ¢ =3n/5 ¢ =4n/5,yp =m.

(ApodizacionMedioFaseCirc.m)
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8.2.2 Apodizaciéon de Fase

También se puede considerar variaciones de fase y no de amplitud. Por ejemplo, si
consideramos una abertura donde hay un escalén de fase:

1 xlSO,

. 8.6
el® x>0, (8.6)

fe) =

y el valor de ¢ puede variar. Las Figuras 8.10, 8.11 y 8.12 muestran los PSF, los
MTF y los PTF, respectivamente, para valores de ¢ = 0, ¢ = /5, ¢ = 2m/5,
¢ =3m/5,¢ = 4n/5,y ¢ = m. En estas gréaficas se nota la asimetria introducida
por el escalon de fase, y la reduccidn en los componentes de frecuencias espaciales
bajas en el MTF. También se puede ver que hay una inversion de contraste (un
valor de PTF de 180°) para frecuencias espaciales altas con el cambio de fase mas
grande; en los otros casos hay un corrimiento en las componentes, que son funcién
de la frecuencia espacial y el valor del cambio de fase. Este cambio de fase esta
relacionado con la asimetria en el PSF.

0.8+ 1

0.6+ 1

MTF

0.2+ i

0.5 1.0
frecuencia espacial normalizada

Figura 8.11: Graficas del MTF para una abertura con un escalén de fase en x =
0. De la curva méas oscura a la curva mas clara, la fase tiene los valores ¢p = 0,

¢ =n/5 ¢ =2n/5 ¢ =3n/5 ¢ =4n/5y P =m.

(ApodizacionMedioFaseCirc.m)
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Figura 8.12: Gréficas del PTF en grados para una abertura con un escalon de
fase en x = 0. De la curva mas oscura a la curva mas clara, la fase tiene los
valoresp =0,¢p =n/5 ¢ =2n/5 ¢ =3n/5 ¢ =4n/5 y P =m.
(ApodizacionMedioFaseCirc.m)
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Figura 8.13: Gréficas del PSF para una abertura con un escaldn de fase en la
mitad central de la abertura circular. De la curva mas oscura a la curva mas clara,

la fase tiene los valores ¢ = 0, ¢ = /5, ¢ = 2m/5, ¢ = 3n /5, = 4m/5,y
¢ = m. (ApodizacionCircFaseCirc.m)
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Otro ejemplo es con un escaldn de fase en una regién circular en el centro de la
lente:

1 Jx2?2+y?2=a/2

] (8.7)
e Jx2+y?2<a/2,

fuy) = {

donde a es el radio de la lente. Las figuras 8.13, 8.14 y 8.15 muestran los PSF, los
MTF y los PTF, respectivamente, para valores de ¢ = 0, ¢ = /5, ¢ = 2m/5,

¢ =3m/5, ¢ =4n/5,y ¢ = m. Se puede ver en éste caso que el efecto de la
variacion de la fase es el de reducir la energia en el centro de la PSF y aumentar la
energia en los picos secundarios. En el MTF se tiene una reduccidén en las
componentes de frecuencias medianas y hay una inversion de contraste para estas
frecuencias para los casos de un cambio de fase mas grande.

MTF

~

0 0.5 1.0

frecuencia espacial normalizada

Figura 8.14: Graficas del MTF para una abertura con un escalon de fase en la
mitad central de la abertura circular. De la curva mas oscura a la curva mas clara,
la fase tiene los valores ¢ = 0, ¢ = /5, ¢ = 2n/5, ¢ = 3n/5, ¢ = 4n/5,y

¢ = m. (ApodizacionCircFaseCirc.m)
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Figura 8.15: Graficas del PTF en grados para una abertura con un escalon de
fase en la mitad de la abertura circular de la lente. De la curva méas oscura a la
curva mas clara, la fase tiene los valores ¢ = 0, ¢ = /5, ¢ = 21m/5, ¢ =
3n/5, ¢ = 4n /5,y ¢ = m. Nétese que sélo las curvas con los valores mas
grandes de la fase tienen una PTF diferente a cero. (ApodizacionCircFaseCirc.m)
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Capitulo 9

El efecto de aberraciones en una
Imagen

Cuando hay aberraciones, el frente de onda que sale del sistema no es per-
fectamente esférico, y por consecuencia, la imagen no es "perfecta”. Si el sistema
Optico tiene aberraciones, la funcién del frente de onda saliente es multiplicada por

un factor exp (ik W (x;,y;)) donde la funcién de aberracién W (x;, y;) describe la
deformacion del frente de onda (Wilson, 1995), y la funcion de la pupila es ahora

P(x, y)exp(ik W(x;, y1)).

9.1 El ejemplo de defoco

Como ejemplo de una aberracién tomaremos el defoco. Para un defoco por el cual:

1 4 1 1
— — — — E’
do di f
(9.1)
la funcién de aberracion es:
2 2
xX1© +y
Wx,y) = e=——
(9.2)
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Con luz coherente la funcion de transferencia se convierte en:

- e,
Haeroc (U, v) = hP(—uld;, —vldi)elki'lzdlz(uzwz)’
(9.3)

es decir, un corrimiento de fase que es proporcional al cuadrado de la frecuencia
espacial.

Con luz incoherente:

Qdefoc(u; v) = Hdefoc(u; v) * Hdefoc(ur 17), (9.4)

gue se puede escribir, con un cambio de variables, como:

o [ [ ( uAd,  vAd,
Qdefoc(urv)=|h| j jp (x_ Y — 2 )

2
uid; vad;\ .
% P (X 4 . l,y + Tl> elkekdi(xu+yv)dxdy_

(9.5)

Ahora suponemos una abertura cuadrada para simplificar el célculo, P(x,y) =
rect(x/a) rect(y/a), y obtenemos:

(a—uAd;)/2
-2 [(uAd; vAd; _ .
Queroc(u,v) = [RI*A (S 2) A (=) pikeAdinu gy
—(a—uid;)/2
(a-vAd;)/2
X eike)ldiyv dy ’
—(a-vid;)/2
(9.5)
donde:
A (%) = rect (E) Rrect (E) = rect (E) x rect (E) _
(9.6)
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Calculando las integrales, obtenemos:

IETAEN uld; A vAd;\ = (eauld; . uld;
Quefoc(u,v) = |A| (Za) (2a>smc< 2 [ 2a ])

eavid; [1 vldiD

X si
SlTlC( 5 2a

(9.7)

La forma tipica de estas curvas se muestran en la Figura 9.1. Es importante notar
que, debido a los términos sinc( ), la funcién de transferencia o el OTF pueden

ser negativos, o lo que es equivalente, el PTF= +m. La figura 9.2 muestra un
ejemplo de una imagen con defoco y se puede apreciar las inversiones de contraste
gue significan un cambio de signo en el OTF.

1.0
0.8
0.6

0.4

O.T.F.

0.2

0.0 . =
V frecuencia espacial

-0.2 &

Figura 9.1: Variacion de la MTF calculada con variaciones en el defoco. Las
curvas son para los casos (de arriba hacia abajo) ea?/A con los valores 0.0311 ,
0.0624, 0.314, 0.621
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Figura 9.2: Imagenes experimentales de una muestra sin defoco (arriba) y con
defoco (abajo). Se puede observar el cambio en contraste en las lineas blancas y
negras en la imagen de abajo.

9.2 Calculo numerico de la imagen de un objeto
puntual con aberracion

9.2.1 Aberraciones isoplanaticas

De las aberraciones de tercer orden, solo 2 son isoplanaticas: defoco, que vimos
arriba, y aberracion esférica. En estos casos la aberracion es lo mismo para todos
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los puntos del objeto. Las otras aberraciones: coma, astigmatismo, curvatura de
campo y distorsion varian con la posicion del objeto puntual. En esta seccion
trataremos las aberraciones isoplanaticos, para las cuales si podemos hablar de un
PSF.

Se pueden tratar a las aberraciones como un filtro de fase en la abertura de la lente,
como se hizo en la seccion anterior para la apodizacion. Arriba vimos
analiticamente cdmo afecta un defoco al PSF; aqui lo veremos numéricamente para
diferentes aberraciones. Empezamos con defoco otra vez, pero ahora escrito en la
forma:

x> + y,2

le '

W(x;,y) = Aqg
9.8)

donde A, es la cantidad de defoco presente y 77 es el radio de la abertura de la
lente. Los resultados se muestran en las Figuras 9.3-9.6. Se puede ver que el
defoco reduce la contribucién de las frecuencias espaciales medianas y altas, y
para los casos de A; = 0.75A hay una inversién de contraste como vimos arriba.
También se puede ver como la energia es enviada a angulos mayores conforme va
aumentando la aberracion.

Figura 9.3: Graficas de la PSF para un sistema 6ptico con defoco. El valor de A,
es igual a 0, izquierda; 0.5, centro; 1.0, derecha. (AberacionesObjetoPuntual.m)
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Figura 9.4: Gréficas del perfil de la PSF para un sistema 6ptico con defoco. De la
curva mas oscura a la curva mas clara, el valor de A; es A; = 0, A; = 0.25,
Az =0.5,4; =0.75,y A; = 1.0. (AberacionesObjetoPuntual.m)
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0 0.5 1.0

frecuencia espacial normalizada

Figura 9.5: Graficas de la MTF para un sistema oOptico con defoco. De la curva
mas oscura a la curva mas clara, el valorde A; es A; = 0, A; = 0.25, 4, =
0.5,A; = 0.75,y A; = 1.0. (AberacionesObjetoPuntual.m)
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Figura 9.6: Gréficas de la PTF para un sistema Optico con defoco. Se muestra el
valor absoluto de la PTF para reducir el ruido numérico en la figura. De la curva

mas oscura a la curva mas clara, el valor de A; es A; = 0, A; = 0.25, 4,4 =
0.5,4; = 0.75,y A; = 1.0. Nétese que sélo las curvas con los valores mas
grandes de la fase tienen una PTF diferente a cero. (AberacionesObjetoPuntual.m)

A continuacién vemos el efecto de aberracion esférica:

2 2\ 2

e |

W(x, y1) = As (—2 ) :
n

9.9)

Los resultados para aberracion esférica se muestran en las Figuras 9.7-9.10. Se
puede ver resultados muy similares al caso de defoco; las frecuencias espaciales
medianas y altas estan reducidas, y hay inversién de contraste para frecuencias

espaciales altas para los casos de la aberracion méas grande.

Figura 9.7: Graficas de la PSF para un sistema Optico con aberracion esférica. El
valor dedA; es igual a 0, izquierda; 0.5, centro; 1.0, derecha.
(AberacionesObjetoPuntual.m)
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Figura 9.8: Graficas de la PSF para un sistema optico con aberracion esférica. De
la curva més oscura a la curva mas clara, el valor de A; es A; = 0, A; = 0.25,

A, =054, =075 y4, =1

.0. (AberacionesObjetoPuntual.m)
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Figura 9.9: Gréficas de la MTF para un sistema Optico con aberracion esférica. De
la curva mas oscura a la curva mas clara, el valor de A; es A, = 0, A; = 0.25,

A, = 05,4, =075,y A, = 1

.0. (AberacionesObjetoPuntual.m)
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Figura 9.10: Gréficas de la PTF para un sistema Optico con aberracion esférica.
Se muestra el valor absoluto de la PTF para reducir el ruido numérico en la figura.

De la curva mas oscura a la curva mas clara, el valor de A es A, = 0, 45 =

0.25, A; = 0.5, A; = 0.75,y Ag = 1.0. Nétese que solo las curvas con los
valores mas grandes de la fase tienen una PTF diferente a cero.
(AberacionesObjetoPuntual.m)

9.2.2 Aberraciones no-isoplanéticas

En esta seccidn presentamos las imagenes que se obtienen con las aberraciones
no-isoplanaticas: coma, astigmatismo, curvatura de campo y distorsion. Todas
estas aberraciones tienen la propiedad de que en el eje éptico (en el centro de la
imagen en un sistema rotacionalmente simétrico) la aberracion es cero y se da una
imagen perfecta, pero cuanto mas lejos se este del eje dptico, mas grande es la
aberracion, entonces la respuesta a un impulso cambia con la posicion del punto
del objeto. Las gréaficas presentadas en esta seccion son para un punto del objeto
en la posicibn mas alejada del eje 6ptico en cada caso.

La siguiente aberracion es coma en el eje x:

2 2 in(o 8]
3 =28 (220 00 1

nmax

(9.10)
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donde n) es la distancia del punto del objeto al eje Optico y 1,4 €S €l valor maximo
de este pardmetro. También, el angulo 6 es el angulo que forma la linea entre el

eje optico y el punto del objeto en el plano del objeto, con el eje y en este mismo
plano (ver la Figura 9.11). Como se mencioné arriba, esto significa que la
aberracion de coma no es isoplanético, varia con la posicion del objeto. Asi sélo
podemos hablar del PSF y OTF si consideramos una zona pequefia del objeto tal
que la aberraciébn no cambia significativamente sobre la imagen. Esta es
considerada una zona isoplanética. S6lo en este caso se pueden calcular la PSF y
OTF para estas aberraciones.

¥

xV

Figura 9.11: Definicion de parametros en el plano del objeto para las aberraciones
no-isoplanaticas.

Suponiendo una zona isoplanatico, para coma los resultados se muestran en las
Figuras 9.12-9.15. Nétese que ésta aberracion es asimétrica y que las figuras

presentadas son perfiles en la direccidén x de las graficas tridimensionales. En este
caso, se puede ver claramente la asimetria en el PSF con la introduccién de coma.
Otra forma de pensar estas curvas es, si aumenta la distancia del punto de interés

del objeto del eje dptico, n, aumenta el valor de W (x;,y;) de la coma, entonces
un valor bajo de W (x;,y;) es para un punto del objeto cerca del eje dptico y un
valor grande W (x;,y;) es para un punto del objeto lejos del eje dptico. Para

calcular las figuras, se utilizé el valor de 1 = 1,4, Y S€ varié el valor de A.. Coma
también afecta los componentes de frecuencia espacial medianas y altas, pero
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ahora, por la asimetria en el PSF, el PTF no solo tiene inversion de contraste, sino
también tiene valores intermedios del PTF que indican movimientos de los
componentes intermedios entre el contraste del objeto y la inversion. También, en
la figura del PTF se pueden ver los brincos debido a la forma de calcular el PTF
gue da resultados siempre entre -180° y 180° es decir,, en lugar de tener una curva
continua se tiene una curva discontinua para tener valores siempre en este rango
(esto se llama envolvimiento de fase, o "phase wrapping" en inglés).

Figura 9.12: Gréficas de la PSF para un sistema 6ptico con coma. El valor de A,
es igual a 0, izquierda; 1.0, centro; 2.0, derecha. (AberacionesObjetoPuntual.m)
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Figura 9.13: Graficas de la PSF para un sistema 0Optico con coma. De la curva
mas oscura a la curva més clara, el valorde A, es A, =0, A, = 0.5, A, = 1.0,
A. =15,y A, = 2.0. (AberacionesObjetoPuntual.m)
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Figura 9.14: Gréficas de la MTF para un sistema Optico con coma. De la curva
mas oscura a la curva més clara, el valorde A, es A, = 0,4, = 0.5, A, = 1.0,
A. =15,y A, = 2.0. (AberacionesObjetoPuntual.m)
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Figura 9.15: Gréficas de la PTF para un sistema Optico con coma. De la curva mas
oscura a la curva mas clara, el valorde A, es A, = 0, A, = 05,4, = 1.0, A, =
1.5,y A, = 2.0. (AberacionesObjetoPuntual.m)
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La aberracion de astigmatismo:

W(xz,yz)=Aa<ﬁ)2( L )2,

L4} Nmax

(9.11)

es un defoco asimétrico, en este caso lo tomaremos en solo en el eje x. Los
resultados se muestran en las Figuras 9.16-9.19.

Figura 9.16: Gréficas de la PSF para un sistema éptico con astigmatismo. El valor
de A, esigual a 0, izquierda; 1.0, centro; 2.0, derecha.
(AberacionesObjetoPuntual.m)
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Figura 9.17: Graficas de la PSF para un sistema Optico con astigmatismo. El valor

de A, esigual a 0, curva oscura quebrada; 0.5, curva ligera quebrada; 1.0, oscura
continua; 1.5, curva continua; 2.0 curva ligera continua.
(AberacionesObjetoPuntual.m)
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Figura 9.18: Gréficas de la MTF para un sistema Optico con astigmatismo. El valor
de A, esigual a 0, curva oscura quebrada; 0.5, curva ligera quebrada; 1.0, oscura
continua; 1.5, curva continua; 2.0 curva ligera continua. Estas curvas son la MTF
en el eje x del plano de la imagen, en el eje la luz siempre se enfoca en este caso.
(AberacionesObjetoPuntual.m)

0 0.5
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Figura 9.19: Graficas de la PTF para un sistema 6ptico con astigmatismo. El valor
de A, esigual a 0, curva oscura quebrada; 0.5, curva ligera quebrada; 1.0, oscura
continua; 1.5, curva continua; 2.0 curva ligera continua. Estas curvas son la PTF
en el eje x del plano de la imagen, en el eje la luz siempre se enfoca en este caso.
(AberacionesObjetoPuntual.m)
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La aberracion de curvatura de campo usualmente se toma junto con astigmatismo,
porque los dos tienen la misma forma; son defocos que dependen de la posicion
del objeto. Con un analisis de las contribuciones de las dos aberraciones en la fase,
se encuentra que la funcion de fase tiene la siguiente combinacion:

1 xp2/ 0 \2 1 xt+yt\n
W(xl' YI) 274 (Tl) <7]max> + 4 ( at CC) < rlz <nmax>
(9.12)

Este caso es similar al caso de astigmatismo, entonces sélo se presentan las
imagenes de los PSF para tres casos en la Figura 9.20. Se puede ver que con la
combinacion correcta de astigmatismo y curvatura de campo se encuentra el foco
horizontal, el foco vertical, o, en medio de los dos, la imagen méas simétrica.

Figura 9.20: Graficas de la PSF para un sistema Optico con astigmatismo y

curvatura de campo. El valor de A, es igual a 2, y el valor de A, es igual a -6,
izquierda; -4.0, centro; -2.0, derecha. (AberacionesObjetoPuntual.m)

Finalmente, la aberracién de distorsion tiene la forma:

W, y1) = Ags <ﬁ> ( 1 )3 )

L4} Nmax

(9.13)

y es una inclinacion que depende de la posicion del objeto. Los resultados para este
caso se muestran en las Figuras 9.21-9.24. En las Figuras se puede ver que la
imagen se desplaza pero no cambia de forma. Esto se nota en el MTF, que es el
mismo para todos los casos. Sin embargo, un cambio en la posicién de la imagen
corresponde a una fase en su transformada de Fourier (por el teorma de
corrimiento), que es la OTF. Esta fase se ve en la PTF, donde, si hay un cambio de
posicion mas grande, hay mas oscilaciones (que viene, otra vez del hecho que la
PTF esta limitada a estar entre +180°) en la PTF, y mas inversiones de contraste.
Esto es importante porque muestra que, aunque el MTF es perfecto, Gnicamente
las variaciones en el PTF pueden afectar la imagen
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Figura 9.21: Graficas de la PSF para un sistema oOptico con distorsion. El valor de
Ay esigual a 0, izquierda; 1.0, centro; 2.0, derecha. (AberacionesObjetoPuntual.m)
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Figura 9.22: Graficas de la PSF para un sistema 0Optico con distorsion. De la curva
mas oscura a la curva mas clara, el valorde A ;s es Ags = 0, Az = 1.0,y
Ags = 2.0. (AberacionesObjetoPuntual.m)
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Figura 9.23: Graficas de la MTF para un sistema Optico con distorsion. De la curva
mas oscura a la curva mas clara, el valor de A ;s es Ags = 0, Ay = 1.0,y

Agzs = 2.0. Notese que todas las curvas se superponen en este caso.
(AberacionesObjetoPuntual.m)
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Figura 9.24: Graficas de la PTF para un sistema 6ptico con distorsion. De la curva
mas oscura a la curva mas clara, el valor de A ;g es Ags = 0, Az = 1.0,y
Ags = 2.0. (AberacionesObjetoPuntual.m)
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En general, se puede ver de los casos con aberraciones o con filtros de fase en la
pupila del sistema Optico, que siempre se reduce el MTF del sistema, nunca lo
aumenta. Esto significa que las aberraciones siempre empeoran la imagen, no
pueden mejorarla (aunque se pueden balancear algunas aberraciones para que la
imagen empeore menos). También, los filtros de fase pueden producir inversién de
contraste, lo que no se puede hacer con filtros de amplitud (porque la correlacién
para formar la OTF siempre es positiva en este segundo caso).

9.3 Imagenes con aberraciones

De los resultados presentados en la seccidn anterior, es dificil imaginar el efecto de
la aberraciones sobre una imagen, entonces en ésta seccion calcularemos
imagenes incluyendo el efecto de las aberraciones. Ya vimos que, para un sistema
isoplandtico, la intensidad de una imagen en un sistema incoherente se puede
escribir como la convolucién de la PSF con la distribucion de intensidad del objeto:

I; (Xl', yi) = Q(X, Y)®Io (xm :Vo)-
(9.14)

Pero ya vimos que, para las aberraciones de coma, astigmatismo, curvatura
de campo y distorsion, el sistema no es isoplanatico, porque la funcion de la
pupila cambia cuando cambia la posicién del objeto. Veremos en los ejemplos
presentados abajo que no podemos suponer que estamos dentro de la zona
isoplanatica, y en estos casos la imagen se tiene que calcular como:

Ii(xiJYi): f fQ(xOIYOIxini)Io(xo'yo)dxodyo'

—00 —00

donde:

q(Xo, Yor X1, ¥i) = |h(x, Y)|? = |AS(P(xp, y)e "W FodoxyD) 5y |,

donde hemos incluido explicitamente la dependencia de la funcién de aberracion con la
posicion del objeto.
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Las objetos originales sin aberraciones se presentan en las figuras 9.25y 9.26. La segunda
imagen sera utilizada para los casos de aberraciones no-isoplanaticos.

Figura 9.25: El primer objeto original

20 40 =in] 50 100 120

Figura 9.26: El segundo objeto original

El primer caso que veremos es una pupila sin aberraciones, pero con un tamafo
de abertura que varia (Figura 9.27). Todas las aberturas estan dadas en unidades
de pixeles. Se puede ver el efecto de difraccién, particularmente para las aberturas
mas pequenias, que hace mas borrosa a la imagen.

La Figura 9.28 muestra el effecto sobre una imagen de un aumento en el defoco.
La formula para describir esta aberracién es la ecuacién (9.8):
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Figura 9.27: El efecto del tamafo de la abertura de una lente sobre una imagen.
La abertura esta dada en unidades de pixeles. (Aberacioneslsoplanaticasimagen.m)
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Figura 9.28: El efecto de la aberracion de defoco sobre una imagen.
(Aberacioneslsoplanaticaslmagen.m)
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2 2
xX°+y

e -1 (52
9.8)

La siguiente aberracion es la de aberracion esférica, dada por la ecuacion (9.9):

2 2\ 2
xXi©+
(222
(9.9)

Los resultados de este caso se muestran en la Figura 9.29.

Estos primeros tres casos son los casos isoplanaticos; la imagen de un objeto
puntual es igual para todos los puntos del objeto. En los tres caso se puede ver
como la imagen se vuelve méas borrosa cuando aumenta la aberracion, y se
ensancha el PSF.

Los siguientes tres casos son los casos no-isoplanaticos. El caso de coma esta
dado por la ecuacion (9.10):

2 2 : 9 9
W, y) = Ac <xl :zyl )(xlsm( );ylcos( )>( 1 )

nmax

(9.10)

donde (x;,y;) son las coordenadas del punto en la pupila de la lente y 6 es el

angulo entre el eje y y este punto. El factor de 6 indica que el efecto de coma no
es igual para los puntos que estan a la misma distancia del centro de la lente. La
direccién de la "cola" de la imagen con coma, cambia dependiendo de este angulo.
Las imagenes para diferentes cantidades de coma se muestran en la Figura 9.30.
En la figura se puede ver que el centro de la imagen no est4 alterada con coma, y
gue la imagen se ve mas borrosa hacia los lados, porque la aberracion aumenta
cuando aumenta 1. Para enfatizar: no es isoplanatica. Este efecto es mas claro
en la Figura 9.31, donde en todos los casos se puede distinguir la malla cuadrada
en el centro de la imagen, pero no la puedes distinguir mas cerca a la orilla de la
imagen.
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Figura 9.29: El efecto en una imagen de diferentes cantidades de aberracion
esférica. (Aberacioneslsoplanaticasimagen.m)
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Figura 9.30: El efecto de coma en una imagen. (AberacionesTodasImagen.m)
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Las aberraciones de astigmatismo y curvatura de campo para un objeto
bidimensional tienen la formula:

1 X\ 2 2 2
W(x;,y) ==A, (—l> sin(8) + (ﬂ) cos(6) ( T )
2 T 4] max

1 x> +y,° n )\

+Z(Aa+ACC)< 2 ( ) .

l Nmax

(9.17)

Se muestra el efecto de un valor de astigmatismo y un valor variable de curvatura
de campo en la Figura 9.32. En la figura se puede notar claramente que la formacién
de la imagen no es isoplanatica. El efecto de que la curvatura de campo puede
cambiar el enfoque entre lineas perpendiculares a los bordes de la figura con
respecto a las lineas paralelas a los bordes de la figura se puede ver mas
claramente en la figura 9.33.

Finalmente, veremos el efecto de distorsion sobre una imagen:

n 3
nmax> .

Xy Vi
W (x;,y;) = Ags r—sm(@) + 7cos(9) (
1 1

(9.18)

Los resultados de este caso se muestran en la Figura 9.34.

A.=1.0 A.=2.0

@
100 100

120 120

40 El El 1 120 40 €0 El 10 120

Figura 9.31: El efecto de coma sobre la imagen de una rejilla cuadriculada.
(AberacionesTodasImagen.m)
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Aj=8.0 A, =-12.0 Aj=8.0 A .,=-16.0

Figura 9.32: El efecto de un valor de astigmatismo y variaciones en la cantidad de
curvatura de campo sobre una imagen. (AberacionesTodasImagen.m)
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Figura 9.33: El efecto de un valor de astigmatismo y variaciones en la cantidad de
curvatura de campo sobre una imagen cuadriculada. (AberacionesTodaslmagen.m)
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0

Figura 9.34: El efecto de distorsion sobre una imagen. Valores negativos de
distorsién dan distorsién de barril y valores positivos dan distorsion de corset.
(AberacionesTodasImagen.m)
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Capitulo 10

Detectores Pixelados

Hoy en dia, muchos sistemas Opticos utilizan detectores pixelados, es decir, el
detector utilizado es un arreglo de detectores mas pequefios, usualmente en un
arreglo cuadricular. El ejemplo mas comun de este tipo de detector es la CCD (por
las siglas en inglés, Charge Coupled Device). En este capitulo veremos como
calcular un MTF para un detector pixelado.

10.1 Isoplanicidad en detectores pixelados

La Figura 10.1 muestra un arreglo tipo CCD y los parametros involucrados

(Boreman, 2001).
L

G EEEEEEEEEN
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EEEEEENEEERE

Ax
Figura 10.1: Geometria de una camara CCD. Los pixeles (en blanco) son
cuadrados con lado §x y separacion centro a centro Ax. Los tamafios
horizontales y verticales son L y [ respectivamente.
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Figura 10.2: La falta de isoplanicidad en un detector pixelado. A la izquierda se
muestran las posiciones de un objeto de luz (los circulos negros) sobre el arreglo
de detectores (una linea de detectores para simplificar la figura), y a la derecha
las imagenes para los diferentes casos. Notese como cambia la imagen cuando
cambia la posicion del objeto.

Las condiciones para poder utilizar el método de convolucion para describir el
proceso de formacién de imagenes son que el sistema debe ser lineal e
isoplanatico. Aqui la CCD es lineal: si iluminamos con mas intensidad, los
detectores daran lecturas proporcionalmente mayores. Sin embargo, un CCD no es
isoplanatico. Se puede ver esto en la Figura 10.2. Recuerden que isoplanatico
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significa que la forma de la salida o imagen no debe cambiar con la posicion del
objeto puntual. En la Figura 10.2, se puede ver que si un objeto pequefio se mueve
entre un pixel y otro adyacente, la imagen cambia dramaticamente: el ancho de la
imagen varia por un factor de 2 dependiendo de la posicion donde incide la luz.
Esto significa que el sistema no es isoplanatico.

Para permitir la utilizacion del método de convolucion en sistemas con detectores
pixelados, se requiere una respuesta a un impulso que sea invariante con la
posicion del objeto. Para lograr esto, se utiliza el promedio de las respuestas a un
impulso para objetos puntuales incidentes sobre el detector (Park et al, 1984). Se
puede imaginar la formacion de la imagen de un objeto con muchas fuentes
puntuales (por ejemplo las estrellas en el cielo nocturno) donde las posiciones de
las fuentes son aleatorias. Cada fuente puntual estara en una posicion aleatoria con
respecto al arreglo de los detectores, y las imagenes de cada fuente puntual sera
diferente dependiendo de ésta alineacion (como en la Figura 10.2). Las imagenes
de las fuentes puntuales son las respuestas a un impulso que varian con la posicién.
Se toma el promedio de todas éstas respuestas a un impulso para encontrar una
respuesta promedio a un impulso. Esta respuesta promedio a un impulso es
constante sobre todo el arreglo de detectores, esto es, ésta respuesta promedio a
un impulso es isoplanatica.

" AX

Figura 10.3: El area sobre el cual se realiza el promedio de las respuestas a un
impulso para un pixel se muestra con el cuadrado con lineas diagonales.

Ahora, al tomar el promedio de las respuestas a un impulso sobre todo el arreglo
de detectores es equivalente a tomar el promedio sobre todas las posiciones
posibles de una fuente puntual sobre el espacio que ocupa un solo detector. La
Figura 10.3 indica el area A sobre la cual se realiza el promedio. El area sobre la
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cual hay que promediar es A = Ax X Ax (ver la Figura 10.1). Esta respuesta
promedio a un impulso se conoce como la respuesta de muestreo del arreglo de
detectores.

10.2 PSF y MTF para un detector pixelado

Ahora vamos a ver como escribir el comportamiento del arreglo del detector en
ecuaciones. Primero, la Figura 10.4 muestra la situacion para uno de los pixeles del
detector (analicemos el caso 2D para simplificar la discusion).

A pixel del
intensidad detector \

_-imagen

»
posicion
Figura 10.4: Un pixel del arreglo de detectores

La sefal en el pixel mostrado es proporcional a:

" )
x'—x
L,(x) = j I[(x")dx' = Jrect( 5% )I(x')dx',
ox —o0

X~

(10.1)

donde 6x es el tamarfio del pixel (ver la Figura 10.1), x es la posicién del centro del
pixel, el subindice p indica el pixel de interés y I(x") es la intensidad de la luz
proyectada sobre el arreglo de detectores. Ahora, como la funcion rect( ) es

simétrica, se puede escribir:

rect(x') = rect(—x"), (10.2)

y con un corrimiento en posicion, se puede escribir:
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rect(x' — x) = rect(—x' — x). (10.3)

Entonces, se puede escribir:

(0]

jo tx’_xl’d’—j t_x_xll’d’
rec Sx (xNdx' = | rec 5 (x"Hdx'.

— 00

(10.4)

Se puede ver que el término a la derecha de esta ecuacion es una convolucion (el
signo negativo adentro de la funcién rect( ) en el término —x solo hace que el

resultado de la convolucién sea invertido en el eje x, lo que se puede corregir
facilmente para tener la imagen correcta final) :

L,(x) = rect( )®I(x)
(10.5)

y ésta forma de escribir la ecuacion simplificara la matemética posterior. Para
formar el arreglo de detectores notamos que soélo se utilizan ciertos valores de x:

Iccp(x) = comb (Aix) {rect ( ) ® I(x)}
(10.6)

donde Ax es la separacion de los pixeles (ver la Figura 10.1). Ahora, aqui incluimos
la intensidad incidente sobre el detector, pero para poder utilizar el método de
convolucién, vimos arriba que hay que utilizar la intensidad muestreada. Esto
significa que hay que promediar sobre la intensidad que llega sobre un area de
A = Ax X Ax (aqui nos olvidamos de un factor constante 1/A4, que viene en el
promedio y que no afecta el comportamiento relativo):

A
X+ -
! ! x, - X ! !
I,(x) = I(x)dx' = | rect o I1(x")dx'.
x-2% -
2
(20.7)
Otra vez, se puede escribir esta ecuacidon como una convolucion:
IL,(x) = rect( )®I(x)
(10.8)
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y la sefial detectada es:

I;(x) = comb (Aix) {rect (;—x) QI, (x)} :

(10.9)
Sustituyendo la ecuacion (10.8) en la ecuacion (10.9) da:
X X X
1;(x) = comb (E) {rect (a) ® rect (E) ® I(x)}. ( |
10.10

Es importante enfatizar que la ecuacion (10.10) no representa una sefial real que
se pueda obtener con la CCD, ya que se promedia sobre las posiciones de los
haces incidentes para tener un sistema isoplanatico, para permitir la definicion de
una funcion PSF.

Si la intensidad incidente sobre el arreglo de detectores es una funcién delta de
Dirac:

I(x) = 6(x),

la intensidad detectada es la respuesta a un impulso del arreglo de detectores
(CCDPSF.m):

Ipsr(x) = comb (Ax_x) {rect (%) ® rect (Aix)}
(10.11)

Esta ecuacion se grafica en la Figura 10.5. En la figura se puede ver que al final
s6lo tenemos una funcién delta en el centro del patron. Fisicamente, esto es
correcto, porque una funcion delta de incidencia produce una sefial s6lo en uno de
los pixeles, en una posicion. La altura de esta funcién delta depende de la altura
del promedio de las funciones de respuesta para obtener la respuesta de muestreo
(recuerda que nos olvidamos de una constante en el promedio). Aparte de esta
constante, la convolucién de las dos funciones rect( ) no contribuye a la
respuesta a un impulso. Sin embargo, si tenemos una imagen incidente sobre
nuestro detector, el efecto de la convolucién es importante (ver la Figura 10.6). En
este caso, la convolucion de las dos rect( ) se convuelve con la distribucion de

luz incidente y suaviza la sefial detectada. Diferentes anchos de las dos rect( )
se refleja en diferentes niveles de suavizado de la sefial detectada.

219



A
| | >
Ax+8X AX -8X | Ax -OX Ax+8x X
2 2 2 2
comb(x) [f(x) X g(x)]
A
"

Figura 10.5: La respuesta a un impulso para un arreglo de detectores. Arriba
X

izquierda, rect ( ); arriba derecha, rect (i); centro, rect (i) ® rect ( );
ox Ax ox

*
abajo, comb (ﬁ) {rect (é) ® rect (Ax—x)} v
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Figura 10.6: La formacién de una imagen en un arreglo de detectores. Arriba
izquierda, la respuesta a un impulso del arreglo de detectores; arriba derecha,
distribucion de la luz sobre el arreglo; centro, la convolucion de la respuesta a un
impulso y la distribucion de la luz; abajo, la sefal en el arreglo de detectores.
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Finalmente, otro factor que se debe incluir es el tamafio del detector, que en la
direccion x en la Figura 10.1 es L:

Ipsp(x) = comb (Ax_x) {rect ((;C_x) ® rect (Ax_x)} rect (%) :
(10.12)

Ahora vemos qué pasa en el espacio de Fourier para este caso. La OTF es la
transformada de Fourier de la PSF (ecuacion 10.12):

OTF(u) = S(IPSF(X))

X X
= Ax comb(Ax 1)@ J (rect (a) Qrect (E)> ®L sinc(Lu),

(10.13)

gue se puede escribir como:

OTF (u) = Ax comb(Ax u)@35xAx sinc(dxu)sinc(Axu)QL sinc(Lu).
(10.14)

El término Axsinc(Axu) describe el efecto de la respuesta de muestreo y se
denomina la OTF de muestreo ("sampling OTF"), OTE,,; el término dxsinc(Sxu)
es la OTF del pixel, OTF, porque viene de la integracion sobre cada pixel. El

término L sinc(Lu) es un término de suavizado de la OTF por el tamafio finito de
la CCD, y lo dejaremos a un lado para concentrarnos en los otros términos;
usualmente, este ultimo término es mucho mas angosto que los otros términos, y
tiene un efecto pequefio en el resultado final.

Los términos mas importantes son los primeros tres a la derecha de la ecuacion
(10.14). Estos términos describen replicacion (por la convolucion con el comb( )
de una funcién que es el producto de dos funciones sinc( ) de diferentes anchos.
La Figura 10.7 muestra el efecto de estos tres términos. Se puede ver de la Figura
10.7 que la multiplicacion de las dos funciones sinc( ) da una funcion mas
angosta, y que la replicacion de esta funciéon con el comb( ) con separacion de
picos 1/Ax da varias copias de esta funcién, que se intersectan. En la discusion
sobre el teorema de muestreo, encontramos algo similar: para poder reconstruir
correctamente una funcidbn hay que muestrear la funcidbn con un paso lo
suficientemente pequefio. Si no, las copias del espectro de la funcion se
superponen y se tiene el efecto de aliasing. Esto es lo que tenemos aqui: aliasing.
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Figura 10.7: Los términos en la OTF para una camara CCD. Arriba izquierda,
sinc(dxu); arriba derecha, sinc(Axu); centro, sinc(dxu)sinc(Axu); abajo,
comb(Ax u)®sinc(dxu)sinc(Axu). La escala en el eje x de todas las graficas
estd marcada en intervalos de 1/8x para la comparacion.
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Figura 10.8: La sefal detectada correspondiente a diferentes frecuencias de la
intensidad 6ptica incidente sobre la CCD. Arriba, una frecuencia menor a la de
Nyquist; las dos figuras en el centro son para la frecuencia de Nyquist, mostrando,
otra vez, el hecho que este tipo de detector no es isoplanatico y abajo, una
frecuencia mayor que la de Nyquist.
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En este caso sabemos la separacion de los pixeles, entonces, utilizando la
expresion para el limite de Nyquist, la frecuencia maxima que se puede detectar sin
distorsion es:

1

Umax = m ,
(10.15)

gue es la separacion en u del centro de una de las copias de la funcion producto

de los dos sinc( ) y la interseccion de ésta con la copia siguiente (ver la Figura
10.7). (N.B. Recuerda que el teorema de muestreo requiere una funcion limitada en
banda para que se pueda reconstruir esta funcion. En el caso de la CCD la funcion
no esta limitada en banda. El efecto de esto se vera abajo.)

En este caso se puede ver el efecto que tiene la deteccién de una frecuencia mayor
que el limite de Nyquist. La Figura 10.8 muestra la sefial detectada para diferentes
frecuencias de la intensidad optica. Se puede ver que para una frecuencia de la
intensidad optica igual a 0 menor que la frecuencia de Nyquist, el detector registra
la frecuencia espacial correctamente, pero para frecuencias mayores, la frecuencia
detectada es diferente a la frecuencia espacial de la intensidad de la luz. Este es el
efecto de aliasing, es un error en la frecuencia detectada. Se muestra éste efecto
en la Figura 10.9 donde se puede ver el efecto de reducir el nimero de pixeles en
las frecuencias espaciales del arreglo radial de lineas. Se puede notar que las
frecuencias espaciales mas altas, en el centro de la rueda, son reproducidas peor
cuando se reduce el nimero de pixeles, y que aparecen lineas "extras" en laimagen
en estos casos.

Ahora, regresamos a la OTF del detector CCD. Consideramos sélo una de las
copias de la funcién de la Figura 10.7 e indicamos el limite de Nyquist para las
frecuencias detectadas. Graficamos en la Figura 10.10 la OTF para diferentes
valores de la separacion entre pixeles de la CCD. Para los casos mostrados en la
Figura 10.10, las funciones OTF y los valores del limite de Nyquist son:

(@) OTF = sinc(26x u) sinc(6x u), Upg, = 1/(46x),
(b) OTF = sinc(1.56x u) sinc(6x u), uy,q, = 1/(36x),
(c) OTF = sinc(6x u) sinc(6x u) = sinc?(6x u), Upq, = 1/(26x%).

Se puede ver que, cuando la separacion entre pixeles se reduce, el OTF tiene un
valor menor para la frecuencia del limite de Nyquist. Esto significa que las
frecuencias mayores de este limite, y que por ende muestran el efecto de aliasing,
tienen menor amplitud y se notaran menos.
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Figura 10.9: Comparacién del mismo objeto capturado con diferentes niumeros de
pixeles. Arriba izquierda, 706 X 706 pixeles; arriba derecha, 235 X 235; centro
izquierda, 141 X 141; centro derecha, 101 X 101; abajo izquierda, 70 X 70;
abajo derecha, 60 X 60. (CCDTamanoPixel.m)
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Figura 10.10: EI OTF para un detector CCD para los casos de (a) Ax = 26x (b)

Ax = 1.58x;y (c) Ax = 6x. Las unidades del eje u son 1/8x. A la derecha de

cada grafica se muestra la forma del detector CCD y las lineas verticales indican
los limites de Nyquist para cada caso.
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Figura 10.11: El aliasing que siempre esta presente en un detector CCD.
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Sin embargo, hay que recordar que el limite de Nyquist es valido para funciones
que estan limitadas en banda. Se puede ver aqui que las funciones de sinc( ) no
estan limitadas en banda, tienen contribuciones de frecuencias altas. Esto significa
gue siempre hay aliasing, no importa la separacion de los pixeles. Este aliasing
viene de la integracion sobre cada pixel, porque, aunque no estuviera el término de
promedio, el término de integracién quedaria y daria un factor sinc( ). Este efecto
se puede ver en la Figura 10.11. La conclusion es que siempre se debe utilizar un
CCD para formar la imagen de estructuras que son lo mas grande posible
comparadas con el tamafio y la separacion del pixel.

También, es importante notar que, en un sistema éptico, el OTF es la multiplicacion
del OTF del detector con el OTF Optico del sistema de lentes y otros componentes
opticos, antes de que la luz llegue al detector:

OTF = OTFoptico X OTFCCD' (1016)

Ademas, puede haber otros términos OTF que tambien contribuyen, e.g.
electrénico, vibraciones o interferencia entre pixeles de la CCD. Para mas
informacion se puede ver (Boreman, 2001; Vollmerhausen y Diggers, 1998).

Figura 10.12: La variaciéon de la resolucion para diferentes direcciones de analisis
sobre el CCD.
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Finalmente, es importante notar que el comportamiento de un CCD (su MTF)
depende de la orientacion del objeto. La Figura 10.12 muestra un ejemplo de un
detector y diferentes direcciones que se pueden utilizar para analizar un objeto. Se
puede ver que la resolucién, que depende de la separacion de los pixeles a lo largo
de cada linea varia enormemente para cada caso, incluso hay lineas que soélo
intersectan un pixel, entonces no hay resolucion en estas direcciones. Usualmente,
las empresas constructoras de CCDs dan informacion de la MTF para los mejores

casos, a lo largo de los ejes x e y, y hay que tener cuidado de alinear la direccion
gue se quiere medir con estos ejes al momento de analizar una imagen.
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Capitulo 11

Filtraje Espacial

En este capitulo veremos un sistema 6ptico que permite alterar el contenido de las
frecuencias espaciales de una imagen: el sistema 4f y ejemplos con diferentes
tipos de filtros.

11.1 El sistema 4f

Consideramos el arreglo experimental que se muestra en la Figura 11.1 (Goodman,
1996; Steward, 1983; Reynolds et al, 1989). Utilizamos luz coherente en este
sistema. El objeto tiene la transmision de amplitud f(x,y), entonces, usando los
resultados del Capitulo 6, si tenemos el objeto a la distancia focal de la lente y
observamos también en la distancia focal, la distribucion de amplitud en el plano a
la distancia focal es:

Trad I\ o~ _ X/ _y!
f'ix',y") = J(f(x,y)), conu = E,v =7 (11.1)

Tomando la distancia focal de la segunda lente igual a la distancia focal de la
primera lente, la imagen final es:

ey =S (S(f(x, y))) = f(—x,—y), (11.2)

es decir, nuestro sistema forma la imagen del objeto invertido y con magnificacion
1. Esto no es muy interesante, pero lo que si es interesante es que, en el plano
intermedio, o el plano de Fourier, donde tenemos la transformada de Fourier del
objeto, tenemos el contenido en términos de frecuencia espacial del objeto y lo
podemos manipular, es decir, podemos cambiar el contenido del objeto en términos
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de frecuencia espacial con la ayuda de filtros en el plano de Fourier. Aqui
supusimos que la abertura finita de las lentes no afecta las imagenes, esto significa
gue las lentes son suficientemente grandes como para transmitir todas las
frecuencias espaciales del objeto.

onda
plana < f > < f > < f > < f >
incidente |
—_— |
|
— > |
|
— |
|
objeto f'(x"y') imagen
f(x,y) f"(X",y")

Figura 11.1: El arreglo experimental para filtraje espacial.

11.2 Filtraje de amplitud

Vamos a ver un ejemplo de filtraje espacial para que el proceso sea mas claro.
Tomamos el objeto mostrado en la Figura 11.2. En ecuaciones, la transmision de
amplitud de este objeto es:

f(xy)
= ({comb G) comb (%)} X {rect (g) rect (351)}) {rect (%) rect (%/)}
(11.3)
y la transformada de Fourier de este objeto es:

F(u,v)
= ({I?comb(ul)comb(vl)}{a?sinc(ua)sinc(va)}) ®{L*sinc(ul)sinc(vL)}.

(11.4)
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Suponiendo que los dientes del comb( ) estan lo suficientemente separados, la
distribucion de intensidad en el plano de Fourier del sistema de filtraje espacial sera
como en la Figura 11.3.
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Figura 11.2: El objeto utilizado para filtraje espacial.
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Figura 11.3: La transformada de Fourier del objeto de la Figura 11.2.
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Ahora veremos qué pasa cuando ponemos filtros en el plano de Fourier. Primero

ponemos un filtro de forma rect(vl/2) como se muestra en la Figura 11.4a. La
amplitud transmitida en el plano de Fourier es aproximadamente:

F(u,v) = ({l?comb(ul)}{a?sinc(ua)}) ®{L?sinc(ul)sinc(vL)}, (11.5)
donde supusimos que la funcion sinc(va) es aproximadamente constante adentro
de la parte abierta del filtro. Al formar la imagen con la segunda lente, ignorando los

signos negativos que significan una inversion de la imagen, tomamos la
transformada de Fourier de esta ecuacion para obtener:

o oo ()

(11.6)

En la Figura 11.4b se muestra la forma de esta funcién. Se puede ver que se ha
quitado la estructura en la direccion y'' en la imagen.

)

(a) (b

Figura 11.4: La transformada de Fourier filtrada (a) y la imagen resultante (b).
(FiltrajeEspacialRendijaEnX.m)

Si usamos un filtro rect(ul/2) la amplitud en el plano de Fourier es:

F(u,v) = ({I?comb(vD)H{a?sinc(va)})®{L*sinc(ul)sinc(vL)}, (11.7)
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y la imagen es:

fll(x”’y”) — <{l comb (yT>} X {Cl rect

En la Figura 11.5 se muestran estas funciones.

(a) (b)

Figura 11.5: La transformada de Fourier filtrada (a) y la imagen resultante (b).
(FiltrajeEspacialRendijaEnY.m)

VR

)l

(11.8)

Si se selecciona sélo el centro del patrén en el plano de Fourier:

F(u,v) = (1*a®sinc(ua)sinc(va) )®{L?sinc(uL)sinc(vL)}, (11.9)
y, si L > a los valores de sinc(ua) y sinc(va) seran aproximadamente
constantes donde las funciones de sinc(ul) y sinc(vL) tienen valores
significativos:

F(u,v) = I?a?L?sinc(ul)sinc(vl), (11.10)

y la imagen final es:

"o x" y”
&Y = 12a2rect | — |rect [ = ).
f arec(L>rec<L)

(11.11)
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(a) (b)

Figura 11.6: La transformada de Fourier filtrada (a) y la imagen resultante (b).
(FiltrajeEspacialAgujero.m)

- 4 o
a b c
'---.-!a!--.-

-

Figura 11.7: El resultado de filtrar con un agujero circular en el plano de Fourier.
En unidades de pixeles, el objeto consiste en lineas de ancho 12 y separacion 50,
con un tamaiio total de 512 X 512. Los tamarios de los filtros son (en pixeles), a.
el objeto original; b. filtro tamafio 501 pixeles; c. filtro tamafio 201 pixeles; d. filtro
tamafio 101 pixeles; e. filtro tamafio 21 pixeles; f. filtro tamafio 11 pixeles; g. filtro

tamafio 7 pixeles; h. filtro tamafo 3 pixeles e i. filtro tamafo 1 pixel.
(FiltrajeEspacial Agujero.m)
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Entonces, no hay informacién en la imagen de la frecuencia espacial del objeto. Se
muestran estas dos funciones en la Figura 11.6. Es importante notar que cualquier
"punto” de luz en la transformada de Fourier que se deja pasar solo (es decir, se
tapa todo el resto de la transformada de Fourier) dard la misma imagen. En la
amplitud de la imagen, por el teorema de corrimiento, habra un término de fase,
pero esto desaparece en la intensidad, que es lo que se puede medir. La Figura
11.7 muestra el efecto de tener un filtro de la forma de la ecuacion (11.10), de
tamafio variable, calculado numéricamente. Dejando pasar muchas frecuencias se
obtiene el objeto original, y se va distorsionando la imagen cuando se reduce el
tamafio del filtro, para dejar pasar la contribucién de solo una frecuencia para la
dltima imagen, que es el caso descrito arriba.

La Figura 11.8a muestra otro caso, en el cual se bloguea sélo el orden central en
la transformada de Fourier del objeto. En este caso la transformada de Fourier que
pasa a la segunda lente se puede escribir como:

F(u,v)
= ({l?comb(ul)comb(vl) }{a?sinc(ua)sinc(va)}) ®{L?sinc(ul)sinc(vL)}

_I*a2L%sinc(ul)sinc(vl),
(11.12)

y por la linealidad de la transformada de Fourier, la imagen es:
f”(x”, yll)
xll yII xll yll
=|qcomb|—|comb|— | @ rect| — |rect| —
l l a a
xII yII 5 5 xll yII
X —_— —_— J— —_— S
{rect<L>rect(L>} larect(L>rect<L>,

(11.13)

es decir, la amplitud en la imagen es la amplitud del objeto menos una constante.
La Figura 11.9 muestra (a) la amplitud del objeto, (b) la amplitud del objeto menos
una constante, y (c) la intensidad en la imagen, que es el modulo cuadrado de la
amplitud en (b).
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(@) (b)

Figura 11.8: Filtros en la parte central de la transformada de Fourier del objeto.

Aamplitud

FanY »

v -~
X

Aamplitud

O >
X

A intensidad

Fan) L.

3 Lol
X

Figura 11.9: El efecto de quitar el orden central de la transformada de Fourier
sobre la imagen final. Arriba, distribucion de amplitud original; en medio,
distribucion de amplitud después de quitar una constante; y abajo, la intensidad
correspondiente.
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Figura 11.10: Simulacion numérica para mostrar el efecto de quitar las frecuencias
centrales del patréon de frecuencias espaciales. Arriba izquierda, objeto original,
arriba derecha, restando una constante; centro izquierda, restando una constante
y un cos(2mx/a); centro derecha, restando una constante, un cos(2mx/a) y un
cos(2m3x/a); abajo, restando una constante, un cos(2mx/a), un
cos(2n3x/a) y cos(2m5x/a). Todos los términos multiplicados por los
coeficientes de la serie de Fourier, que pueden ser negativos (ver el capitulo 1).
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Figura 11.11: Simulacion numérica de filtraje con un punto oscuro en el plano de
Fourier. Imagen original, arriba; imagen filtrada, abajo. (FiltrajeEspacialPunto.m)
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Se puede ver que la imagen tiene cero intensidad, menos en los bordes del objeto.
Entonces, se estan enfatizando los bordes del objeto. Si ahora bloqgueamos un
orden mas en las direcciones u y v (ver la Figura 11.8b), tenemos que restar de la
ecuacion (11.12) los términos:

12a?L2sinc(ul)sinc(vL)®{a?sinc(la)sinc(la)}

X[f(u+D)+6(u—-0D+6(w+D+6(w-1D)],
(11.14)

y en la imagen hay que restar la transformada de Fourier de esta ecuacion:
212a*sinc?(la) rect (XT”) rect (%) [cos(2mx"'l) + cos(2my"'1)]. (11.15)

La Figura 11.10 muestra un calculo numérico de este caso y se puede observar
que las lineas a cada lado de los bordes son relativamente mas fuertes, es decir,
se esta enfatizando mas a los bordes. En este caso, para obtener las lineas oscuras
entre las dos lineas brillantes, se incluyeron puntos con altura de 0.5 en los bordes.
Si no se incluyen estos puntos aparece una sola linea brillante en las posiciones de
los bordes en los calculos numéricos. La Figura 11.11 muestra el efecto de este
tipo de filtraje en un objeto bidimensional. Nota que solo queda luz en las posiciones
de los bordes.

11.3 Filtraje de Fase

En lo que hemos visto hasta ahora en este capitulo, se ha utilizado filtraje de
amplitud: en el plano de filtraje la transmision ha sido 0 o 1 en los diferentes puntos
de este plano. Sin embargo, también es posible alterar la fase de la luz en el plano
de filtraje. El mejor ejemplo de esto es el método de Zernike para la observaciéon de
objetos de fase (Born y Wolf, 1980; Goodman, 1996; Steward, 1983; Reynolds et
al, 1989).

Suponemos que tenemos un objeto muy pequefio que es transparente (como
muchas muestras biologicas). Este objeto sélo alterara la fase de la luz incidente,

no la amplitud. Siinsertamos ésta muestra como el objeto en el sistema 4f de filtraje
espacial, la transmisién del objeto sera:

t(x,y) = el®ty), (11.16)

Como el objeto es pequefio, suponemos que la variacion de fase que produce el
objeto es pequefia:
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¢(x,y) K 1radian, (11.17)

y podemos realizar una expansion binomial de la funcidén de transmision del objeto,
despreciando el término cuadrado en la fase, para obtener:

tC,y) = 1+i¢(x,y). (11.18)

En el plano de Fourier, entonces, tenemos una distribucién de amplitud como la
trasformada de Fourier de esta transmision:

F(u,v) = §(u,v) + i 3(d(x,¥)). (11.19)

En el plano de la imagen, la distribucion de amplitud sera la transformada de la
amplitud en el plano de Fourier:

i(,y) =1+i¢(x,y), (11.20)

donde se han omitido los cambios de signo en las variables que producen una doble
transformada de Fourier. La intensidad en la imagenes es:

Iy) = (1+ipe))1—-id(xy) =(1+¢*(xy)) ~1, (11.21)

donde se ha despreciado el término de la fase cuadrada porque ya dijimos que la
fase es muy pequefia. Entonces la imagen es una distribucién uniforme de
intensidad y no hay ninguna informacion del objeto en la imagen. La razén de esto
es por la relacion de la fase entre los dos términos de la amplitud en la imagen. En
la ecuacion (11.21), los términos cruzados, que dan contribuciones de orden

¢ (x,y), desaparecen por el factor i en la amplitud. Si cambiamos el factor de fase
en la posicion (0,0) en la ecuacion (11.19), cambiamos la fase de la funcion
6 (u,v), y de la contribucion en el punto (0,0) de S(qb(x, y)). Sin embargo, si la
transformada de Fourier de la fase es suficientemente ancha, este cambio en solo

un punto casi no afectara a la transformada de Fourier de toda la funcion de la fase
y podemos escribir:

F(u,v) ~ 8w, v)e' +i3(¢p(x,y)). (11.22)
La amplitud en la imagen es ahora:

i(x,y) = e +i¢p(x,y), (11.23)
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y la intensidad es:
1 y) = (e +i¢(x,7)) (e — i p(x )
=1+ ¢2(x,y) +ip(x,y)(e™¢ —e'?)
=1+ ¢%(x,y) +i d(x,¥)(—2isin(H))

=1+ ¢*(x,y) + 2¢(x,y)sin(6)
~ 14+ 2¢(x,y)sin(60), (11.24)
donde hemos utilizado la misma aproximacion sobre la fase que antes. Aqui se

puede ver que el contenido de informacién sobre el objeto varia con la fase extra
gue se utiliza en el plano de filtraje de Fourier (FiltrajeEspacialObjetoFase.m):

e Sif =m/2,sin(8) = 1, laintensidad queda como I(x,y) = 1+ 2¢(x,y),
gue se llama contraste de fase positiva.

e Si 8 =3m/2, sin(f) =—1, la intensidad queda comol(x,y)=1—
2¢(x, y) que se llama contraste de fase negativa.

Se puede combinar un filtro de fase y un filtro de amplitud para tener:
F(u,v) ~ad(u,v) e’ +i3(p(x, ), (11.25)
con a < 1. En este caso la intensidad en la imagen es:
I(x,y) = a? + 2a¢(x,y)sin(0). (11.26)

La sefal a ruido (en realidad sefial a fondo) para este caso es:

sefial 2a¢(x,y)sin(0) _ éch(x, y)sin(0),

ruido a?
(11.27)
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que es 1/a veces mejor que el caso de a = 1, es decir, la variacion de la fase es

mas visible si a es mas pequefio. El caso limite es cuando a = 0. En este caso la
amplitud transmitida en el plano de Fourier es:

] ) u 1%

F(u,v) =i i”s(qb(x, y)) —irect (E) rect (E) S(qb(x, y)),

(11.28)

donde el segundo término corresponde a la parte de la transformada de Fourier del

objeto que esté bloqueado por el fltro, y € es el tamafio del filtro. La amplitud en la
imagen en este caso es:

i(x,y) =i¢(x,y) —ic?sinc(ex)sinc(ey)Q@p(x, y),
(11.29)

y la intensidad es:

I1(x,y) = A2 = 24¢(x,y) + ¢p?(x,y), (11.30)

con A = £2 sinc(ex)sinc(ey)®¢p(x,y) y aqui, como A es muy pequefio, no se
puede despreciar el término que esta al cuadrado en la fase. La relacion entre la
intensidad y la fase aqui es no-lineal y la intensidad que no tiene relacién con la
fase es muy pequefa. Esta técnica se llama el método de campo oscuro y es una
de las técnicas mas importantes para la microscopia en biologia. La Figura 11.12
muestra un ejemplo de célculos de un objeto de fase usando contraste de fase
positiva, negativa y campo oscuro (FiltrajeEspacialObjetoFase.m). Un ejemplo
experimental de ésta técnica se presenta en la Figura 11.13, que es una huella
digital (un objeto de fase por los aceites y sudor de la mano que deja en un acetato)
gue aparece en la imagen cuando se utiliza un punto oscuro en el centro del plano
de Fourier.
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Figura 11.12: Ejemplos de filtraje espacial de un objeto de fase. Arriba izquierda:
imagen del objeto de fase sin filtraje; Arriba derecha: imagen de contraste de fase
positiva; Abajo izquierda: imagen de contraste de fase negativa; Abajo derecha:
imagen de campo oscuro. Se puede ver un mejor contraste de los valores de
intensidad indicado en los niveles de gris de las gréaficas.
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Figura 11.13: La imagen de una huella digital sobre un pedazo de acetato sin filtro
(arriba) y con un punto oscuro en el plano de Fourier como filtro (abajo)
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Capitulo 12

Holografia

En este capitulo veremos las técnicas de holografia. Primero introducimos la
técnica de holografia para imagenes, y algunas variantes, para introducir la
notacion que utilizaremos, y posteriormente mostraremos como utilizar holografia
de la transformada de Fourier para realizar reconocimiento de patrones.

12.1 Holografia

En fotografia se toma una imagen que representa la distribucién de intensidad de
la luz reflejada de un objeto proyectado sobre un plano, que es el plano de la
fotografia. Se pierde la informacién de la "profundidad” del objeto, s6lo tenemos la
imagen de la proyeccion de la imagen sobre un plano. La técnica hologréfica nos
permite obtener una imagen que contiene informacion sobre la profundidad del
objeto; de hecho, con este método, se reconstruye la onda (amplitud y fase) de la
luz reflejada del objeto, entonces la imagen es una réplica del objeto (Smith, 1975;
Collier et al, 1971). La Figura 12.1 muestra una geometria que permite grabar un
holograma. lluminamos un objeto con una onda coherente y captamos algo de la
luz reflejada en la placa fotografica. Al mismo tiempo iluminamos la placa con una
onda de referencia de la misma fuente coherente. Tenemos un objeto que refleja la

onda o(x, y)e'® en el plano de la placa fotografica, donde o(x, y) es la amplitud

de laonday ¢, es la fase de la onda en cada posicién sobre el plano de la placa.
De forma similar, podemos escribir la onda de referencia sobre la placa

como r(x, y)e‘¢r. Dado que la luz es coherente, para calcular el campo total en la
placa tenemos que sumar los campos:

a(x,y) = o(x,y)e'®e + r(x,y)e'?r, (12.1)

y la intensidad de la luz incidente en la placa es:
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I1(x,y) = la(x, y)|? , ,
= 0%(x,y) + 72(x, y)+ 0(x,y) r(x, y){e!(Po=r) 4 ¢llér=d0)} (12.2)

placa
haz de fotografica
referencia

reflexion
difusa
del objeto

haz de
iluminacion
del objeto

Figura 12.1: Geometria utilizada para grabar un holograma

Ahora suponemos que la transmisién de amplitud de la placa revelada, T, es
proporcional a la energia incidente en la placa:

T =ty —vI(xy)7, (12.3)

donde t, es la transmision de la placa revelada cuando no hay luz incidente, y es

la sensibilidad de la placa a la energia incidente y T es el tiempo de exposicién de
la placa. El signo — es necesario porque la placa revelada es la negativa de la
distribucion de intensidad, igual que en una camara de pelicula normal.

La Figura 12.2 muestra la reconstruccion de la imagen. La placa revelada se

regresa a su posicion original y se ilumina con la onda de referencia original. La
amplitud transmitida por la placa es:
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T = tor(x,y)e!® —yI(x, y)tr(x, y)e'tr,

(12.4)

y sustituyendo la ecuacion (12.2) en la ecuaciéon (12.4), obtenemos 5 términos en

la expresion para la transmision de la placa revelada:

T = tor(x, y)e'® —yr 0%(x,y) r(x,y)e'¢r
i 11

-yt y) y)e'Pr —yt o(x,y) r(x, y)eiPo
111 1V

—_ )/T O(X, y) 'r'z(x’ y)ei(2¢r_¢o)_

v
placa
haz de revelada 1%
referencia
I I
imagen
virtual
V
imagen
real

Figura 12.2: Reconstruccion de la imagen en un holograma

Vemos el significado de los diferentes términos en esta expresion:

. La onda de referencia disminuida.

II. La onda de referencia modulada por la proyeccién de la intensidad del

objeto.
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lll.  La onda de referencia modulada por la proyeccion de la intensidad de la
onda de referencia.

IV. La onda del objeto modulada por la proyeccion de la intensidad de la onda
de referencia.

V. Laonda del objeto modulada por la proyeccion de la intensidad de la onda
de referencia pero con la fase negativa y con una contribucion de la fase de
referencia.

Suponemos que la onda de referencia es una onda plana, su intensidad, r? (x,y),

es una constante y la fase ¢, depende del angulo de incidencia sobre la placa. Los
términos I, 1l y Il son copias de la onda de referencia y apereceran en la misma
direccion que la onda de referencia original (ver la Figura 12.2). El término IV es
una copia de la onda del objeto y aparecera en la direccidbn que seguia la onda
reflejada del objeto (Figura 12.2). Si se observa la placa en la direccion de la onda
IV hacia la posicién del objeto original, se observara una copia del objeto, igual que
el original, en tres dimensiones. Esta onda es la imagen virtual del objeto (no se
puede proyectar sobre una pantalla directamente: se requiere una lente para formar
la imagen). El término V contiene la distribucion de amplitud del objeto pero con la
fase negativa, o(x, y)e‘“po, El cambio de signo en la fase significa que una onda
gue estaba divergiendo se cambia a una onda convergente, es decir, se forma una
imagen real del objeto, aunque lo que esta mas cerca a la placa en el objeto aparece
mas cerca a la placa en la imagen, entonces serd mas lejos del observador. La
imagen esté invertida o seudoscépica y se llama la imagen real del objeto. Ademas,
el término V contiene la contribucién de fase e‘2®r gue es la fase de una onda plana

que viaja a un angulo para dar la fase 2¢,, que, para angulos pequefios, sera dos
veces el angulo del haz de referencia. Esta fase estd sumada a la fase negativa del
objeto, entonces la imagen real aparecera a un angulo de 2 veces el angulo de
incidencia del haz de referencia de la direccion del haz del objeto, ver la Figura
12.2.

Notas

1. Por simetria, si iluminamos la placa revelada con el haz del objeto,
obtendremos las imagenes real y virtual del haz de referencia.

2. Aqui supusimos una placa fotografica infinitesimalmente delgada: sin efectos
de peliculas delgadas ni de difraccion de Bragg.

3. Necesitamos una separacion en angulo entre las diferentes imagenes; esto
depende de la eleccion del angulo de iluminacion con el haz de referencia.

Un efecto interesante ocurre cuando iluminamos la placa revelada con la onda

conjugada de la referencia, es decir, reconstruimos con r(x, y)e“¢r. La Figura
12.3 muestra esta onda de referencia conjugada. Siguiendo el mismo
procedimiento como arriba, el campo transmitido por la placa revelada es:
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T = tor(x,y)e” "% —yt 0®(x, ) r(x, y)e '
I 1

—vrré(x,y) r(x, y)e ' —y1 o(x,y) r?(x, y)e!(Po=20r)
11 v

—yto(x,y) r’(x,y)e %o, (12.6)

14
v
placa
revelada
LIl 111
conjugada
de haz de
referencia
imagen V \
real
imagen
virtual

Figura 12.3: Reconstruccion con el haz de referencia conjugado.

En la Figura 12.3, también se muestran las direcciones de estos 5 términos. Lo mas
importante aqui es el término V, que es la conjugada de la onda del objeto, es decir,
ésta es una onda que converge para formar la imagen del objeto. Esta es una
imagen real del objeto sin inversién (no tiene el signo negativo en la fase), que

aparece en la posicion del objeto original.
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rojo
placa
haz de revelada

luz blanca azul

punto de
la imagen
azul

punto de
la imagen
roja

Figura 12.4: Reconstruccion de un holograma con luz blanca.

12.2 Hologramas de luz blanca

¢, Qué pasa si intentamos iluminar la placa revelada con luz blanca? Cada color
producird una imagen, pero debido a que la fase depende de la longitud de onda,
cada contribucion tendra un término de fase diferente. Suponiendo siempre ondas
planas, esto significa que cada color producird su imagen virtual en un angulo
diferente, o podemos decir que hay aberracién cromatica. Esto se muestra en la
Figura 12.4. Entonces, ¢como podemos reducir esta aberracion cromatica? De la
misma Figura 12.4 se puede ver que si se reduce la distancia entre la imagen y la
placa (que es la misma que la distancia entre el objeto y la placa) el efecto de la
aberracién sera reducido. Una forma de poner el objeto en el plano de la placa se
muestra en la Figura 12.5(a). Aqui se forma la imagen del objeto original sobre la
placa utilizando una lente. Al iluminar la placa revelada con la referencia original se
forman las imagenes real y virtual que estan separadas en angulo, es decir,
dependiendo de la posicion del ojo se ve la imagen real o virtual (Figura 12.5(b)).
Sin embargo, si se piensa en el objeto utilizado para tomar el holograma, sabemos
gue solo lo podemos ver en ciertas posiciones del ojo, porque se esta viendo a
través de la lente. Este efecto se llama vifieteo, y significa que sélo hay un rango
pequefio de angulos en el cual se puede ver la imagen.

Otro método que no tiene este problema se indica en la Figura 12.6. La técnica se
llama "amo-esclavo” porque se utiliza la imagen real del holograma grabado en una
placa revelada, como el objeto para otro holograma; para éste segundo holograma,
la placa y el objeto estan en el mismo plano. En este método no hay el problema
de vifieteo.
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Figura 12.5: Formacion de un holograma de luz blanca utilizando una lente.
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12.3 Interferometria Holografica

En una misma placa fotografica se pueden grabar 2 hologramas con la misma
referencia (Collier et al, 1971; Hariharan, 1985). La intensidad grabada por la placa
sera la suma de las intensidades de los dos hologramas, es decir,, si los dos
hologramas son:

Iy = 02 + 1% 4+ 0,1e'P17%) 4 g, rel(@r=¢1),

. . 12.7
12 = 022 + ’r2 + Ozrel(d)z_d)r) + Ozrel((f)r—(;bz), ( )

donde, por brevedad, no hemos escrito la dependencia con la posicion.

haz c\
referencia
placa
\ fotografica 1
objeto é

iluminacion
del objeto

placa 1
revelada
conjugada
del haz de
placa 2 referencia

imagen
real

Figura 12.6: El método “amo-esclavo” para formar un holograma de luz blanca.
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La intensidad total grabada en la placa es:

=1 +1, = 0?+0%+2r?+ (0,1 + 0,e'%2)re~¢r
+(ole‘i¢1 + oze‘i‘f’z)rei‘i’r. (12.8)

La transmisién de amplitud de la placa revelada es, entonces:

T = tyre'®r — y1 02re'Pr — yr 02ret®r
I 11

— 2yt rire' + yr(o.e'P + 0,e'%2)r?
11 IV

+yt(0,e7%1 + 0,67 P2)r2e2%r,  (12.9)
v

Aqui, en las imagenes real y virtual, los términos IV and V, respectivamente,
tenemos la suma de las ondas (amplitud y fase) de los dos objetos, es decir, la
interferencia entre las dos ondas, en 3 dimensiones, para cada punto de los dos
objetos.

Un ejemplo de como se puede hacer esto sera iluminar un objeto con dos pulsos
de luz, uno después de otro, y utilizar los mismos pulsos como onda de referencia.
Cualquier cambio en el objeto entre la iluminacién con los dos pulsos dara franjas
de interferencia en la imagen final que se reconstruye con la placa revelada.

Otro ejemplo sera el de interferometria en tiempo real, y en la Figura 12.7 se
muestra como se puede lograr. Aqui se graba un holograma en la forma normal, y
la placa revelada se regresa a su lugar. Luego, se ilumina la placa con la referencia
y el objeto con el haz utilizado para grabar el holograma. Esto produce la imagen
virtual del holograma superpuesta sobre el objeto original. Cualquier cambio en la
posicion del objeto dard una variacién entre el campo reflejado por el objeto y el
campo de la imagen virtual del holograma, y estas variaciones produciran franjas
de interferencia. Un problema con este método es que el holograma tiene que estar
posicionado exactamente en la misma posiciéon en que fue grabado. Un error en el
posicionamiento de solo una longitud de onda dara franjas en la imagen final.
Ademas, el proceso de revelacion de la placa puede causar un cambio de tamafio
en la placa y esto tambien dara franjas, aunque el objeto no ha sufrido ningun
cambio.
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Figura 12.7: Interferometria hologréafica en tiempo real.
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Figura 12.8: Interferencia holografica promediada en el tiempo.
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imagen
haz reflejado real
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Figura 12.9: Interferencia holografica con cristales fotorrefractivos.
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También se han hecho hologramas de interferencia promediada en el tiempo. El
esquema para esta técnica se muestra en la Figura 12.8. Se graba el holograma
mientras el objeto estd en movimiento. La intensidad que llega a la placa, que
contribuye a la imagen virtual es:

T T

I = jo(x, y) r(x,y) e @e®O-¢dt ~ o(x, y) r(x,y) J el(Po(®O=r) gt
0

0
(12.10)

suponiendo que las amplitudes de los haces del objeto y referencia no cambian
mientras se graba el holograma. Esto significa que la intensidad final depende del
movimiento del objeto, y partes del objeto que tienen el mismo movimiento tendran
la misma intensidad final, es decir, habran franjas de interferencia. Pero no se
necesita una placa fotogréfica para hacer esto; se puede hacer en cristales
fotorrefractivos (e.g. BSO, BTO, etc.) (Troth y Dainty, 1991). Estos cristales
muestran una variacion en su indice de refraccion dependiendo de la intensidad
incidente. Utilizando la geometria mostrada en la Figura 12.9, la intensidad
incidente en el cristal es de la forma que ya vimos para los hologramas normales.
Esta distribucion de intensidad causa una distribucion del indice de refraccion
adentro del cristal que actta para variar la transmisién del haz de reconstruccion.
lluminando el cristal con la conjugada del haz de referencia produce una imagen
real del objeto, que se puede separar del objeto utilizando un divisor de haz, como
se muestra en la Figura 12.9. Estos cristales tienen un tiempo de respuesta que
puede ser del orden de milisegundos, que representa el tiempo necesario para que
el indice de refraccion responda a un cambio en la intensidad incidente. Entonces,
si el movimiento del objeto es mas rapido que este tiempo de respuesta, el cristal
integrara el movimiento y tendremos franjas de interferencia promediadas en el
tiempo superpuestas sobre la imagen real del objeto. Si el movimiento es mas lento
gue el tiempo de respuesta, sblo se veria el objeto en diferentes posiciones, no
habran franjas de interferencia. La ventaja con este método es que no hay que
revelar placas, con los problemas de tener que regresarlas a la misma posicion que
en el proceso de grabado; la desventaja es que estos cristales suelen ser muy caros
y pequefios por las dificultades involucradas en el proceso de crecerlos.
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Figura 12.10: Grabacion y reconstruccién de un holograma de la transformada de
Fourier.

12.4 Hologramas de la Transformada de Fourier

Otra forma de grabar informacion es a través de la transformada de Fourier de un
objeto (Collier et al, 1971). La Figura 12.10 muestra las geometrias de grabacion y
de reconstruccion en este método, utilizando las propiedades de lentes para
producir la transformada de Fourier de un objeto. Escribiendo la transmisién de

amplitud del objeto, que esta centrado en el eje 6ptico, como o(x,y) vy la fuente
puntual de referencia, que estéa fuera del eje 6ptico, como §(x + b, y), la amplitud

que llega a la placa es la suma de las transformadas de Fourier de estas dos
amplitudes:

o » (12.11)

A(xp ¥p) = (0w, v) + e_iznub)u_x_r’ _p
=2 p=2P

ar?
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donde 3(o(x,y)) = O(u,v) y hemos utilizado el teorema de corrimiento para la

transformada de Fourier de la funcién de §(x + b,y). En la ecuaciéon (12.11)
hemos notado explicitamente el escalamiento en la Transformada de Fourier de la
lente y que relaciona los coordenadas del plano de la placa con las frecuencias
espaciales; en las ecuaciones abajo no escribiremos este escalamiento
explicitamente, para hacer las ecuaciones mas claras. Noten que la transformada

de Fourier de la §(x + b, y) nos da una onda plana de referencia sobre la placa.

La intensidad grabada en la placa es el médulo cuadrado de la ecuacion (12.11):
I(x,, %) = 10w, v)|> + 1 + 0(u, v)e*™ b + 0*(u, v)e ™ b, (12.12)

La transmisién de la placa revelada sera proporcional a esta intensidad. Entonces,
iluminando con la onda plana generada por la fuente puntual de referencia original,

e ~12mub | campo transmitido por la placa sera:

T(xp'yp)  |0(u, v)|?e 2Tl 4 o=2TUb 4 O(y,v) + 0*(u, v)e Hmub,
(12.13)

y la imagen final es la transformada de Fourier de esta transmision de amplitud:

A(x;,y;) xo(x+b,y) *o(x+b,y) +6(x+b,y)
I 11

+o(x,y)+o0"(x+2b,y). (12.14)
111 v

Los términos de esta expresion representan:

|.  Esto es la autocorrelacion del objeto original centrado en x = —b, la
posicion del punto de referencia original.
II. Esto es laimagen de la fuente puntual de referencia, en la misma posicién
gue el original.
[ll.  Esto es laimagen del objeto, en la misma posicion que el original.
IV. Esto es unaimagen del objeto original, pero conjugada y en la posicion
x = —=2b.

La Figura 12.11 muestra un ejemplo de un objeto y su imagen correspondiente
utilizando este método de holografia. En general, para objetos razonablemente
complicados (como, por ejemplo, letras) la autocorrelacion de un objeto cae
rapidamente de su maximo a un valor casi cero, entonces muchas veces la
podemos aproximar como una funcion de 6( ). Se presenta un ejemplo numérico
en las Figuras 12.12, 12.13 y 12.14, en las cuales se muestran el plano del objeto,
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el plano de la imagen y el plano de la imagen con un maximo de intensidad
adecuado para ver la estructura mas fina, respectivamente. En la Figura 12.14 la
imagen en blanco es la auto-correlacion del objeto. La imagen en gris a la derecha
de la auto-correlacién corresponde a la imagen directa del objeto (en la misma
posicion que el objeto original). La imagen en gris a la izquierda es la imagen

conjugada del objeto en la posicion x = —2b, con el punto de referencia original
enx = —b, b = 80y el cero de posicién en la posicion (256, 256) en la figura.
plano del plano de la
objeto imagen
k=0 A A
X=-h ~—"rr—-—-®-—-—1-—1-——- @ - |- -

x=-2b - - E=====t | bt

Figura 12.11: Un ejemplo de un objeto y su imagen reconstruida con un
holograma de la transformada de Fourier.

12.5 Reconocimiento de patrones

Grabamos un holograma como se muestra en la Figura 12.15 (Goodman, 1996;
Collier et al, 1971). Aqui utilizamos un objeto 0,(x + b,y) como la onda de
referencia. La amplitud que llega a la placa es:

A(xp,¥p) = 01(w, ) + 0,(u, v)e ™22, (12.15)

y la intensidad grabada en la placa es:
I(xp;yp) =10, (u, v)lz + 0, (u, v)lz

+0,(u, v) 03 (u, v)e?™ b + 05 (u, v)0,(u, v)e 2™P  (12.16)

261



al

100

180

200

250

300

340

400

440

400
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura 12.12: El plano del objeto para el holograma de la transformada de Fourier.
Se puede ver el punto de referencia a la derecha del objeto.
(HolografiaTransformadaFourier.m)
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Figura 12.13: La intensidad en el plano de la imagen. Esta imagen esta al revés
comparada con el objeto, y la imagen es dominada por la auto-correlacion del
objeto, en la posicién correspondiente a la posicion del punto de referencia.
(HolografiaTransformadaFourier.m)
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Figura 12.14: La imagen con una reduccion en la intensidad maxima graficada. En
esta figura el objeto en blanco es la auto-correlacion del objeto. La imagen en gris
a la derecha de la auto-correlacion corresponde a la imagen directa del objeto (en
la misma posicion que el objeto original). La imagen en gris a la izquierda es la
imagen conjugada del objeto en la posicion x = —2b, con el punto de referencia
original en x = —b y el cero de posicién en la posicion (256, 256) en la figuras.
(HolografiaTransformadaFourier.m)
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Figura 12.15: Grabacion del holograma utilizado para reconocimiento de patrones.
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Figura 12.16: Sistema de filtraje espacial utilizado para reconocimiento de
patrones.

Ahora, esta placa revelada se coloca en el sistema de la Figura 12.16, que es un
sistema de filtraje espacial con la placa holografica revelada como el filtro, y se

ilumina con un objeto 03 (x + b, y). La transmisién de amplitud de la placa es:

T(x,, ) & 03(u, v)e 2™ [(x,, 7))
= 03 (u, v) |01(u’ v)|ze_i2”ub + 03(% v) |02(u’ v)lze—iZnub

+0,(w, v) 05 (u, v) 03 (u, v) + 05 (u, v) 0, (u, v) 05 (u, v)e Hmub,
(12.17)

y la imagen final es la transformada de Fourier de esta expresion (recuerden que
3(010;) = 01 * 03,y 3(0,03) = 0,®0):

A(x;, y1) « 03(x + b, y)®{01(x + b, y) * 01(x + b, y)}
I

+03(x +b,y)®{0,(x + b,y) * 0,(x + b, y)}
11

+01 (%, Y)®{03(x,y) * 0,(x,¥)}

HI

+0,(x+2b,y)®{0,(x + 2b,y)®05(x + 2b,y)} .
v

(12.18)
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Aqui, los términos | y Il aparecen en x = —b, y, si los objetos 0, (x,y) y 0,(x,y)
son lo suficientemente complicados, las autocorrelaciones que estan en estos
términos se pueden aproximar como funciones §( ). En este caso los primeros

dos términos dan replicas del objeto 03(x,y) en la posicion x = —b,
independientemente de si los tres objetos son o mismo, similares o diferentes. El
término Il aparece en la posicion x = 0, y el IV en x = —2b, y dependen de la

correlacion y la convolucién, respectivamente, entre los objetos 0,(x,y) vy
05(x,y). Si los objetos son lo suficientemente diferentes, estas dos operaciones
daran la respuesta 0 y no habra imagenes en x = 0 ni en x = —2b. Pero, si
05(x,y) = 0,(x,y), lacorrelacion y la convolucion tendran respuestas que no son
cero y en las dos posiciones apareceran imagenes del objeto 0, (x,y). En este
caso, si la autoconvolucion y la autocorrelacion de 05 (x, y) son funciones con un
pico grande, como una funcion 6( ) las imagenes lll y IV seran replicas de

0,(x,y),y sino, las imagenes seran versiones borrosas de 0, (x, y). Sin embargo,
recuerden que, para la convolucion, hay que invertir una de las imagenes, entonces
si el objeto no es simétrico (por ejemplo, la letra O es simétrica, pero la letra L no lo
es), la convolucién tendra un valor mas pequefo que la correlacion. Entonces, aqui
tenemos un sistema que podemos utilizar para identificar cuando un objeto

desconocido, 03(x,y) es igual a un objeto conocido 0,(x,y), es decir, tenemos
reconocimiento de patrones.
Otra cosa que podemos hacer es detectar cuando un objeto desconocido es parte

de un objeto conocido. Por ejemplo, tomamos el caso que acabamos de ver, pero
con:

0,(x,y) =0(x) = Z cj(x — xj),
] (12.19)

es decir, una coleccion de caracteres seperados en la direccion X, y:
0,(x,y) =6(x+b,y). (12.20)

La intensidad grabada en la placa es:

1(x,, %) = 10w, )| + 1 + 0(u, v)e?™b + 0*(u,v)e ?™b,  (12.21)
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Ahora, ¢qué pasa si iluminamos solo con el elemento (caracter) ¢;(x — x;) en el
arreglo de filtraje espacial (la Figura 12.16)?

El campo que llega a la placa revelada es:

A(xp, ) = C(u, v)e?mux, (12.22)

y el campo transmitido en la placa es:

T(xp, yp) = Cl(u, 17) |0(u, v)lze—iZT[uxl + Cl(u’ U) e—iZTL'uxl

+C,(w, v) 0 (w, v)e 2™ E+D) + ¢ (u, v) 0" (u, v) e 2muti=b),
(12.23)

El campo que llega al plano de la imagen final es la transformada de Fourier de
este campo:

A(x, yi) = o (x — x))®{o(x — xp) * 0(x — x)} + ¢, (x — x)

I 11

+c;(x —x; —b)®o(x —x; — b)
111

+c(x—x;+b)*xo(x—x;,+b).
v

(12.24)

Vamos a analizar cada uno de estos términos. La Figura 12.17 muestra las
posiciones de las diferentes imagenes:

Centrado en x = Xx; esto es la autocorrelacion del objeto total convuelto con
el caracter c;. Si la autocorrelacion de o(x) es una funcién que parece a un
6( ) (sélo tiene un valor cuando las dos funciones estan superpuestas),

este término es una copia del caracter c¢; en la posicion x = x;, es decir, en

la posicion original de este caracter.
Este término es una imagen directa del haz de reconstruccion. Otra vez es

una replica del caracter ¢; en la posicion x = Xx;.

Esto es la convolucién de ¢; con todos los otros caracteres, centrada en x =
x; + b. Para la convolucién hay que voltear una de las funciones, entonces
en general para funciones que no son simétricas y son razonablemente
complicadas (como letras), no dara un pico muy alto. Suponemos que los

266



diferentes caracteres son lo suficientemente diferentes para que no haya
contribucion a la imagen de las convoluciones entre ¢; y los otros caracteres.

IV.  Esto es la correlacion entre ¢; y todos los otros caracteres. Para caracteres
suficientemente diferentes, éste término daré un pico alto cuando el caracter
c; esta correlacionado con si mismo, es decir, cuando la diferencia de
posicion entre ¢;(x —x; + b) y o(x — x; + b) es Ax = x;, es decir, en
x = —b, en la posicion de la funcién de §( ) original. Suponemos que la
transmision de los caréacteres es real.

| €, (X-X;-b)
Il ® ®
o(x-x, -b)
- Cr (X=X
o(x) cl(xxl* L“*I( )
C, (x-x, +b)
O(x+b) ° *
v 0*(x-X, +b)
objeto para objeto para imagen
grabacion reconstruccion
de placa del holograma

Figura 12.17: Izquierda: el plano del objeto para la grabacién de la placa; centro:
el objeto utilizado para la reconstruccién; y derecha: la imagen final de la
reconstruccion.

Entonces tendremos un pico de luz en la posicion x = —b si el caracter presentado
para la reconstruccion es uno de los caracteres originales, y no habra este pico si
el caracter es diferente. Aqui, la repuesta es la misma para todos los caracteres,
sabemos que el caracter presentado es uno de los originales pero no sabemos cual
es.

Pero ¢qué pasa si, en la reconstruccion de la misma placa revelada, utilizamos el
caracter ¢;(x), es decir, el mismo caracter, pero ubicado en el eje Optico del
sistema? La placa es iluminada por el campo C;(u, v), y haciendo el mismo analisis
para la imagen final, tenemos que:
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A(x, yi) = c(x)®{o(x + {Cl) *o(x +x))} + Cl(vx)
i 11

+c;(x —b)Qo(x —b) + c;(x+b)*o(x+b).

111 v

(12.25)

Ahora, el término IV tendra un pico alto cuando x + b = —x; 0 x = —b — X, €s
decir, la posicion del pico de correlacion permite identificar el caracter del conjunto
original. Se muestra un ejemplo calculado de este efecto en las Figuras 12.18 y
12.19. (HolografiaReconocimientoPatrones.m)

12.5.1 Método de Van der Lugt

En lugar de presentar los caracteres uno por uno en el sistema de reconocimiento,
se puede hacer por “pagina”. La Figura 12.20 muestra el principio de este método.
El objeto original contiene letras, y la separacién entre las letras debe ser igual o
mayor al tamafio de la pagina para obtener una separacioén de las sefales para
cada letra en la imagen final. Si la pagina desconocida se pone en la pagina
corespondiente a la letra A, como se muestra en la figura, la posicion de la imagen
de la fuente puntual de referencia en la imagen, x = —b, corresponde a la posicién
de la letra A en el objeto original. Con el mismo razonamiento que en la seccién
anterior, la correlacion entre el objeto original y la pagina desconocida dara una
serie de picos de correlaciéon en las posiciones alrededor de la posicion x = —b
dependiendo de la letra y su posicion, como se muestra en la Figura 12.18(c). Para
cada letra habra un pico de correlacién en las posiciones:

x=x"—x,—b,

_ (12.26)
y=y'-n,
donde x e y son la posicion del pico de correlacion, x" e y' son la posicion de la

letra en la pagina de prueba 12.18(b) relativa a la primera letra A, y x; e y; son la
posicion de las letras del objeto original relativo a la letra A. Esto permite determinar
la distribucién de cada letra en la pagina desconocida.

Hay varios problemas con todas estas técnicas: el valor de la correlacion de un
caracter y otra copia del mismo caracter depende de la escala, orientacion y estilo
de escritura de esta copia, si no son iguales al original puede dar una correlacién
de un valor de cerca de 0. También caracteres que son similares pueden dar
identificaciones falsas, e.g. se pueden confundir las letras O y Q, si el valor de la
correlacion es suficientemente alta.
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Figura 12.18: Reconocimiento de patrones. Arriba: el objeto original, que es
una arreglo de letras a la izquierda, y un punto de referencia a la derecha. Abajo:
el objeto utilizado para la reconstrucciéon, que en una letra "B" en la posicion del

punto de referencia original. (HolografiaReconocimientoPatrones.m)
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Figura 12.19: La imagen final para reconocimiento de patrones. Arriba: la
imagen mostrando la correlacion del objeto y el objeto de reconstruccion (términos
|y Il de la ecuacién (12.25)). Abajo: Saturando la intensidad se encuentran los
términos de convolucion (término 11l de la ecuacion (12.25), a la izquierda), y la
correlacion (término IV de la ecuacion (12.25), a la derecha) entre "B" y el objeto
original. Se ve que el término Il esta derecho, mientras el IV esta invertido.
(HolografiaReconocimientoPatrones.m)
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(a) (b)

O (x+b)

(c)

Figura 12.20: El método de Van der Lugt. (a) objeto original, (b) objeto
desconocido, (c) imagen final.

12.6 La resolucion del medio grabador

Una limitacion a las técnicas de holografia es la resolucién del medio que se utiliza
para grabar el holograma (Collier et al, 1971). La Figura 12.21 muestra esta
limitacién; dos ondas que intersectan a un angulo 6 producen un patrén de
interferencia con una separacion entre franjas, d, dada por:

A

d= 2sen(8)’

(12.21)
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Entonces, este patron de interferencia se puede grabar en una placa, o en un cristal,
que tiene una resolucion (que puede grabar estructuras) de 1/d en lineas/mm. La
resolucion de placas fotogréficas, por ejemplo, depende del tamafio del grano del
material fotosensible que contiene la placa. Si el grano es grande, la resolucién es
menor, aunque el tiempo de exposicion serd menor; y si el grano es pequefio, la
resolucién es mayor, pero el tiempo de exposicion aumenta. En el caso de los
cristales fotorrefractivos, la resolucién depende de la densidad de electrones libres
en el cristal.

Figura 12.21: Interferencia entre dos haces.

Ahora ¢,cémo afecta esto la resolucion en holografia? Primeramente vemos el caso
gue se indica en la Figura 12.22, de holografia traditional. Suponemos que la placa
fotografica es suficientemente grande como para interceptar todos los rayos que
salen del objeto. Se puede ver que diferentes frecuencias espaciales en el objeto
difractan la luz en diferentes angulos; frecuencias espaciales mas grandes difractan
a angulos mayores. Entonces la contribucion de diferentes frecuencias espaciales
llega a diferentes angulos con respecto al haz de referencia, es decir, la separacién
entre las franjas de interferencia varia para diferentes frecuencias espaciales del
objeto. Por la resolucién de la placa fotogréafica, hay un limite en el angulo entre los
dos haces que se puede grabar, entonces hay un maximo en la frecuencia espacial
gue se puede grabar en la placa. En la geometria de la Figura 12.22 la distribucién
de frecuencias espaciales que se puede grabar no es simétrica porque el haz de
referencia llega a un angulo no-normal. Es interesante notar que el tamafo de la
placa también actia como un limite en las frecuencias espaciales que se pueden
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grabar; las frecuencias mas altas difractan la luz a &ngulos muy grandes que no
intersectan la placa si ésta es mas pequefia.

haz de
referencia
placa
fotografica
haz de
referencia

Figura 12.22: El efecto de la resolucién de la placa fotogréafica en holografia
traditional.

La situacion es diferente para el caso de holografia de la transformada de Fourier,
como se indica en la Figura 12.23. Por la geometria de esta forma de holografia, la
luz difractada por una frecuencia espacial a un angulo es enfocada en la placa
fotogréfica. Entonces, aqui el angulo entre el haz de referencia y el haz del objeto,
depende de la posicion en el objeto. Como se puede ver en la Figura 12.23, si el
objeto es mas grande, los rayos de la orilla del objeto llegan a la placa a un angulo
mas grande, y entonces producen franjas con una menor separacion, es decir, el
limite de resolucién de la placa limita el tamafo del objeto, no las frecuencias
espaciales que se pueden grabar. Otra vez, en este caso, si se reduce el tamafo
de la placa fotografica, se reduce la frecuencia espacial maxima que se puede
grabar.
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placa
— — — 777 fotografica

-~
-~
~
— objeto ] ~
onda plana N o(x,y)_
incidente 7
—_— [,
/
fuente puntual I
para haz de
referencia
lente
distancia
focal f

Figura 12.23: El efecto de la resolucion de la placa fotogréafica en la holografia de
la Transformada de Fourier.
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Capitulo 13

Teoria de Coherencia

Hasta ahora, hemos analizado dos casos extremos de la luz: luz completamente
coherente y luz completamente incoherente. En general, cualquier fuente que
utilizamos en el laboratorio no cabe en estas dos categorias: estamos en el rango
de la coherencia parcial (Born y Wolf, 1980; Marathay, 1982). Este caso es el mas
general y es el que investigamos en este capitulo.

13.1 El experimento de Young

Vamos a analizar un experimento clasico y basico de la fisica: el experimento de
Young, ver la Figura 13.1. El campo que llega al punto de observaciéon P en tiempo
t desde el agujero 1 es:

KlEl(t - Tl)' (131)

donde Kj; es el factor que vimos en el capitulo 3 para la propagacion de las ondas
secundarias:

K, =—= (13.2)
si suponemos angulos de desviacion pequefios. E;(t") es el campo en el agujero
1 en el tiempo t', y T, es el tiempo de viaje de la luz entre el agujero y el punto de

observacion, T; = r;/c, entonces t — 7, es el tiempo en el cual el campo que
observamos en el punto P en el tiempo t estaba en el agujero 1. Asi, la ecuacion
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13.1 es el campo que se propaga desde el agujero 1 para llegar a P en el tiempo
t. De forma similar, para el agujero 2, la contribucion en el punto P es:

K, E,(t — 1), (13.3)
y el campo total en P es:
Et(t) == KlEl(t - Tl) + K2E2 (t - Tz). (134)
‘ r1
P
P
fuente
agujero doble pantalla

Figura 13.1: El experimento de Young.

La intensidad total es:

I(t) o< (E¢()E¢ (1)), (13.5)

donde ( ) significa promedio en el tiempo. Sustituyendo la ecuacion (13.4) en la
ecuacion (13.5), la intensidad se puede escribir como:

I(t) = K1 K (E1 (t = 1) E7 (¢ — 7)) + K, Ko (ER (¢ = T2) E3 (t — 12))

+K1KHE1(t — T E3(t — 12)) + K2 K1(E2(t — T2)E1(t — 71)), 156
13.6

donde hemos reemplazado el signo de proporcionalidad con el signo de igualdad,
porque siempre nos va a importar la intensidad relativa, y la constante de
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proporcionalidad no nos afectard. Ahora, suponemos que los campos son
estacionarios, es decir, que los promedios son constantes en el tiempo:

(E1(t — T)EL(t — 1)) = (E1(O)E{ (D)),
(Ex(t — 1) Ez(t — 72)) = (E2(D)EZ (),
(E1(t — 1) E5(t — 13)) = (E1(t + DEZ (1)),
(Ex(t — T)E{ (£ — 11)) = (Ex (D) E{ (t + 1)),

donde T = 7, — T;. En estas ecuaciones podemos incluir la diferencia de tiempo

T, — T, en el campo E,( )y las conclusiones son las mismas. Sustituyendo las
ecuaciones (13.7) en la ecuacion (13.6), obtenemos:

I1(t) = K |*(Ey(DET (D) + |K2|*(E2 () E3 (1)

+K1K(E1(t + D)E3 (1)) + Ko K1(E2 (0 E1(t + 1))

(13.7)

(13.8)
En los ultimos dos términos de esta ecuacidon tenemos un nUmero, mas Ssu

conjugado complejo. Es facil mostrar que esto es simplemente igual a dos veces la
parte real del nUmero original.

1) = K1 [HEL (DET (D) + | Ko |H(E2 (D E3 ()

+2 Re{K K;(E;(t + T)E3 (1))},
(13.9)

donde Re{ }indica que se toma la parte real de un nimero complejo.

Ahora, la funcion:
[2(1) = (E (t + D) EZ (D)), (13.10)

tiene el nombre de funcion de coherencia mutuay es la funcion basica en la teoria
de la coherencia. Los casos particulares:

I11(t) = (E1(t + DET (D)), (13.11)

[2(0) = (Ez(t + DE (1)), (13.12)

representan la relacion entre el campo en un punto pero en dos instantes de tiempo
diferentes, es decir, es una medida de la coherencia temporal. Los casos:

[12(0) = (E1 (D E; (D)), (13.13)
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I21(0) = (E2(OEL (D), (13.14)

miden la relacion entre los campos en dos posiciones diferentes pero en el mismo
momento, es decir, es una medida de coherencia espacial.

Si bloqueamos el agujero 2 y so6lo tenemos el agujero 1:

1(t) = |K: [2(E; (OE; (D) = K |*T14(0) = I, (13.15)
que es la intensidad en el agujero 1. Si s6lo tenemos el agujero 2:

I() = K |X(E2 (O E3 (1)) = |Kz|T22(0) = I, (13.16)

entonces, se puede escribir:

I(t) = 11 + 12 + 2“[112 Re{ylz(T)}, (1317)
donde:
I1,(7)
Y12(7) = ,
T T (O, (0)
(13.18)

y tiene el nombre de grado complejo de coherencia.

Ahora veremos algunos ejemplos de esta ecuacion. Para luz completamente
incoherente tenemos que no hay ninguna relacién entre el campo en un punto en
un tiempo y el campo en otro punto en otro tiempo:

[1,(0) =(E (t +T)E;(t)) =0
- Y2(1) =0 (13.19)
- I(t) =1 + I,

gue es un resultado que ya utilizamos: con luz incoherente hay que sumar
intensidades, no campos.

Para luz completamente coherente, la relacion entre las fases es completamente
determinada por la diferencia en el camino 6ptico entre los dos haces:

278



F11(T) — (ei(kx—wr)e—ikx> = plwt
— Re{y,,(1)} = cos(wt) (13.20)
- I(t) = 11 + 12 + 2“[112(:05((1)1'),

gue es la conocida ecuacion para la interferencia entre dos haces coherentes. Para
luz cuasimonocromatica, es decir, luz con un contenido de frecuencias en una
banda de frecuencias angosta, como en un laser, la diferencia de fase promedia

entre los dos haces, ¢, se puede escribir como:

2T
¢ = T(rz — 1) = 21VT,

(13.21)

donde 1 y Vv son los valores promedio del contenido de longitud de onda y
frecuencia de la luz. Ahora se puede escribir:

Y12 () = ly12 (D) |ei®12D, (13.22)

donde ®4,(T) = a4,(T) — & es la variacion de la diferencia de fase, o, (1), con
respecto al promedio (recuerda que es la diferencia de fase lo que es importante,
no los valores de las fases). Entonces:

Re{y1,(1)} = ly12(7)|cos(ay, (1) — ), (13.23)
Y.
1(6) = I, + I, + 2/I,I; ly1,(0)|cos (a2 (T) — §), (13.24)

y tenemos los casos:

ly12(x)| =0, para luz incoherente,
[y12(D] =1, para luz coherente,
0<|y;2(®)] <1, para luz parcialmente coherente.

Entonces, de la ecuacion (13.24), se puede ver que el factor |y, (7)] es el factor
importante para la interferencia de luz parcialmente coherente. Otro aspecto

importante es que esta ecuacion significa que se puede medir |y, (7)|.

Por ejemplo, en el experimento de Young, la Figura 13.2 muestra un ejemplo de las
franjas obtenidas. La visibilidad o contraste de las franjas se define como:
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I — L.
V= max min ’
Imax + Imin

(13.25)
y con la ecuacion (13.19) obtenemos:

)

Imax =11 + 13 + 21115 |y, (D)
Ipin = 11 + I = 24/ 1115 |y, (D)

(13.26)

)

y la visibilidad es:

V= 4\/ L1, |y ()|

2(IL+1,)

(13.27)

pero en la practica, la intensidad en los dos agujeros sera lo mismo, I, = I,
entonces:

V = [y (0. (13.28)

Intensidad

A

|max

I min

Figura 13.2: Las franjas obtenidas en un experimento de Young. P es la posicion
en la pantalla.
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Ahora, suponiendo que la intensidad de cada agujero no cambia significativamente
donde se puede medir la amplitud de las franjas de interferencia, midiendo la
visibilidad para diferentes separaciones entre los agujeritos, podemos medir el
grado de coherencia espacial de la onda incidente.

En el interferometro de Michelson, ver la Figura 13.3, la intensidad depende de la

diferencia de camino 6ptico, y, si [; =1, =, y suponemos una fuente
cuasimonocromatica:

1(t) = 21, (1 + Iy (@lcos (Ret - ¢(r))>, (13.29)

donde T = 2As/c (ver la Figura 13.3, con M; la imagen de M; proyectado sobre

el brazo de M,, para enfatizar la diferencia de camino éptico en el interferémetro).
Entonces, graficando la intensidad detectada contra el valor de la diferencia de
camino optico, podemos medir el grado de coherencia temporal de la fuente, como

se indica en la Figura 13.4. En la figura, T varia con cambios en la diferencia de
camino optico entre los dos brazos del interferémetro.

M

ssh .
1

*
fuente divisor MV
1
puntual de haz

pantalla

Figura 13.3: El interferdmetro de Michelson.
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Intensidad

Figura 13.4: Las franjas en el interferémetro de Michelson.

M2
luz B
colimada
fuente M
puntual 1
 detector

Figura 13.5: El arreglo del interferometro de Michelson para espectroscopia.
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Ahora, una pregunta importante es, ¢ cudl es la relacion entre lo que se detecta en
un interferometro de Michelson y el espectro de la luz utilizada? Analicemos el
arreglo de la Figura 13.5. La diferencia de camino optico entre los dos brazos es:

donde BM; es el camino optico entre el divisor de haz B y el espejo M;. El

componente de la luz incidente de longitud de onda A, tiene una amplitud A; = 1
y, suponiendo un divisor de haz que refleja 50% de la luz y que transmite 50% de
la luz, de la ecuacion (13.20):

1
L= 5 (1 + cos(k.D),
(13.31)

donde k; = 2m/A,. Silaluz tiene un espectro que se puede escribir, como funcién
de k; B(k):

1 17 1
I() = E_]. B(k)(l + cos(kl))dk = EJ B(k)dk + EJ B(k)cos(kl)dk.
0 0 0

(13.32)

Si tenemos el caso de | = 0:

1 [ee) 1 o0 [o.e]
1(0) = E_[ B(k)dk +§j B(k)dk = j B(k)dk.
0 0 0

(13.33)

Entonces:

1 1
I(l) — EI(O) = E_I B(k)cos(kl)dk,
0

(13.34)

y podemos ver que al lado derecho tenemos una transformada cosenoidal de
Fourier, y podemos escribir directamente la transformada inversa cosenoidal de

Fourier para obtener el espectro de la luz:
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(00

B(k) = 2[ (I(l) — %I(O)) cos(kl)dk.
0
(13.34)

Esta técnica se llama espectroscopia de la transformada de Fourier.

13.2 El teorema de Van Cittert-Zernike

¢,Como se propaga la coherencia de un campo? Suponemos que sabemos la
funcién de coherencia mutual I3, (0)p en algun plano p, donde T = 0 indica que
calculamos la coherencia sobre este mismo plano de interés. Refiriéndonos a la
Figura 13.6, el problema que tenemos es el de calcular I}Z(O)q, suponiendo que

conocemos I3, (O)p. Asumiendo angulos de propagacion pequefios para
despreciar factores de inclinacion, podemos utilizar el principio de Huygens-Fresnel
para calcular el campo en un punto en el plano g:

Eqy(® = ) Eppa,(©).
" (13.35)

donde los p,,, son los puntos en el plano p, y Epm.q1(t) es el campo en el punto q4
en el tiempo t debido al campo en el punto p,,. Ahora:

[12(0)q = (Eq, (O)Eqg, (), (13.36)

[1200)g = D (Fppy OFq, )+ D D (Epyg (OFp,.0, ().

m¥*n n

(13.37)

Ahora vamos a suponer que la fuente, en el plano p, es una fuente incoherente
(espacialmente) y cuasimonocromatica. Entonces:

(Ey, 0. (DE; 4, (D) =0, sim %, (13.38)

F2(0)g = ) (Fpyq, (DF;,,4,(0).
" (13.39)
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Figura 13.6: La geometria para el teorema de Van Cittert-Zernike.

Para luz cuasimonocromatica:

R
iZnV(t—ip’g’ql)

R e
E, ,.(t)=A <t - ”""%) ,
Pm.91 ( ) Pm C Rpm,ql

(13.40)

donde R, , es la distancia entre el punto p,, y el punto q;. Ahora:

iZEV(Rm?,ql Rpm,qz)

R R e 4
_ Pm.9q * Pm.q
[12(0)q _Z(Apm (t_ c 1)Apm (t_ c 2)> R
m

R

Pm.q1" "Pm.q2
(13.41)
Suponemos campos estacionarios y que R, ., —R, ., es menor que la

distancia de coherencia de la luz cuasimonocromatica, para obtener:

iV
lZ”z(Rpmm ‘Rpm,qz)

R R

Ra(0)g = ) (4, (045, ©)

Pm91” "Pm.92

(13.42)
Pero, (4, (£)A; (t)) = I(py). laintensidad en el punto de interés en la fuente,

y notando que la distribucion de luz en la fuente es continua, tenemos que cambiar
la sumacion por una integral:

285



ek(R(®.41)-R(0.42))

dp.
R(p,q1)R(p,qz) P

[12(0), = f )
(13.43)

Esta formula la podemos comparar con la férmula de difraccion de Huygens-Fresnel
para angulos pequefos:

i eik(r+s)
U(q) = _ZfA(p)TdS'

(13.44)

La similitud entre las ecuaciones (11.43) y (11.44) permitié a Van Cittert y Zernike
llegar a la siguiente conclusion:

“La funcién de coherencia mutua, que describe la correlacion de las vibraciones en
un punto fijo g, y un punto variable g, en una zona iluminada por una fuente
extendida, incoherente y cuasimonocromatica, es igual a la amplitud compleja en
el punto g4 en un patron de difraccion con su centro en q,. Este patron se obtendria
si se reemplaza la fuente con una abertura de difraccion del mismo tamafio y forma
gue la fuente, y se llena esta abertura con una onda esférica convergente al punto

q,, la distribucion de amplitud en el frente de onda de la abertura siendo
proporcional a la distribucion de intensidad de la fuente.”

Esto es el teorema de Van Cittert-Zernike. Dice que podemos calcular la coherencia
mas adelante de una fuente incoherente utilizando el patron de difraccion de luz
coherente de una abertura de la misma forma que la fuente. Para distancias
grandes entre la fuente y el plano de observacion (approximacién de Fraunhoffer),
esto significa que la coherencia en el plano de observacién se calcula con la
transformada de Fourier de la distribucion de intensidad de la fuente.

abertura
circular

/ d

y4

[
- :

Figura 13.7: El teorema de Van Cittert-Zernike con una fuente circular
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Por ejemplo, para una abertura circular, ver la Figura 13.7:

krd

h(%2)

[¥12(0)] o |11, (0)] o T
rd

Z
(13.45)

Entonces, para el sol que tiene un radio de r ~ 7 X 10°km, y que se encuentra a
una distancia de z =~ 1.5 x 108km, la coherencia es igual a cero, es decir, no se ven
franjas en el experimento de Young, cuando los dos agujeritos esten separados una
distancia:

2T T

= d =~ 3.83,
z (13.46)

d ~ 1304,

y, paraun A = 550 nm en el visible, d = 0.07 mm para que no haya franjas de
interferencia.

13.3 Interferometro estelar de Michelson

El teorema de Van Cittert-Zernike se utiliza en el interferometro estelar de
Michelson, que sirve para medir los didmetros angulares de estrellas o la
separacion de pares de estrellas cercanas (Hariharan, 1985; Tango y Twiss, 1980).
La Figura 13.8 muestra la geometria de este interferémetro. Los espejos M; y M,
se pueden mover para variar su separacion, pero se mantiene la igualdad de
camino Optico en los dos brazos del interferémetro para permitir la medicion de la
coherencia espacial solamente. La interferencia de los dos haces incidentes sobre
estos dos espejos produce un patron de franjas cuya visibilidad (o contraste) esta
dada por |I7,(0)]|, pero ésta variacion de visibilidad esta relacionada con el tamafio
angular de la estrella a través del teorema de Van Cittert-Zernike, que depende de
la distribucion de intensidad sobre la fuente o fuentes, entonces se puede medir el
tamafo angular de la estrella, o la separacion angular de un par de estrellas.
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Figura 13.8: La geometria del interferémetro estelar de Michelson
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Figura 13.9: El interferémetro de Michelson con dos fuentes.
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Se puede ver otra forma de entender cualitativamente cémo funciona el
interferometro estelar de Michelson. La Figura 13.9 muestra la geometria in-
volucrada para la contribucién de dos estrellas cercanas (en separacion angular)
en este interferdmetro. Para los rayos indicados en la Figura 13.9, la diferencia de
fase entre un par de rayos con incidencia normal y el otro par de rayos (que
provienen de la otra estrella) a un angulo 6 es:

A¢p = kho, (13.47)

donde h es la separacion de los primeros espejos y se ha utilizado la aproximacion
de angulos pequefios. También, aqui se supone que hay un rango muy pequefio
de longitudes de onda en la luz, esto se logra utilizando filtros de interferencia en
los haces. En el plano del detector, esta variacién de fase corresponde a un cambio
de posicién de las franjas, 8', dado por:

kh6 = kab’, (13.48)

donde a es la separacion de los espejos secundarios, M3 y M,. El cambio de
posicion de las franjas para la segunda estrella con respecto a la primera es:

., h
0’ =-26.
a
(13.49)

Ademas, estos dos juegos de franjas son incoherentes, es decir,, hay que sumar
las in-tensidades. Al cambiar el valor de h, las franjas de la segunda estrella se van
moviendo con respecto a las franjas de la primera estrella. Llegara un momento en
gue los maximos de un juego de franjas estaran en las mismas posiciones que los
minimos del otro juego de franjas. La separacion entre los maximos o entre los
minimos en un patrén de interferencia aqui es A6 = 1/a, entonces el valor de 6’
para que coincidan los maximos de un patron con los minimos del otro es:

0’ = A
- 2a’
(13.50)
Sustituyendo de la ecuacion (13.49) para 6, obtenemos:
0 A
thin ’
(13.51)
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donde h,,;, es el valor de la separacién de los espejos para el minimo en la
visibilidad de las franjas (cuando los maximos de un patrén estan en la posicion de
los minimos del otro). Asi se puede medir la separacion angular de dos estrellas
muy lejanas. Para calcular el didmetro de una estrella hay que sumar todos los
patrones de franjas de todos los puntos de la estrella y calcular cuando se obtiene
un minimo en la visibilidad en este modelo. Este es el teorema de Van Cittert-
Zernike.

Para saber si la falta de franjas de interferencia entre los dos haces en el
interferébmetro estelar de Michelson es debido a la coherencia de la estrella, se
requieren dos condiciones: (i) que la diferencia de camino oOptico entre los dos
haces en el interferémetro sea mucho menor a la distancia de coherencia de la luz,
y (ii) que la diferencia del camino Optico entre los dos haces sea estable hasta una
fraccion pequeiia de una longitud de onda. Si esta segunda condicibn no se
satisface, el patron de interferencia va moviendo en el detector y el efecto es de
borrar las franjas. Se puede satisfacer la primera condicién con una construccion y
alineacion del interferometro adecuados. Sin embargo, la segunda condicion es
muy dificil de satisfacer debido a la turbulencia de la atmdésfera que produce
variaciones en la fase de los dos haces, independientemente de la rigidez de la
estructura del interferometro. La Figura 13.10 muestra como se puede superar el
problema de la turbulencia de la atmosfera. Ademas de variar la fase de los dos
haces llegando a los espejos, la turbulencia causa variaciones en las angulos de
los haces que llegan, es decir, la posicidn de la estrella puede ser diferente para los
dos brazos del interferometro. Esto se corrige detectando las posiciones de la
estrella en cada brazo y utilzando dos espejos con inclinacién variable para que
haya un angulo constante entre los dos haces y la separacién de las franjas sea
una constante.

Ahora ¢,cémo se puede superar el problema de la fase aleatoria entre los dos haces
gue estan interferiendo? De la ecuacion (13.29), la intensidad medida en el detector
es proporcional a:

I (1 + |y12(0)|cos(c|)(r))), (13.52)

cuando la diferencia de camino es igual a cero. Aqui el factor ¢(7) es la variacion
de fase aleatoria introducida por la atmosfera. El interferometro permite la variacion

del largo de los dos brazos para introducir un cambio de fase de /2 entre los dos
haces que estan interferiendo. Por supuesto, para realizar esto se requiere que la
luz sélo contenga un rango muy pequefio de longitud de onda, para controlar el
cambio de fase. Con esta variacion de fase, la intensidad es proporcional a:

I o ( 1+ [y @leos (6(0) +5) | = (1 + Iz (Olsen(6()).
(13.53)
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DP —
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[ —
detector

Figura 13.10: El interferémetro estelar de Michelson modificado. M indica un
espejo, MR es un espejo que gira para corregir la posiciéon de la estrella, DH es

un divisor de haz, DP es un detector de posicion y MT es un espejo que se
puede trasladar para controlar la fase en uno de los brazos.
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El promedio en el tiempo de la suma de los cuadrados de las sefiales: (I? + I'?)
da:

(12 +1%) = (14 I Oleos($(®) ) + (1 + iz @lsen(6()) )

=2+ ly12(0)I%, (13.54)
donde se ha utlizado el hecho de que los promedios del cos(d)(r)) y el
Sen((l)(r)) en el tiempo son iguales a cero para un tiempo de promedio lo
suficientemente largo. Entonces, utilizando este método, se puede tener una

medicion directa del grado de coherencia espacial de la luz en la entrada del
interferometro, independiente de la turbulencia de la atmdsfera.

13.4 El interferdbmetro de Intensidad

Otra forma de superar el problema de la turbulencia es con el interferometro de
intensidad. En este interferdmetro se detecta la intensidad en dos telescopios. La
intensidad en telescopio 1 seré:

L(t) =V, (D)7 (®), (13.55)
y en telescopio 2:
L) = V2(O)V; (0), (13.56)

donde V() es el campo total llegando al detector. La correlacion entre estas dos
sefales, con una diferencia de T en los tiempos de las dos sefales sera:

(I.(8) + L (1)) = (Vi (OVT (V2 (¢ + DV (t + 1)), (13.57)

Aqui, las sefales medidas tendran ruido del instrumento, pero esto no esta
correlacionado, entonces no contribuye a la sefial de correlacién final. Ademas,
como las variaciones en el campo siguen estadisticas Gaussianas, se puede
mostrar que:

OV (V2 (¢t + D)V; (¢ + 1)) = (VL (OVT (ONV2(¢t + DV; (£ + 1)

+V, OVt + )NV (@)V,(t+1)). (13.58)

Esto se puede escribir como:
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(L @OVT OVt + V5 + 1)) = Ll + [V (@©V5 (€ + )2

=L + LD = LA+ |y (D). (13.59)

Aqui, lo que se mide es la magnitud cuadrada del grado de coherencia, y la fase no
es importante para esta cantidad, entonces, la turbulencia, cuyo efecto principal es
la de variar aleatoriamente la fase de las dos ondas en los dos telescopios, no es
tan importante para este interferometro. Lo que si es un problema es que esta
técnica requiere un ancho del espectro muy pequefio, para tener la correlacion en
las intensidades, entonces hay poca luz que llega a los detectores y hay que
integrar las sefiales sobre mucho tiempo.

13.5 Interferometria de Speckle estelar

En telescopios grandes, cuando se observa una estrella y se toma una imagen en
un tiempo muy corto comparado con el tiempo de movimiento de la atmdsfera (del
orden de 20 ms), la imagen que se obtiene es un patréon de moteado (speckle en
inglés). Para obtener speckles claros se utiliza un filtro de un ancho de longitud de
onda de alrededor de 20 nm (Hariharan, 1985).

Ahora, la funcion h(x, y) es la funcién de transmision de amplitud de la atmosfera
en un instante de tiempo. La intensidad de la imagen en el telescopio de esta
distribucién de amplitud es:

I3(hC)|” = IH@wy)I2, (13.60)

y, si la distribucién de intensidad de una estrella es o(x, y), laimagen de la estrella
es (ignorando difraccién por el tamafio y forma del telescopio y sus aberraciones):

I(x,y) =006, y)® |H(x;,y)I% (13.61)
Ahora se calcula la transformada de Fourier de esta distribucion de intensidad, en

la computadora, u épticamente con un sistema de 2f, para obtener la distribucion
de amplitud:

a(u, U) = O(U,, U)S(lH(xi' yl)lz) = O(U,, v)(h(x, y) * h*(x' y)); (13.62)

y la distribution de intensidad final sera:
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I(u,v) = 0w, v)|* |h(x,y) = K" (x, y)|?. (13.63)

Para mejorar la imagen se puede promediar sobre muchas de las imagenes de
speckle:

Ii(w,v) = (I(w,v)) = [0, v)|* (|h(x,y) " (x, y)|?).  (13.64)

Aqui el término a la derecha es el promedio de la funcion de transferencia de la
atmosfera que se puede medir con una estrella que no se puede resolver (que seria
un objeto puntual para el telescopio) cerca a la estrella de interés. Se puede dividir

la ecuacion (13.64) por esta funcién para obtener |0(u,v)|?, que es la
transformada de Fourier de la funcion de autocorrelacion de la estrella.

Un aspecto interesante aqui es que se podrian tomar el efecto de las aberraciones
del telescopio junto con la funcién de transferencia de la atmoésfera y, al final,
obtener una imagen limitada por difraccion (como si el telescopio fuera perfecto).

La técnica de Optica adaptativa, donde se mide y corrige el frente de onda
distorsionado por la atmosfera en tiempo real ha reemplazado estas técnicas para
obtener imagenes astronémicas, pero son aplicaciones muy interesantes de la
transformada de Fourier.
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Capitulo 14

Temas Selectos

En este capitulo veremos algunos temas breves, asociados a la transformada de

Fourier.

14.1 La Transformada de Fourier Discreta

Muchas veces se resuelven problemas fisicos utilizando célculos numéricos en una
computadora. Para realizar esto, se debe discretizar el problema, esto es, como no
se pueden describir las funciones continuamente, se muestrean las funciones de
interés y se realizan las operaciones necesarias. La pregunta aqui es: ¢como se
relaciona la transformada de Fourier digital (realizada en la computadora) con la
transformada de Fourier continua? (Press et al, 1992).

Empezamos con una funcién f (x) y su transformada de Fourier F (1), ver la Figura
14.1(a). Para tener la forma de la funcion en la computadora hay que discretizar la
funcién original:

fa ) = FG)comb (2),

(14.1)

y su transformada de Fourier es:

1
F'(u) = EF(u)@comb(au),
(14.2)
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que es la replicacion de la funciéon F(u) en posiciones separadas por Au = 1/a.
Se muestran estas dos funciones en la Figura 14.1(b). Ahora, igual que para el
teorema del muestreo, si el muestreo de la funcién original no es lo suficientemente
fino, si a no es suficientemente pequefio, las copias de la transformada de Fourier
se mezclan y se produce el error en el espectro que se llama aliasing. Si
suponemos que muestreamos acorde al teorema de muestreo, entonces:

f(x) = Efd(xm) umaxSinC((x - xm)umax)Ax'
" (14.3)

donde x,, = M/Upmgx, AX = 1/Upqy €S laseparacion entre X,, Y Xms1 Y Umax
es el rango total de las frecuencias espaciales presentes en f(x). Ahora, la
transformada de Fourier de esta funcion es:

F(u) = ff(x)e‘iz’”‘udx
— f Z fa (m) UmaxSine((x — xm)Umay ) Ax e 2™ dx

m
= Z fd (xm) Umax Ax j SiTlC((x — xm)umax)e—iZn'xudx
m

u .
= z fa(x) rect (u ) e 12mXUm Ay,
m

max
(14.4)
F(u) =44 2 2
0, para otros casos.
(14.5)

Sin embargo, aqui la funcion F(u) es continua. Para tener esta funcion en la
computadora necesitamos discretizarla, es decir, hay que multiplicar por
comb(u/b). Esto nos da replicacion de la funcion f;(x,,,) y requerimos que esta
funcidn esté limitada en posicion, y que la separacion de los datos discretos, es
decir, Au = b sea suficientemente pequefia para satisfacer el teorema de
muestreo. Entonces:

F(u) = z Fy (un) xmaxSinC((u - un)xmax)Aur

(14.6)
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donde u, = N/Xmax, AU = 1/Xmax Y Xmax €S €l valor maximo de posicion
donde la funcién f;(x,,) tiene un valor significativo. Se muestran las funciones

fa(xm) y F;(u,,) enla Figura 14.1(c).

(a) A f(X) F(u)
[T\ . u
‘ >
(b) 4 f(x)comb(%) aF(u) ®comb(ua)
(C) 2 f(X) Fd(U)

Figura 14.1: Las funciones involucradas en la transformada de Fourier (a)
continua, (b) la funcion original discreta y (c) ambas funciones discretas.
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Utilizando la ecuacion (14.4) se puede escribir el par de la transformada de Fourier
digital:

. u u
Fd(un) — Efd(xm) e—lanum AX, _ ‘rrzlax <u< n;ax’
m
, X X
falim) = ) Faluy) e?mtm p,  —Z0 < 5 c Zm0%,
m

(14.7)

Si ahora escribimos x,,, = mAx, X,;,,, = NAx, u,, = nAu, u,,,, = NAu, donde
Ax y Au son los pasos en el muestreo de x y u respectivamente, obtenemos:

. nm
Fy(nAu) = z fi(mAx) e ™ N Ax,
m

. nm
(mAx) = Y F;(nAw) e™™ N Au.
fa d
m

(14.8)

Ahora, ¢,como estan relacionadas Ax y Au? Por el teorema de muestreo sabemos
que Uyqr = NAu = 1/Ax, entonces Au = 1/(NAx). Incluyendo el factor Ax

con el término F; (nAu), F;(nAu)/Ax —» F;(nAu), obtenemos finalmente para la
transformada de Fourier digital:

. nm
F;(nAu) = Z fi(mAx) e TN,
m

1 i2m It
fa(mAx) = Nz F;(nAu)e " N,
m

(14.9)
y es importante notar que, por el muestreo de las funciones originales, las dos

funciones involucradas en la transformada de Fourier discreta son
implicitamente periddicas.

299



14.1.1 Escalamiento en la transformada de Fourier

En la seccion anterior vimos que, al calcular una transformada de Fourier en la
computadora, todo se realiza en términos de los pixeles del objeto y de la
transformada de Fourier, dados por los indices de los vectores o matrices utilizados
para hacer el calculo. Pero, también vimos que el paso en frecuencias, Au, esta

relacionado con el paso en posicion, Ax (o tiempo o cualquier otra variable), como:

1

Au = ——,
u NAx

(14.10)

donde N es el nimero total de puntos en el arreglo que describe el objeto. Esto
significa que la escala que escogimos en la digitalizacion del objeto (distancia por
pixel en el objeto) fija la escala de la digitalizacion de la transformada de Fourier,
donde el paso es 1/(tamafio total del objeto). Esto significa que al realizar una
transformada de Fourier en la computadora con alguna forma del objeto, estamos
calculando la transformada de Fourier de cualquier objeto con esta misma forma;
solo tenemos que calcular la escala correcta, dada por la ecuacion (14.10), para
calcular correctamente la transformada de Fourier.

14.1.2 Escalamiento en difraccion de Fraunhoffer

Al calcular la transformada de Fourier en la computadora, para calcular un patron
de difraccibn de Fraunhoffer, es importante relacionar las frecuencias en la
transformada calculada con las posiciones reales sobre una pantalla en un
experimento en el laboratorio. Para esto se requiere un escalamiento de la
transformada de Fourier. Como se explicd arriba, la frecuencia espacial de un
elemento n en el arreglo de la transformada de Fourier corresponde con una

frecuencia espacial:
n
u=nlAu=——.

(14.11)
También vimos en el capitulo 4 que, al calcular un patrén de difraccion de

Fraunhoffer, la frecuencia espacial de la transformada de Fourier se puede escribir
en términos de la posicién sobre la pantalla, x, como:

u = E ,
(14.12)

donde A es la longitud de onda de la luz incidente y z es la distancia entre la
abertura y la pantalla. Para calcular el escalamiento entre el numero de pixel y la
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posicion real sobre una pantalla de este patrén de difraccion de Fraunhoffer,
igualamos estas dos ecuaciones y rearreglamos términos para tener:

niz

= Nax’

(14.13)

como la distancia real sobre la pantalla para cada elemento n del arreglo de la
transformada de Fourier. Se puede ver que un cambio en la longitud de onda, 4, o
en la distancia entre la abertura y la pantalla, z, solo cambia el factor de
escalamiento, el calculo de la transformada de Fourier es el mismo. También, un
cambio en el tamafio de la abertura corresponde con un cambio en el factor Ax, y
el resto del célculo queda igual, solo hay que cambiar este factor. Esto significa que
el célculo de la transformada de Fourier con una abertura de una forma dada da el
célculo para los patrones de difraccion de todas las aberturas con la misma forma,
solo ajustando el factor de escalamiento de la ecuacion (14.13).

Por ejemplo, una abertura rectangular se puede describir, en una dimensién, como
un arreglo de largo N que contiene N’ valores de 1 para denotar la parte donde
pasalaluzy N — N’ valores de 0 donde tapa la luz. Si esta abertura corresponde
a una rendija de un ancho de 200 um en el laboratorio, el factor de escala es:

B 200 um

Ax N

(14.14)
y se puede utilizar la ecuacion (14.13) para calcular el tamafio del patrén real sobre
una pantalla en el laboratorio, utilizando los parametros del experimento A1y z.

Cambiando el ancho de la rendija a 400 um, por ejemplo, da un factor de Ax el
doble del valor para una abertura de Ax. También, cambiando el nimero de pixeles
describiendo la parte abierta de la rendija, por ejemplo, utilizando el doble de

puntos, 2N’, da un valor de Ax que es la mitad del valor original, atin cuando el
valor de N no cambia.

14.1.3 Convolucioén discreta
Utilizando la definiciéon h;(mAx) = h,,, la definicion de la convolucion discreta es:

hm = f®g = ZN:fn Im-n
n=1

(14.15)
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gue es equivalente a la definicién de la convolucion continua.

Una propiedad importante de la convolucion discreta es su transformada de
Fourier discreta:

N N N
~ lZTL'pm
N angm—n :ZEfn.gm—ne N
n=1 m=1n=1
N N
p
= 2 fn Z Im-n e_LGT
n=1 m=1
N
n
— Z fn Gpe 121 N
n=1
N
.. pn
=Gy, ) fre™ W =G,F,
n=1
(14.16)
Esto es:
J(f®g) = FG, (14.17)

es decir, la transformada de Fourier discreta de la convolucion discreta es igual al
producto de las transformadas de Fourier discretas de las dos funciones
involucradas en la convolucion discreta.

14.1.4 Correlacion Discreta

La definicion de la correlacidon discreta es:

N
hi=fxg=) figm.
i=1
(14.18)

y la transformada de Fourier discreta de una correlacion discreta esta dada por:

3(f xg) = F*G. (14.19)
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14.1.5 La Transformada de Fourier de Cosenos y Senos

En esta seccidon veremos lo que pareceria ser un calculo muy sencillo: la
transformada de Fourier numérica de la funcién coseno (o0 seno). Teoricamente este
caso es muy sencillo:

1
S(cos(2rfx)) = 5(5(u +f)+ 68— 1)),
(14.20)

que es dos funciones §( ) distribuidas simétricamente alrededor de la frecuencia
cero. La Figura 14.2 muestra el resultado del célculo de la transformada de Fourier
con la fft en MatLab de la funcién:

f(x) =1+ cos(2nfx). (14.21)

Como se puede ver en la Figura 14.2, la transformada de Fourier calculada son los
tres picos de un pixel de ancho cada uno, con las alturas relativas de 1 para la
frecuencia cero en el centro, y 0.5 para las frecuencias + f', como indica la ecuacién
(14.20). Es muy importante observar que el calculo para la Figura 14.2 se hizo con
un namero total de pixeles en los arreglos de 1024, y con periodo del cos( ) de
16 pixeles (o una frecuencia de 1/16 pixeles™). Esto significa que hay un nimero
entero de ciclos del cos( ) en el arreglo completo de f(x), de hecho hay 64

periodos completos del cos( ).

¢Qué pasa si no hay un nimero completo de ciclos del cos( )? Esto se muestra
en la Figura 14.3 para el caso de arreglos de 1024 pixeles de largo, y un periodo
de 13 pixeles. Es muy claro que la transformada de Fourier no es lo mismo para el
caso de un numero entero de ciclos, ahora hay mas frecuencias alrededor de los
picos en la frecuencia del cos( ). Ademas, las amplitudes méaximas de los picos
no son 1 en frecuencia cero a 0.5 para la frecuencia del coseno. En este caso es 1
a 0.44, entonces midiendo solo la amplitud en la transformada de Fourier en la
frecuencia del cos( ) da un valor erroneo para la contribucion en la funcién
original.

¢Porqué pasa esto? Arriba vimos que la digitalizacion de la funcién f(x) y su
transformada de Fourier F (1), implica que las dos funciones son periodicas. Si hay
un nimero completo de ciclos en una funcién cos( ), la periodicidad de la funcion

sera una funcién cos( ) continua, mientras si no hay un nimero entero de ciclos
habra un brinco en la funcion en los bordes de los periodos, y la funcién total no se
podra describir con la ecuacion (14.21). Esto se muestra en la Figura 14.4. Los
brincos en la funcion requieren mas frecuencias para describirlos bien, entonces la
transformada de Fourier tendrd mas frecuencias.
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Figura 14.2: Arriba: funcion 1 + cos(2nfx), donde el cos( ) tiene un periodo
de 16 pixeles en 1024 pixeles total, esto es hay 64 ciclos completos en la gréfica.
Abajo: la transformada de Fourier de esta funciébn muestra 3 picos de 1 pixel de
ancho cada uno, y con las amplitudes dadas por la ecuacion (14.20).

304



funcién original

1.4

1.2

0.8 ||

06 m

0.4

0.2

0 L | L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

fft funcién original

1200 ' ' '

1000 [ 7

800 I 7

600 I 7

400 [ ]

200 [ 7

0 I 1 L i ——)lk— L —JL— L 1 I 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 14.3: Arriba: funcion 1 + cos(2nfx), donde el cos( ) tiene un periodo
de 15 pixeles en 1024 pixeles total, esto es hay 68.27 ciclos completos en la
gréfica. Abajo: la transformada de Fourier de esta funcién muestra que los 3 picos
ya no son de 1 pixel de ancho cada uno, y con las amplitudes diferentes a la
ecuacion (14.20).
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Figura 14.4: Arriba izquierda: un periodo de una funcién cos( ) con un periodo
de 512 pixeles en 512 pixeles largo total; arriba derecha: 4 periodos del cos( )

de un periodo completo; abajo izquierda: un periodo de una funcién cos( ) con
un periodo de 450 pixeles en 512 pixeles largo total; abajo derecha: 4 periodos del
cos( ) de periodo 450 pixeles mostrando los brincos en la funcion.

Una forma de reducir este efecto es usando un filtro, para quitar los brincos en la
funcion de cos( ), multiplicando por cero en los limites del arreglo. Por ejemplo,

la funcién de Hanning:
1 n
wn) = E(l — cos (2ﬂﬁ)>
(14.22)

donde 7 es el indice en el arreglo, y N es el nimero total de puntos en el arreglo.
La Figura 14.5 muestra el ejemplo de la Figura 14.3, incluyendo el filtro de Hanning,
y su transformada de Fourier. Se puede ver que se recupera mucho mejor el ancho
(1 pixel) y las amplitudes (1 a 0.48) de los picos en la transformada de Fourier.
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Figura 14.5: Arriba: funcion 1 + cos(2nfx) X Hanning, donde el cos( )
tiene un periodo de 15 pixeles en 1024 pixeles total, esto es hay 68.27 ciclos
completos en la gréfica. Abajo: la transformada de Fourier de esta funcién
muestra que los 3 picos otra vez son de 1 pixel de ancho cada uno, y con las

amplitudes cercanas a la ecuacién (14.20).
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Figura 14.6: Recuperacion de los dos componentes de la funciéon 1 +

cos(2mfx), donde el cos( ) tiene un periodo de 15 pixeles en 1024 pixeles
total, esto es hay 68.27 ciclos completos en la gréfica. Izquierda: sin utilizar el filtro
de Hanning; Derecha: con el filtro de Hanning. De arriba a abajo: el componente

solo de la frecuencia cero; el componente solo de la frecuencia f'; la amplitud del
componente de frecuencia cero; la amplitud del componente de frecuencia f .
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Ahora, por ejemplo, si queremos recuperar la amplitud de los dos componentes de
la funcion original (la constante 1y el término cos( )) en todo el rango de pixeles,
tenemos que separar el pico central de la transformada de Fourier para la
constante, y uno de los picos en la frecuencia del cos( ) para el segundo término
(solo sera la mitad de la amplitud del término porque no tomemos en cuenta el otro
pico de la transformada del cos( )). Luego se hace la transformada de Fourier
inversa para cada término. En el caso de utilizar el filtro de Hanning, la funcion inicial
es:

flx) = (1 + cos(27tfx))w(x), (14.23)

con w(x) dado por la ecuacion (14.22). La transformada de Fourier de esta
ecuacion es:

F(u) = <6(u) +%(6(u +f)+6(u —f))) QW (u),

(14.24)

entonces aislando solo uno de las funciones 6 () y haciendo la transformada de
Fourier inversa da:

Fo(u) = 6(wW)@W (u), fo(x) =1w(x), (14.25)
Fw) =;8@=-NOWwW, fi(x) =jexp(-i2nf) w(x), (14.26
gue significa que hay que dividir punto a punto por el valor del filtro de Hanning para

recuperar la amplitud de cada componente. En el caso de la ecuacién (14.26),

también hay que tomar el valor absoluto de f; (x) para obtener la amplitud. Esto se
muestra en la Figura 14.6 para los casos de las Figuras 14.3 y 14.5. Se puede ver
gue hay mucho menos ruido en los resultados finales cuando se utiliza el filtro de
Hanning.

14.2 Transformada de Fourier Rapida (FFT)

En la seccion anterior vimos que la transformada de Fourier discreta se puede
definir como:

(14.27)
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Para calcular esta transformada de Fourier se requieren N multiplicaciones dentro
de la suma sobre m y hay N diferentes valores de n requeridos. Esto da un total

de N2 multiplicaciones para calcular la transformada de Fourier. Aproximadamente,
el tiempo requerido para realizar esta operacion en la computadora sera del orden
de las multiplicaciones, que es la operacion que requiere mas tiempo. Entonces, el
tiempo requerido para realizar este calculo ser4 aproximadamente proporcional a

N?, es decir, el tiempo de célculo aumenta rapidamente con el nimero de puntos
en la discretizacion de la funcion.

Sin embargo, hay una forma de reducir el niumero de multiplicaciones necesarias
en este célculo (Press et al, 1992; Cochran et al, 1967). Primero se divide la suma

en la ecuacion (14.16) en dos partes; una que incluye los valores de m pares y la
otra que incluye los valores de m nones:

N/2 N/2
_i2 n2p _i2 n (2p+1)
Fn:szpe T +zf(2p+1)e TN
p=1 p=1

N/2 N/2
—ian np —i2n> —iZnE np
=zf2p€ N te NZf(2p+1)e N

p=1 p=1

(14.27)

Aqui, cada uno de los términos requiere N /2 multiplicaciones y, ambos son
periddicos en N /2 (por el factor N /2 que aparece en los exponenciales). Entonces,
cada término a la derecha requiere de N /2 multiplicaciones y hay N /2 valores de
n que hay que calcular, que dan un total de N/2 X N/2 = N? /4 multiplicaciones.
Hay dos de estos términos a la derecha de la ecuacion, entonces el total de

multiplicaciones es 2 X N2 /4 = N2 /2. Lo Gnico que se ha hecho aqui es revelar
los calculos repetidos en la suma original por la simetria del calculo. Pero, ahora,
se puede repetir este proceso en cada una de las dos partes de la suma,
renumerando cada una y dividiendo en partes pares e impares, para reducir las
multiplicaciones mas, y luego se puede repetir el proceso sobre estas sumas, etc.
Si el valor N = 2% (que sera 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, ....), se puede
mostrar que el nimero de multiplicaciones requeridas es del orden de:

Nlog, N = Nx, (14.28)
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y, por ejemplo, para N = 512 = 2° N2 = 262144y N log, N = 4608 y:

NZ
— = 57,
N log, N

(14.29)

es decir, utilizando el algoritmo de FFT se reduce el tiempo de calculo 57 veces.
(Esta es aproximadamente la diferencia entre minutos y horas de tiempo corrido; lo
gue tardaria 2 horas, con el FFT tarda 2 minutos). Es importante que, para que

funcione este método, N debe ser una potencia de 2.

14.3 Wavelets

Para analizar una sefial con la transformada de Fourier, necesitamos esperar a
detectar toda la sefal. La transformada de Fourier de esta sefial nos da informacion
sobre el contenido de frecuencias de toda la sefial; no hay informacion sobre la
evolucién de los componentes de frecuencias. Un ejemplo donde la evolucion de
las sefales es importante es en la musica, donde la variacion de la frecuencia de
la sefial con el tiempo es lo que nos da las notas tocadas en cada momento. En la
Optica, los pulsos de luz que se producen en laseres en muchas ocasiones
contienen chirp, esto es una variacion de la frecuencia con el tiempo dentro del
pulso (Siegman, 1986).

Una idea para analizar la variacién en el tiempo es utilizar la transformada de
Fourier con una ventana en el tiempo (0 posicién), para que sélo una seccion de la

sefial contribuya al resultado final. En este caso, si la funcién original es f(x), la
funcién con ventana se escribe w(x — x,) f (x), donde w(x — x,) es una funcién
angosta que tiene un valor no-cero enelrango x, — 7 < x < X, + T,y cuyo centro

esta en la posicion x = x,. Ejemplos de una funcion de ventana son una funcion
Gaussiana o la funcion:

1+ cos(mx), -1<x<1,

wix) = { 0, para otros casos. (14.30)
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Figura 14.7: Una funcion chirp (arriba) y su transformada de Fourier (abajo)

La transformada de Fourier de la funcidén con ventana es:

(0]

E,(u,xy) = j w(x — xo) f (x)e~2™ux dy,

(14.31)

La Figura 14.7 (en la parte de arriba) muestra una funcion chirp donde la
frecuencia cambia con la posicion:
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f(x) =sen (271 [0.15xm x)

(14.32)

donde x va de 0 a 500. La Figura 14.7 (en la parte de abajo) es la transformada
de Fourier sin ventana de la funcién con chirp, mostrando el rango de frecuencias
presentes en la sefial total. La Figura 14.8 muestra la forma Gaussiana de la funcion
de la ventana:

x2

w(x) = e [30%,
(14.33)

Las Figuras 14.9 y 14.10 muestran las funciones con las ventanas centradas en

x =100y x = 400, respectivamente, y sus transformadas de Fourier. Se puede
ver que la transformada de Fourier se mueve a frecuencias mas altas a posiciones
mas grandes. Asi se puede obtener informacion sobre la evolucion de las
frecuencias presentes en la sefial.

0.8 =
0.6 =
0.4 <

0.2

X
>

0.0

M 1 M I v 1 v 1 M I
0 100 200 300 400 500

Figura 14.8: La forma de la funcion de la ventana
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Figura 14.9: La funcién chirp con la ventana en x = 100 (arriba) y su
transformada de Fourier (abajo).
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Figura 14.10: La funcién chirp con la ventana en x = 400 (arriba) y su
transformada de Fourier (abajo).
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Ahora, ¢como se puede reconstruir la funcién original desde las transformadas de
Fourier de la funcion original con la ventana? Tenemos:

Fulwio) = | wix = x0)f (e ™ d,
) (14.34)
entonces, utilizando la transformada de Fourier inversa:
w(x —x)f(x) = f E,(u, x,)e ™ du.
B (14.35)

Multiplicando ambos lados de esta ecuacion por w(x — x,), e integrando sobre
X, obtenemos:

j w2(x — xo)f(x) dxo = Jf w(x — xo)F,, (u, xo)e?™* dudx,,
(14.36)

1 .
f(x) = C_ﬂ w(x — xo)E, (u, xo) "™ dudx,,
" (14.37)

donde C, = [w?(x — xp) dxy y que depende solamente de la funcién de la
ventana. Entonces, como era de esperarse, hay que integrar sobre todas las
posiciones de las ventanas, ademas de las frecuencias para reconstruir la funcion
original.

Ahora, la funcion con la ventana es w(x — x,)f (x) y la transformada de Fourier
de esta funcion es:

F,(u,xy) = (WWQF (u))e~12muxo, (14.38)

entonces la funcién de la ventana define el ancho de las funciones en ambos
espacios. Ahora, sabemos que, si la funcién en el espacio original es angosta, la
funcién en el espacio de Fourier es ancha, y viceversa. También podemos asociar
el ancho de la funcién en el espacio original con la resolucién en este espacio (si la
ventana es mas angosta, la funcién es mas localizada en este espacio), y el ancho
de la funcion en el espacio de Fourier con la resolucion en este espacio. Ahora,
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para describir un pico muy angosto en el tiempo, se requiere de muchas
frecuencias: W (u) tiene que ser muy ancho, y w(x) tiene que ser muy angosto;
mientras que, para describir variaciones lentas en la sefal, se requiere de una
funcién w(x) muy ancha y, por ende, una funcion W (u) angosta. Esto es, estos
dos casos son exclusivos, no se pueden hacer los dos al mismo tiempo.

La definicion de un wavelet es (Mix y Olejniczak, 2003; Foufoula-Georgiou y Kumar,
1994; Van den Berg, 1999):

x—t
051 (%) = |s| P (—S )
(14.39)

donde t es la posicion en el eje x donde esta centrada la funcién del wavelet (),

y S es la escala del wavelet. La Figura 14.11 muestra dos ejemplos de posibles
funciones del wavelet; se puede ver que son funciones oscilatorias limitadas en el
espacio, entonces son como las transformadas de Fourier con ventana. La
transformada del wavelet es la descomposicion de la funcion de interés en una
suma de estos wavelets en diferentes posiciones y con diferentes escalas:

(0]

Fe.0 = [ 9s) fGIx.

— 00

(14.40)

Cuando s es grande tenemos una funcién del wavelet ancho que da informacién de
frecuencias bajas, y que significa una resolucion espacial pobre y una resolucién
en frecuencia buena. Cuando s es pequefio tenemos una funcién del wavelet
angosta que da informacién sobre frecuencias altas, y una resolucion espacial
buena y una resolucion en frecuencia pobre. Esta situacion: frecuencias altas con
buena resolucion espacial y frecuencias bajas con una pobre resolucién espacial,
es una situacion importante en muchas areas, e.g., percepcién remota donde se
requiere localizar la estructura fina (altas frecuencias) con mucha precision y las
frecuencias bajas no son de mucho interés, o, en general, una sefial de frecuencias
altas sobrepuesta sobre un fondo que varia lentamente que no es de interés.

En resumen, los wavelets permiten la buena localizacion de frecuencias altas y una
pobre localizacion de frecuencias bajas. La formula para recuperar la funcion
original desde las transformadas del wavelet es:

flx) = f f(s,6) @s(x) dsdt.

(14.41)
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Figura 14.11: Dos funciones del wavelet. Arriba: la funcion del sombrero
Mexicano. Abajo: una segunda funcién del wavelet. Las lineas fuertes son para

una escala s grande y las lineas claras para una escala pequefia.
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14.4 Deconvolucién

Para sistemas Opticos con luz incoherente espacialmente, sabemos que:

i(x,y) =s(x,y)Qo0(x,y), (14.36)

donde i(x,y) es la imagen, s(x,y) es el efecto del sistema (el PSF) y 0(x,y) es el
objeto original. Lo que medimos es la imagen i(x, y), y muchas veces sabemos el actuar

del sistema S(x, y), entonces, podemos recuperar el objeto original. Primero tomamos la
transformada de Fourier para obtener (Gaskill, 1978):

I(u,v) =S(u,v)0(u,v), (14.37)
y podemos despejar el espectro del objeto:

1(u,v)

O(w,v) = S(u,v)’

(14.38)

es decir, tenemos que filtrar con una funcién 1/S (u, v).

Pero:

e S(u,v) es una funcién limitada en su ancho, fuera de un cierto rango
tendremos S(u, v) = 0 y el inverso no esta bien definido. Ademas, puede

haber puntos donde S(u, v) = 0 dentro de este rango.

e Una imagen siempre tiene ruido. Este ruido es mas importante donde la
sefial es pequefia, entonces, en estas zonas, el filtraje amplificara el ruido.
Esto significa que habra mucho ruido en los resultados finales.

Para reducir el ruido en el resultado final se puede utilizar el filtro de Wiener
(Helstrom, 1967). Tenemos:

i(x,y) = s(x,y)®o(x,y) + n(x,y), (14.39)

donde n(x, y) representa el ruido en la sefal. Definiendo el espectro de potencia
como:

10w, v)|?

Polu,v) = [[10(w, v)|2dudv’
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IN(u, v)|?

Pu(uv) = JfIN (w, v)|?dudv’

el filtro que minimiza el error entre el objeto original y el objeto obtenido por el
proceso de filtraje es:

S*(u,v)

1) = (S T ot 1)/t 7))

(14.40)
gue es el filtro de Wiener.

Para mejorar el resultado se puede utilizar un método iterativo para recuperar el
objeto (Morris et al, 1987):

1. Se propone una aproximacion al objeto o' (x, y)

2. Se calcula la imagen con la propuesta del punto 1. i'(x,y) =
0'(x, y)®s(x, ).

3. Se compara i'(x,y) con i(x,y). Si son suficientemente similares, se
termina el proceso, si no, se continua al punto 4.

4. Secalculao”(x,y) = S_l(l(u, v)/H(u, v)) (el filtro de Wiener).

5. Se toma el promedio de 0''(x,y) y 0'(x,y) como una nueva estimacion
del objeto.

6. Se regresa al punto 2.

14.4.1 Deconvolucion a ciegas

¢ Qué pasa si no sabemos s(x,y) ni o(x,y)?, por ejemplo, en el problema de
distorsiéon de las imagenes de estrellas por la turbulencia en la atmdsfera. En este
caso hay que recurrir a métodos iterativos (Ayers y Dainty, 1988). La Figura 14.7
muestra un esquéma del método Ayers-Dainty para este problema. Es importante
notar que se utiliza el espacio real y el espacio de Fourier en este método.
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(o filtro de Wiener)

S(u,v)+S(u,v)
I(u,v) £ L
O(u,v)= —
<— O(u,v) S(0v) 2
O(u,v)
TRANSFORMADA
INVERSA TRANSFORMADA
DE FOURIER DE FOURIER
o(x,y) =
S(x,y)
LIMITACIONES LIMITACIONES
SOBRE O(X,y) SOBRE S(X,Y)
5()( y) ~
ESTIMADO i
ORIGINAL >| O(x,y) S(x,y)
TRANSFORMADA TRANSFORMADA
DE FOURIER INVERSA
DE FOURIER
O(u,v)+0(u,v) S(u,v)
2 & I(u,v)
S(u,v)=
( I ) o(ufv)

(o filtro de Wiener)

Figura 14.7: El método de Ayers-Dainty para deconvolucion a ciegas.

Se mide la intensidad de la imagen i(x, y), y se propone una solucién para el objeto
0(x,y). Se utiliza esta estimacion del objeto para obtener una estimacion de la funcion
del sistema S(u, V). Se regresa al espacio real y se imponen condiciones sobre la
funcion s(x, y). Ejemplos de estas condiciones son: como intensidades, la funcion

s(x,y) debe ser positiva, 0, el soporte o el tamafio de la funcién en el plano (x, y)
esta limitado a un cierto rango. Se utiliza ésta version limitada de la funcién para

calcular S(u, v) y se toma el promedio de ésta y de S(u, v) para calcular una
estimacion de O(u, v). Se imponen las condiciones sobre o(x,y) para obtener
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una nueva estimacion del objeto y se empieza el ciclo otra vez. Se continua con el
ciclo hasta que los cambios en s(x, y) y o(x, y) son lo suficientemente pequefios.

Hoy en dia no se utilizan estas técnicas en astronomia. Ahora se utiliza la técnica
de Optica adaptativa para corregir el frente de onda antes de detectar la imagen de
la estrella. Pero la deconvolucion a ciegas ha encontrado nuevas aplicaciones,
como se describe a continuacion.

14.4.2 Recuperacion de fase

Tenemos que:
F(w) =3(f(x)) = |F(w)]e¢®™. (14.41)

La pregunta aqui es ¢si sabemos |F (u)| podemos saber f(x)? es decir, hay que
recuperar la fase ¢p(u) de la transformada de Fourier de la funcién f(x).

Podemos escribir la autocorrelacion de la funcion f(x):

a(x') = j FOOf( +x)dx = SLIF@)),
(14.42)

entonces, conociendo |F(u)|, sabemos a(x’) y tenemos un problema de

deconvolucion (decorrelacion) de las dos funciones f(x) y f(—x) y se puede
utilizar el método descrito en la seccion anterior (Seldin y Feinup, 1990).

14.4.3 Compuerta Optica Resuelta en Frecuencia

Por sus siglas en inglés, esta técnica se conoce como FROG (Frequency Resolved
Optical Gating) (Kane y Trebino, 1993; Trebino y Kane, 1993). Se utiliza este
meétodo para medir la forma de pulsos de luz ultracortos; son tan cortos que no se
pueden medir directamente con detectores normales porgque estos no responden lo
suficientemente rapido. La Figura 14.8 muestra el arreglo experimental para esta
técnica.

Escribiendo la amplitud del pulso directo como E(t) y el pulso con retraso como
E(t — 1), la salida del medio no-lineal dependera de la forma del medio.
Suponiendo un medio Kerr, la salida sera proporcional a:
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Egig(t,7) o EQ)IE(t — )| (14.43)

DETECTOR

< —>»
DIVISOR
DE HAZ
1 /
- |
2 REJILLA
MEDIO
NO-LINEAL

RETRASO
VARIABLE

Figura 14.8: El arreglo experimental para la técnica de FROG.

La sefial que llega al detector es la intensidad difractada en la rejilla, dada por la
transformada de Fourier de la salida del medio no-lineal:

00 2

Irgog(w,T) fEsig(t'T)e_iwtdt

—00
(14.44)
Entonces, podemos escribir este problema como un problema de deconvolucion a
ciegas:
2 r .
S (Irroc(@, D) =57 (|3 (Esig &) ) = [ Estg &, DE3ig(t + ¢ 7)dt,
) (14.45)
donde se ha utilizado el teorema de correlacion otra vez. Una vez que sabemos Esig (t, 1),

se puede calcular E(t), amplitud y fase, de la ecuacién (14.43), que es la forma original
del pulso.
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14.5 Optica difractiva

En los capitulos 4 y 5 vimos como calcular el patron de difraccion si sabes la forma de la
abertura. En esta seccion veremos el problema inverso: dado un patron de difraccion
deseado, como se puede calcular y construir la abertura necesaria. Esto es, como
obtienes un patron de difraccidon deseado. Para estas aplicaciones se han utilizado
muchos medios diferentes para construir las aberturas, desde impresion sobre peliculas
transparentes y photorreduccién, a técnicas mas precisas, como técnicas litograficas.
Hoy en dia se utilizan moduladores de luz, que son més flexibles en su uso y que se
pueden utilizar para patrones dinamicos. Estos aparatos pueden estar basados en
cristales liquidos, efectos electrodpticos, efectos magnetodpticos, espejos deformables,
entre otras técnicas. Un aspecto comun entre estos moduladores es que pueden
controlar o la fase o la intensidad de la luz que transmite, pero no las dos al mismo
tiempo. Entre las aplicaciones mas importantes de este tipo de técnicas es la de
produccién de haces de luz con propiedades especiales, o la produccion de
distribuciones de luz para ser utilizado en el atrapamiento y/o manipulacién de particulas
(pinzas o6pticas).

iluminacion f f
colimada

YYVVYVVYY

modulador lente
optico plano de
observacion

Figura 14.9: El arreglo experimental para la técnica de 6ptica difractiva utilizando
un modulador éptico.

El arreglo experimental para utilizar un modulador optico para producir un patréon de luz
deseado se muestra en la Figura 14.9. Un haz de luz, Ay(x’,y"), incide sobre el
modulador en el plano (x',y’, 0). Después del modulador hay una lente posicionada a

su distancia focal, f, del modulador. El plano de Fourier, donde queremos tener la
distribucion de intensidad deseada, estd a la distancia focal de la lente en el plano

(x,y,2f). Sabemos que la relacién entre la intensidad en el plano de Fourier,
I(x,y,2f), y ladistribucién de amplitud en el plano del modulador es:
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I(X, Y, Zf) = IO |?S(A0(X,, y')m(x', y,))lzl (14-46)

donde m(x',y") es la modulacién de la amplitud por el modulador 6ptico. Ahora,
suponiendo una onda plana de amplitud 1 incidente normalmente sobre el modulador,

Ay(x',y") = 1, podemos rearreglar los términos de la ecuacion (14.46), para obtener:

571 ({TGey.2).

m(x',y") = 7
0
(14.47)

esto es, la modulacion es simplemente la transformada de Fourier inversa de la raiz
cuadrada de la distribucién de intensidad que queremos en el plano de Fourier. La Figura
14.10 muestra un ejemplo de la aplicacién de la ecuacion (14.47). La distribucion de
intensidad deseada es un cuadrado, la raiz cuadrada de la intensidad, en este caso,
también es un cuadrado, y la transformada inversa de Fourier de un cuadrado es una
funcién sinc(), como se muestra en la Figura 14.10. Ahora, como pueden ver, la funcién

sinc() va negativa para algunos valores de la variable de posicién. Sin embargo, ya
indicamos que los moduladores controlan o la fase o la intensidad del haz transmitido,
no las dos. Esto significa que no podemos cambiar el signo de la amplitud, si solo
controlamos la intensidad; y si controlamos la fase, podemos obtener los cambios de
signo en la amplitud (que son cambios de 180° en la fase), pero no podemos modular la

intensidad (o amplitud) para obtener la distribucion del sinc() en la Figura 14.10. No se
puede utilizar la ecuacion (14.47) para calcular las aberturas requeridas debido a las
limitaciones de los moduladores, y se requiere otro método de calculo.

Otra forma de calcular la abertura es con un método numérico. El campo en el plano de
Fourier es:

iAet2kf CdmA

Ul,y, f) = ———e" @ 2oI(m(x,y)) x vy,

v, f 7 (m(x',y") u=iov=2;
(14.48)

y expandiendo la transformada de Fourier, obtenemos:
iAei?es ' n(5E)
U(x,y,f) = TekdnAo J m(xl’yl)e Af TAf dx'dy'.
—00

(14.49)
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Figura 14.10: La intensidad requerida en el plano de Fourier (arriba); la amplitud
requerida en el plano de Fourier (centro); la amplitud requerida en el plano del
modulador de luz (abajo).

326



En el siguiente paso, suponemos un modulador de fase, pero también funciona para
un modulador de intensidad o amplitud. La funcion de modulacion se supone como:

m(x',y") = eid(x"y), (14.50)

Sin embargo, el modulador esté dividido en pixeles, y la modulacién es constante
sobre cada pixel, entonces discretizando la funcion de la modulacion da,

. x' —ilAx' y' —jAy’
"y = pibij t| ——— t| ———
m(x',y") = e rec < S )rec < 5y’ ),

(14.51)

donde §;; es el valor de fase en el pixel (i, ) del modulador, Ax" y Ay’ son las

separaciones de los pixeles en los ejes x' y y’, respectivamente, y x" y 8y’ son

los tamarios de los pixeles en los ejes x' y y', respectivamente. Sustituyendo la
ecuacion (14.51) en la ecuacién (14.49):

iAeiZkf
U Y, — kdnAO
(3. f) =5
: x' — iAx' " AY'\  _igp(X XYY
ﬂ e rect [ Vrect (222 e 12n<1f+/1f>dx'dy',
ox’ oy’
(14.52)
gue se puede escribir como:
iAeiZkf
Ux,v,f) = kdnA,
6y, f) T
sx' 6y’
Nx Ny TT , A , , A , _x’x y’y
. x' —ilAx — _ion(XX XY
ZZel6ii ﬂ rect [ 22 Vpect (=22 ) ¢ lzn(ﬂer'lf)dx’dy’,
Y. ox' oy’
SUSL el oyt
22
(14.53)
o:
i Aei2kf .
U Y, — kdn 0
0,y f) T
5 6 NX Ny A / A /
x'x / . . IAx'x  jAy'y
dx'dy'sinc sinc Y ZZel‘SUe LG( A7 )
Af Af )&z
i=1j=1
(14.54)
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En la practica, debido a que los pixeles de lo moduladores son tan pequefios, se
supone que los términos sinc() en esta ecuacion son constantes sobre la zona del
plano de observacion donde hay intensidad del patron de difraccion:

. Ny Ny , o,
iAet2kf _ _in irx'x jAy'y
Ulx,y,f) = TekdnA°5x'5y' Z eldije" ”( A7 TAF )

i=1 j=1
(14.55)

La ecuacion (14.55) es utilizada en un programa iterativo para dar la intensidad
deseada en el plano de observacion, utilizando las fases en cada pixel del

modulador (Sij como variables en el ajuste. Mas informacién de este y otros

métodos de produccion de patrones de difraccion deseados se encuentra en
(Soifer, 2013).

14.6 Funciéon de Wigner

Una forma muy util de analizar sefiales que es muy importante en la fisica cuantica,
y que esta teniendo mas aplicacion en la Optica, es la funcion de Wigner (Bastiaans,
1978, Bastiaans, 1979; Bartelt et al, 1989; Lohmann, 1993). La definicion de esta

funcién de una funcién original f(x) es:

(14.56)

Se puede ver que esta funcion esta relacionada con la transformada de Fourier, y
gue depende de las variables en el espacio original y en el espacio de Fourier.
Podemos escribir la funcién de Wigner en términos de la transformada de Fourier

de la funcion original F (v). Primero, utilizando:

0

f) = f F(u)el2mvgy,

(14.57)

podemos escribir la definicién de la funcién de Wigner como:
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W(x v)

f fF( Ne lzn(ﬂ ) dv’ JOOF *(W'e lzn( ,> dv'’ e 27XV gy’

(14.58)
Se puede escribir esta ecuacién como:

W(x,v)
j j jelznx vz >dx 'F(v")e~2mxv’ F(y')e~izmav” gy dy”
(14.59)

Realizando la integral sobre x' obtenemos:

W(x,v) = j j 6( + —— v) F(u)e 2mv' F(y'Ne~i2mxv” gy’ dqy”

(14.60)
que se puede simplificar a:
(0e]
W(x,v) = j F(2u — v')e i2mx@u=v") g1y g=izmxv” gy,
— 0
(14.61)
Ahora, realizando el cambio de variables v’ = v — v’ /2, obtenemos:
r v v )
W(x,v) = j F <v + §>F (v — 5) et2mxv qy’
(14.62)

Esta es la definicion de la funcion de Wigner en términos de la transformada de
Fourier de la funcion original.

La integral de la funcién de Wigner con respecto a v nos da:
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(00]

fW(x,v)dv= ff<x+x§,)f* (x—x%) fe“'z"x'”dv dx’

— 00

= J f (x + %)f (x - x;) §(xNdx" = |f ()],
® (14.63)

gue es la distribucidon de energia de la funcién en el espacio de x. De forma
similar se puede mostrar que:

J W(x,v)dx = |[F(v)|?

(14.64)
que es la distribucion de energia en el espectro de la funcion original, y:
j j W (x,v) dxdv = energia total en la funcién de Wigner.
o (14.65)

Tomando la ecuacion (14.46) y buscando valores particulares de los parametros,
tenemos:

x' x'
we,0 = | f (x + 3)f* (x - 5) dx' = f(x) * f(~x) = f (D@ (),
(14.66)
es decir, en el eje x tenemos la correlacion de la funcién f(x) con si misma pero

con una inversion, que es la autoconvolucion. Igualmente, sobre el eje v, de la
ecuacion (14.62):

wW(,v) = j F<v+%,>F* (v —%)dv’ =F@) * F(—v) = Fw)®F (v),

(14.67)
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gue es la misma correlacion, o la autoconvolucién con la transformada de Fourier
de la funcion F (v).

Otra formar de pensar en la funcion de Wigner es: tomando la transformada de
Fourier de la funcién corresponde al rotar la funcion de Wigner 90° para llegar
desde el eje x al eje v. También, se puede mostrar que la transformada fraccional

de Fourier de orden p (0 < p < 1) corresponde a una rotacién de (90 X p)° de la
funcién de Wigner (Bartelt et al, 1980), es decir, se pueden representar todos los
patrones de difraccién (o sus correlaciones) de una abertura, obtenida con una
onda incidente convergente, con una sola funcion, la funcion de Wigner.
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Apéndice: Problemas y Proyectos

En este apéndice se incluyen algunos problemas y proyectos de programacion que
he utilizado para mis clases, como ejemplos para tareas y proyectos.

A.1l La Serie de Fourier y la Transformada de Fourier

1.1 Calcular los términos a, y b, en las series de Fourier de las funciones
periodicas de periodo 1:

| (1 0<x<05
) f(x) _{0 05<x<1,
iMgx)=x+1, —-05<x<0.5.

1.2 En un programa de computadora, graficar las series de Fourier de las
funciones f(x) y g(x) de la pregunta 1.1 para los casos de:

(i) n=0y1,

(i) n=0,1y2,

(i) n=0,1,2,3,4y5,
(ivy n=0,1,2,....,y10,
(V) n=0,1,2,....,y 50,
(vii n=0,1,2,....,y100.

1.3 Mostrar que, si una funcion es real y par, su transformada de Fourier es real
y par. De la misma forma, describa la transformada de Fourier de una
funcién que es real e impar.

1.4 Escribir una expresion para la transformada de Fourier de f(x)cos(wx)
(una modulacién de una sefial cosenoidal) en términos de la transformada

de Fourier de f(x) que es F(u).

1.5 Utilizar un programa de computadora para calcular y graficar la
transformada de Fourier de la funcion cos(wx) para diferentes rangos de
la variable x de la funcién (por ejemplo, calcular la transformada de Fourier
de la funcién cos(wx) para dos periodos de esta funcion, para 4 periodos,
para 10 periodos, etc., y observa si hay cambios en el resultado). Comentar
sus resultados.
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1.6 Calcular analiticamente las transformadas de Fourier de las funciones:
) (6@ -a)+sx+a),
(ii) sen(2mvx).

1.7 Dado que la transformada de Fourier de la funcién f(x) = rect(x) es F(u) =
sinc(u), calcular las transformadas de Fourier de las funciones:

0) g(x) =rect (%) + rect (x;fa),

(i)  h(x) =rect (ﬁ) + rect (Zax_b).

1.8 Utilizar algun programa de computadora para calcular y graficar las funciones
g(x) y h(x) del problema 1.7 y sus transformadas de Fourier.

A.2 Convolucién

2.1 Mostrar que JI(g(x)h(x)) = G(W)QH(u), donde J( ) significa la
transformada de Fourier.

2.2 La funcion A(g) = rect (Z) X rect (g), donde @ significa convolucion.

Escribir expresiones para 3 (A (g)) AR (A (g) XA (g))

2.3 Utilizar algun programa de computadora para calcular y graficar las dos
transformadas de Fourier de la pregunta 2.2.

2.4 Dibujar las funciones:

0) (rect (E) ®comb (%)) rect (%), cona < b <c,

(ii) (rect (E) comb (%)) Qrect (%), cona >b >,

Calcular y dibujar expresiones para la transformada de Fourier de cada funcion.
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2.5

2.6

a

2.7

. . . ., . X -
Para medir una cantidad que varia en x como la funcion sinc (Z) segun el
teorema de muestreo, ¢,con qué separacion en el variable x se debe muestrear

7 .z ., . X .
esta funcion para poder recuperar correctamente la funcion sinc (Z) original?

Escribir expresiones, usando convolucién, para describir las aberturas
mostradas en la Figura A.2.1, y calcular y dibujar sus transformadas de Fourier.

¢ (separacion)

v,
T (tamatfio)

a

Figura A.2.1

Programar las aberturas de la Figura A.2.1 paraelcasob = a/8yc = a/6 en
una computadora, y calcular y graficar las transformadas de Fourier.

A.3 Difraccion de Fraunhoffer

3.1

3.2

Escribir una expresién para describir la abertura de la Figura A.3.1, y calcular la
transformada de Fourier y la intensidad difractada en la aproximacion de
Fraunhoffer. Suponer que la onda incidente es una onda plana de amplitud 1 que

incide normalmentey que ¢ > b > a.

Escribir una expresion para describir la abertura mostrada en la Figura A.3.2, y
calcular y dibujar su transformada de Fourier y la intensidad en el patrén de
difraccién de Fraunhoffer. El didmetro de los circulos es igual al tamafio de un
lado de los cuadrados.
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b a

Figura A.3.1

b (tamano)
—> «—

4 HOmOEONO

ONONONON

HONOENONG ; i

N OHOEOEON ... T C (separacion)

Figura A.3.2
3.3 Usando una programa de computadora, calcular y graficar el patron de difraccion
de Fraunhoffer de la abertura mostrada en la Figura A.3.2.
3.4 Escribir expresiones para la intensidad difractada por las aberturas dibujadas en

la Figura A.3.3, usando expresiones para las transformadas de Fourier ya
conocidas.
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Figura A.3.3

3.5 Calcular y graficar en un paquete de computadora los patrones de difraccion de
las aberturas de la Figura A.3.3.

3.6 Usando la convolucion en dos dimensiones, escribir una expresion para describir
la abertura que se muestra en la Figura A.3.4, y calcular la transformada de
Fourier y la intensidad difractada en el régimen de Fraunhoffer.

n

L
Figura A.3.4

3.7 Calcular y graficar en un paquete de computadora el patrén de difraccién de
Fraunhoffer de la abertura de la Figura A.3.4.
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3.8

3.9

Dibujar la abertura que tiene la funcion de transmision:

P(,n) = [rect <£> rect (%)] ® E comb (%) 6(& — fo)],

donde A > lf, ln' Encontrar una expresion para la intensidad difractada de esta
abertura con incidencia normal de una onda plana de amplitud 1. Dibujar (o
graficar en un paquete de computadora), en los ejes uy v, el patrén de difraccion
de ésta abertura. ¢Qué pasa con las componentes del patrén de difraccidon
cuando cambia el pardmetro A?

Una abertura se puede escribir como:

fams E)on (5
()= orel)

y @ significa convolucién. Dibujar la abertura para un caso donde ¢ > a > 2b.
Calcular la transformada de Fourier de esta abertura y luego escribir la expresiéon
para la intensidad de la luz difractada por la abertura si la onda incidente es una
onda plana de amplitud 1 que incide normalmente y dibujar este patron de
difraccion.

donde:

3.10 Utilizar un programa de computadora para calcular y graficar el patrén de

difraccién de la abertura de la pregunta 3.9 para el caso b = a/4, c = 5a.

A.4 Difraccion de Fresnel

4.1

Calcular el patrén de difraccién de Fresnel de una rendija cuadrada de lado 5 (en

. : , k .
unidades normalizadas por el factor — ), utilizando:

0] La espiral de Cornu (dibujar el patrén de difraccion).

(i) Un programa de computadora, calcular la ecuacion de la
intensidad difractada con los integrales de Fresnel.
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4.2 Usando una programa de computadora, calcular el patrén de difraccion de
Fresnel en la orilla de una placa semi-infinita (ver la Figura A.4.1), con las
integrales de Fresnel. ¢Cémo cambia el patron de difraccion si, en lugar de

utilizar una fuente de longitud de onda A, se utiliza una longitud de onda A/2?

| plano de
z observacion
|
|
|
. . .y, |
iluminacion |
\ I
// | eje optico
|
|
|
|
|
Figura A.4.1

4.3 Calcular, usando un programa de computadora, el patrén de difraccion de
Fresnel de una abertura circular, suponiendo una onda plana incidiendo
normalmente, y utilizando la ecuacion:

~ I . T 72 12
Ux,y) <3 P(x,y)exp<lg(x Ty )) ’
u=/{C—Z, v=/%,—z

con los siguientes parametros:
(i) A =632nm,z =20 um, diametro de la abertura 1 um.

(i) A =632nm,z =1 um, didmetro de la abertura 1 um.
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A.5 Formacion de Imagenes

5.1

5.2

5.3

La intensidad que se puede medir esta dada por I = (A A*) donde A es la
amplitud, * es el conjugado complejo y { ) significa promedio en el tiempo. Si

tenemos la combinacion de dos ondas: A y Aexp (i), escribir una expresion
para la intensidad de la suma de estas dos ondas. Ahora, si la luz es coherente

¢como cambia ¢ con el tiempo? ¢Y si la luz es incoherente? Mostrar que para
la luz incoherente la intensidad resultante es la suma de las intensidades de los
dos haces.

Un objeto tiene una transmision de amplitud t(§) = cos(2mf¢) de frecuencia

f = 1000 ciclos/cm. La longitud de onda es A = 1 um, la distancia focal de la
lente es 10 cm y la distancia del objeto es 20 cm.

¢, Qué didmetro debe tener la lente para poder resolver la estructura del objeto
usando luz:

(i) coherente espacialmente,
(ii) incoherente espacialmente?
Describir la imagen en los dos casos.

Con los didametros de las lentes, la distancia focal de las lentes y la distancia del
objeto todos fijos, describir la imagen para los casos de luz coherente e
incoherente para los siguientes combinaciones de f y A:

0) f =999 ciclos/cm, A = 1 um,

(i)  f =1001ciclos/cm, A =1 um,

iy  f =1000 ciclos/cm, A = 0.9 um,

(iv)  f =1000 ciclos/cm, A = 1.1 um.
Dibujar la respuesta a un impulso y la funcién de transferencia para luz coherente
espacialmente y la PSF y MTF para luz incoherente espacialmente de la abertura

mostrada en la Figura A.5.1, en las direcciones de los ejes x y y, anotando en su
dibujo las frecuencias espaciales maximas transmitidas.

339



Figura A.5.1

Figura A.5.2
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5.4 Dibujar la funcion de transferencia, en el eje u, usando la forma de abertura de
la lente mostrada en la Figura A.5.2 para:

(i) un sistema coherente,
(i) un sistema incoherente.

Esta forma es similar a la forma de la abertura de los telescopios astronomicos
reflectores.

5.5 Utilizar un programa de computo para graficar las intensidades en las imagenes
y las funciones de transferencia, para luz coherente e incoherente cuando
cambias los parametros a y b de la pupila de la Figura A.5.2 para los casos:

() a=10b=2,
(i) a=60b=2,
(i) a=10,b =6.

5.6 Un objeto tiene una transmision de amplitud t(§) = %(1 + Cos(anE)). Este

objeto esta iluminado por una onda plana coherente a un angulo de incidencia
6. Dibujar la transformada de Fourier del objeto. Si usamos una lente de diametro
a y de distancia focal f para formar la imagen del objeto y tenemos las distancias

objeto-lente y lente-imagen igual a 2f, ¢ Cudl es el &ngulo méaximo 6,,,,, que nos
da informacion (variacion de intensidad) en la imagen? En este caso (del &ngulo
maximo) ¢ Cuadl es la frecuencia espacial maxima que nos da informacién en la
imagen y como se compara esta frecuencia con la frecuencia maxima para el

caso 8 = 0?

5.7 Lafigura A.5.3 muestra el ojo de un gato, con una pupila alargada verticalmente.

Suponiendo una forma mas sencilla, un rectangulo, cero aberraciones en el 0jo
del gato, y luz incoherente espacialmente, escribir expresiones para:
(a) la PSF:
(i) eneleje x,
(i) enelejey,
(puedes estimar el tamario del ojo y utilizar la figura para estimar la diferencia
en tamanos de la pupila en x y y.) Dibujar estas dos expresiones.
(b) el OTF:
(i) enelejex
(i) eneleey
Dibujar estas dos expresiones.
¢,Como es la resolucién del ojo de gato en el eje x comparado con la resolucién
en el eje y?
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Figura A.5.3: el ojo de un gato

5.8 La figura A.5.4 muestra el ojo de un Tokay Gecko, con una pupila alargada
verticalmente.

: .:*‘ "‘\«

Figura'A.5.4: el ojo de un Tokay Gecko
http://scribol.com/environment/animals-environment/staring-into-the-beautiful-
cold-blooded-eyes-of-reptiles/

Para los 3 perfiles mostrados en la figura (en color gris, azul y verde), y
suponiendo cero aberraciones, y luz incoherente espacialmente:

0] Dibujar la imagen 1D de un objeto puntual (1D-PSF) para cada
perfil, manteniendo la escala entre los tres casos (cual es mas
ancha y cual mas angosta).

(i) Dibujar la 1D-OTF para cada perfil, manteniendo la escala entre
los tres casos (cual es mas ancha y cual mas angosta).

(i)  ¢En cual de los perfiles, el gris, el azul o el verde, tiene mejor
resolucion el ojo del gecko?
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A.6 Apodizacion

6.1 Utilizar un programa de computadora para calcular y graficar el PSF, MTFy PTF
para las siguientes funciones de apodizacion:

(L
. [, y) = SméR) = sinc (%)’

i, f2(e, y1) = exp (iZE%),
i.  f3(e,y) = fila, y) 2, y0).

En estas ecuaciones 1; = +/x{ + y£, donde el subindice [ indica la lente, y R
es el radio de la abertura de la lente. Dado que todas las funciones son
simétricas, graficar perfiles de las funciones solo en el eje x.

A.7 Proyecto de programacion sobre resolucion de dos objetos
puntuales en sistemas con aberraciones

Este proyecto es para investigar la resolucion en la formacion de imagenes de dos
objetos puntuales, y relacionarla con el MTF del sistema, utilizando la luz incoherente
espacialmente y para las aberraciones isoplanaticas (defoco y aberracion esférica). Aqui,
hay que calcular la PSF:

q(x,y) = [h(x )12 o |3(PCe, y) exp(ik W, )|, (A7)

donde P (x;, y;) es la pupila circular de la lente, y exp(ik W (x;, y;)) es el término de la
fase extra por la aberracion, y con:

2 2
xX1°t Y
Waefoco Ce,y1) = Ag <T>
(A.7.2)
2 2\ 2
xX1©t Y
Wesférica(xl» yl) = A; <T> )
(A.7.3)

donde A, y A, son las amplitudes de las aberraciones. La OTF es:
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OTF(u,v) = S(q(x, y)), (A.7.4)

MTF(u,v) = |OTF(u,v)|. (A.7.5)

Es importante ver que la MTF cambia con diferentes cantidades de la aberracion. Ahora,
el objetivo de este proyecto es utilizar un objeto total que tenga dos objetos individuales
de un ancho de un pixel, con una separacion variable. La Figura A.7.1 muestra un
ejemplo de un posible objeto total. Este objeto esta formado por dos lineas rectas con un
angulo de 10° entre ellas, entonces va cambiando su separacion con la posicion en y.

Este objeto total es 0(x, y).

La intensidad en la imagen es, entonces, la convolucion del PSF con la intensidad de la
imagen:

I(x,y) = q(x,y)®o0(x,y). (A.7.6)

Obijeto

Figura A.7.1: un objeto que se puede utilizar para investigar la resolucion de dos
puntos. Consiste en dos lineas de un ancho de un pixel y con un angulo total de 10°
entre ellas.
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Imagen sinaberacion Imagen con abemacion

50 100 150 200 250 ) ino 350 400 450 500 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura A.7.2: La imagen del objeto de la Figura A.7.1 sin aberracion (izquierda), y con
aberracion de defoco A; = 0.5 (derecha). Nota que la imagen a la izquierda no es tan
nitida que el objeto debido a la difraccion de la pupila de la lente, que se incluye en
ambos casos.

La Figura A.7.2 muestra la imagen para un diametro de 200 pixeles en un numero total

de 512 pixeles, y una aberracion de defoco con A; = 0.0 (izquierda), y A; = 0.5
(derecha).

Intensidad

0

Figura A.7.3: El limite de resolucién de Rayleigh. Normalizando al maximo, la
intensidad en medio de los dos maximos de intensidad baja a aproximadamente 0.8.
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El criterio de Rayleigh es el criterio mas utilizado para estimar la resolucién en un sistema
optico. La Figura A.7.3 es una representacion grafica al limite de Rayleigh, cuando el
maximo de uno de los patrones de Airy esta en la posicion del primer minimo del segundo
patron de Airy. Normalizando las curvas al maximo, como se muestra, el minimo en el
centro del patron total, sumando los dos patrones de Airy, es aproximadamente 0.8. Este
valor de la disminucion de la intensidad en el centro, entre las dos imagenes individuales,
es utilizado como un equivalente del criterio de Rayleigh cuando el PSF no tiene minimos
como el patron de Airy, o es de otra forma.

091

0.8+

0.7+

06|

05|

04}

03

0.2

01

1 1 1 1
guﬂ 235 240 245 250 255 260 265 270 275 280

Figura A.7.4: perfiles de la Figura A.7.2 con aberracion, donde no se puede distinguir
dos imagenes (rojo), en el limite de Rayleigh (negro), y con buena resolucion de los dos
objetos (azul).

Tomando perfiles de las gréficas en la Figura A.7.2, podemos encontrar la posicion eny,
desde el centro de la imagen, donde este criterio de 0.8 de intensidad en medio de las
dos imagenes individuales es satisfecho. La Figura A.7.4 muestra tres ejemplos de
perfiles de la Figura A.7.2 con aberracion, la primera donde no se puede resolver los dos
objetos, y el segundo en el limite de Rayleigh (intensidad 0.8 en el centro), y el tercero
con una separacion muy clara entre las dos imagenes (intensidad 0.6 en el centro). Las
posiciones de estos perfiles es: sin resolucion (rojo) es 10 pixeles arriba del centro de la
figura; limite de Rayleigh (negro) es 21 pixeles arriba del centro de la figura; y con buena
resolucién (azul) es 42 pixeles arriba del centro de la figura. En el ejemplo de la Figura
A.7.1, 21 pixeles arriba del punto de interseccion corresponde a una separacion de
objetosde s = 2 * 21 * tand(5), con la funciéon de MatLab para calcular el tangente de
un angulo en grados, y el angulo de cada linea con respecto a la vertical es 5°. El factor
2 da el total para la separacion entre las dos lineas.

Ahora, para relacionar esta separacion en pixeles con una frecuencia espacial en el MTF,
notamos que, una separacion de s pixeles corresponde a una frecuencia espacial de u =

1/5 pixeles. También, en la transformada de Fourier u = m/N' donde m es el indice
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del arreglo de la transformada de Fourier, y N es el nimero total de puntos en el arreglo.
Igualando estas dos ecuaciones para la frecuencia espacial:

el m=—,

1 m
s N S

(A.7.7)

que da el indice en el arreglo de la transformada de Fourier (la MTF) m correspondiendo
a la separacion de pixeles s. Recuerda que la frecuencia cero esta en el centro del arreglo
de la MTF, entonces el valor de m calculado en la ecuacién (A.7.7) es la posicion en el

arreglo apartir del centro, esto es, la posicion real de la frecuencia espacial esm + N/z.
Con esta informacion, graficar el limite de resolucion en términos del valor de la MTF en
la posiciéon m contra el valor de la aberracion A, o Ag. También hacer lo mismo para
combinaciones de las dos aberraciones, por ejemplo, se puede fijar Ag en un valor y
graficar el valor de la MTF contra el valor de A, y comparar con los otros casos corridos.

Una cosa muy importante es verificar que la imagen es “razonable”. Por ejemplo, la
Figura A.7.5 muestra un caso del limite de resolucion de Rayleigh (0.8 intensidad en el
centro del patrén) para el caso de A; = 1.5. Sin embargo, la imagen total tiene 6
maximos de intensidad, entonces parece que hay 6 objetos, y no 2. Esto pasa cuando el
PSF es demasiado diferente al patron de Airy y aparece mas estructura que da mas
estructura en la imagen final. Entonces, se debe graficar hasta el valor limite de la
aberracion para que la imagen final sea todavia “razonable”, que es cuando solo contiene
2 maximos de intensidad.

1

08F B

0.8k 4

0.7k 4

0.6 - 4

0.5 -

0.4 4

03k B

0.2t 4

0.1k -

I
q 1] 200 250 300 350

Figura A.7.5: la intensidad total en el limite de Rayleigh (intensidad 0.8 en el centro).
Notese que hay mucha estructura en la imagen con 6 maximos de intensidad.

El caso de aberracion esférica es un poco diferente. En 1870 Abbe not6 que la aberracion
esférica no afecta tanto la calidad de la imagen en términos de resolucion, y que es
importante controlar otras aberraciones antes que la esférica. ¢Qué se puede concluir
para la aberraciéon esférica de las imagenes obtenidas aqui?
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A.8 Proyecto de programacién sobre el efecto de aberraciones sobre

unaimagen

Cuando hay aberraciones el frente de onda que sale de un sistema Oéptico no es
perfectamente esférico, y por consecuencia, la imagen no es perfecta. Si el sistema
optico tiene aberraciones la funcion del frente de onda saliente es multiplicado por un

factor exp(ikW(xl,yl)), donde la funcién de aberraciéon W (x;,y;) describe la

deformacion del frente de onda en la pupila de la lente.

Entonces, la imagen de un objeto puntual para luz coherente es:

h(x,y) <3 (P(Xz;YI)exP(ikW(xl»YI))) x x

u:— =

Ady" " Ad;
y la imagen de un objeto puntual para luz incoherente es:
PSF(x,y) = |h(x,y)|?.
La funcion de transferencia para luz incoherente se calcula con:
OTF (u,v) = I(Jh(x, y)I?).
Las aberraciones de tercer orden son las siguientes.

Defoco:

2 2
X+

W(x,y) = Aqg (—rz >

i

Aberracion Esférica:

xf + y2\’
W (xy, y1) = As <r—2> :
l

Coma:

W(xl»yl) :Ac( 2

Tl n Nmax
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xf + ylz) (xlsen(e) + ylcos(9)>< n )

(A.8.1)

(A.8.2)

(A.8.3)

(A.8.4)

(A.8.5)

(A.8.6)



Astigmatismo y Curvatura de campo:

R (O e ) o)

l max
1 xt+yiN( n o\
g+ (L)
4( a cc)( 2 m—
(A.8.7)
Distorsion:
X1 Vi n\°
W(x;,y;) = Ags | —sen(8) + —cos(0) < ) .
L4} n max
(A.8.8)

En estas ecuaciones (x;,y;) son las coordenadas en el plano de la lente; 7; es el radio
delalente; Ay, Ag, Az, Ay, Ace, Y Ags son las amplitudes de las aberaciones de defoco,
esférica, coma, astigmatismo, curvatura de campo y distorsion, respectivamente; 6 es el
angulo entre el eje y y la linea que junta el centro del objeto con el punto del objeto para
el cual se calcula la aberacion, y cambia para cada punto del objeto; 1 es la distancia
entre el centro del objeto y el punto del objeto para el cual se calcula la aberraciéon y
cambia para cada punto del objeto; 1,,4, €S el valor maximo de la distancia entre un
punto del objeto y el centro del objeto.

El proyecto involucra el calculo de imagenes utilizando luz incoherente espacialmente
para combinaciones de 3 o0 méas de las aberraciones. Escoge una combinacion de
aberraciones (e.g. defoco mas aberracidon esférica mas coma) e investiga como cambia
una imagen para diferentes valores de los coeficientes de las aberraciones (en el ejemplo
son A4, Ag y A.). Busca valores de los coeficientes que muestran diferentes efectos en
la imagen. Pueden utilizar cualquier imagen, pero se recomienda utilizar también una
imagen regular como una malla cuadrada, para ver los efectos de las aberraciones.

A.9 Filtraje Espacial

9.1 Se puede hacer la operaciéon de diferenciaciéon en un sistema 4f de filtraje
espacial. Se sabe que después del plano de Fourier queremos la transformada
de Fourier de la derivada de nuestra funcion de transferencia del objeto (para
gue la segunda lente forme la imagen de la derivada):
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9.2

9.3

fd
t(u) = ];Ef)

exp(—i2méu) d&.

— 00

Escribir la funcion de transferencia de amplitud del objeto, f(¢), como la
transformada de Fourier inversa de su transformada de Fourier F(u), y calcular

d
la derivada f(f). Relacionando la expresion de t(u) arriba, con esta expresion

ag
para la derivada, escribir la forma que debe tener el filtro, y dibujar su forma.
¢, Cudl es la expresion para el filtro para calcular opticamente la derivada de orden

d"f ()

n. ?
dén

Sitomamos una foto de una television de antes (CRT), la imagen estara formada
por una serie de lineas debido al barrido del haz de electrones en la pantalla.
Debido a que la separacion entre estas lineas es mucho menor que la estructura
de cualquier parte de la imagen en la pantalla, describir la transformada de
Fourier de la foto tomada. Describir como se puede quitar estas lineas de barrido
usando un sistema de filtraje espacial.

Las imagenes en revistas y periodicos estan formadas por puntos de tinta con
una variacion de posicion y tamafio (ver la Figura A.9.1). La Unica condicion para
poder ver bien la imagen es que los puntos de tinta sean mucho mas pequefios
gue el tamafio de la estructura del objeto en la imagen.

(1) Explicar como se puede utilizar un sistema de filtraje espacial
con una longitud de onda A para remover los puntos de la
imagen, y quedar solo con la imagen continua.

(i) ¢ Como tiene que cambiar el filtro en el plano de Fourier para
obtener el mismo efecto de filtraje si se utiliza una longitud de

onda menor que A en el sistema de filtraje espacial?

(i)  ¢Como seria la imagen final si, en el mismo sistema de filtraje,
se utiliza el filtro complementario al filtro utilizado en (i) (el filtraje
complementario deja pasar la luz en el plano de Fourier donde
estd blogueado en el original y tapa la luz donde pasa en el
original).
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Figura A.9.1: Una imagen de un bailarin formada de puntos.
https://www.vectorstock.com/royalty-free-vector/male-figure-made-with-dots-vector-
14853192

9.4 Al formar una imagen con luz coherente se tiene el efecto de speckle que es un
efecto de interferencia debido a la coherencia de la luz. Este efecto se manifiesta
en manchitas pequefias distribuidas sobre la imagen (ver la Figura A.9.2). Estas
manchitas tienen formas muy irregulares, pero son mucho mas pequefas que la
informacion util en la imagen. (i) Explicar como se puede utilizar un sistema de
filtraje espacial con una longitud de onda A para remover el efecto de speckle de
una imagen. (ii) ,Como tiene que cambiar el filtro en el plano de Fourier para
obtener el mismo efecto de filtraje si se utiliza una longitud de onda menor que A
en el sistema de filtraje espacial? y (iii) ¢ CoOmo seria la imagen final si, en el
mismo sistema de filtraje se utiliza el filtro complementario al filtro utilizado en (i)
(el filtraje complementario deja pasar la luz donde esta bloqueado en el original
y tapa la luz donde pasa en el original).

Figura A.9.2: El efecto del speckle sobre un haz gaussiano
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9.5

9.6

9.7

9.8

Utilizando un programa de computadora, programar el problema de la Figura
A.9.2, utilizando una mancha Gaussiana con una distribucion regular de circulos
pequefios como una primera aproximacion a los speckles. Cambiar el tamafio
del filtro para obtener el efecto de quitar los speckles y dejar la mancha
Gaussiana. Luego, utilizar el filtro complementario (1 menos el filtro de la primera
parte) para ver el efecto sobre la imagen. Cambiar el tamafo del filtro
complementario para observar el efecto.

Utilizar un programa de computadora para calcular el proceso de filtraje espacial,
tomando el objeto a la izquierda de la Figura A.9.3, y obtener la imagen a la
derecha de la Figura A.9.3.

EEEEEPD
- mm -

/i A EEEENEN.
iEEEEEERERNI]
IiEEEEEEREN])
'EEEEEEENR'
SN EEEEEYPY

Objeto original Imagen filtrado
Figura A.9.3: El objeto y la imagen en un sistema de filtraje espacial

Utilizando el mismo objeto original que en la Figura A.9.3, en un programa de

computadora, calcular la imagen obtenida en un sistema 4f utilizando como
filtro:

0] un punto oscuro,

(i) un aguijero,

en el centro del plano de Fourier. Cambiar el tamafio del agujero o el punto
oscuro para observar el efecto en la imagen final.

Utilizar un programa de computadora para calcular la imagen de:
0] contraste de fase positiva,
(i) contraste de fase negativa,
(i)  campo oscuro,

para un objeto de fase, con la fase < 0.1 radianes.
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A.10 Holografia

10.1 Si se rompe una placa holografica revelada y reconstruyes a través de un
pedazo de la placa original, ¢,qué se ve?

10.2 Calcular la imagen de un holograma de la transformada de Fourier si, entre la
grabacion y la reconstruccion del holograma, se mueve la fuente puntual de
referencia una distancia d (ver la Figura A.10.1). Describir los términos de la

imagen.
..
(a) Grabacion del holograma >
placa
-(4)— fotografica

3 objeto

o_ndg plana ) o(x,y)_
incidente
/I lente
fuente puntual distancia
para haz de focal f
referencia
O(x+by)
(b) Reconstruccion del holograma
g 7 -l f P il f o
" f 3 plano
onda plana irﬂéeg:gn
incidente
——-
ﬁ
fuente puntual I
para haz de
referencia placa

S(x+b+d.y) revelada

Figura A.10.1: El arreglo de holografia de la transformada de Fourier
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10.3

Fuente l

de luz

incoherente

10.4

10.5

Es posible utilizar luz incoherente para realizar algunas operaciones en
imagenes. Por ejemplo, en la Figura A.10.2, dado que la transparencia 2 se
puede mover verticalmente ¢ qué operacidn se puede hacer con este sistema?

transparencia 2

T

Detector

transparencia 1

Figura A.10.2

En la reconstruccion de un holograma tradicional, si la transmitancia de
amplitud de la placa revelada es proporcional a:

T « I%(x,y),

es decir, hay un efecto no-lineal en la reconstruccion, calcular los términos de
la intensidad de la luz difractada y discutir el significado de estos términos.

Se sabe que para dos ondas de longitud de onda A con una inclinacion 8 entre
ellas, la separacion de las franjas en el patron de interferencia grabado en la
placa holografica es:

g A
~ 2sin(0)’

¢, Cudl es la variacion de d si la fuente tiene un ancho de banda AA? Si la
separacién angular minima (resolucién) que se requiere es A8,, (ver la Figura
A.10.3), ¢a qué variacion de d corresponde esta variacion de A8,,,? Se quiere
que el valor de AA de una variacion de d que sea menor que la variacion de d
requerida por la resolucién A6,, (o no podemos separar las dos direcciones).
Sif =30° A1 =500nmyAd,, = 0.25°, ¢cual es la condicién sobre AA?
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Figura A.10.3: Resolucion angular para holografia

10.6 Utilizar un programa de computadora (MatLab, Mathematica, etc) para calcular
el proceso de reconocimiento de patrones, utilizando un objeto de letras como
el que se muestra en la Figura A.10.4. Recuerda que puede ser necesario tener
un objeto con letras blancas sobre un fondo negro para mejorar el contraste de
las correlaciones, y limpiar el objeto para evitar sefiales espurias. También, hay
gue cambiar el umbral de la intensidad en la imagen final para poder observar
los picos de correlacion.

BVXB

JBKO
BBBL

Figura A.10.4: ejemplo de un objeto original para
reconocimiento de patrones

La reconstruccion se realiza con letras individuales, como las que se muestra
en la Figura A.10.5.

B RKELEbDET

Figura A.10.5: ejemplos de objetos para la reconstruccion para
reconocimiento de patrones

Utilizar letras que si estan en el objeto original y letras que no estan en el objeto

original para la reconstruccion, para mostrar los efectos de sefiales erroneas en
las correlaciones.
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A.11 Coherencia

11.1 En el interferdmetro de Michelson, la intensidad detectada esta dada por:

11.2

1

1(D) —% 1(0) = EJ B(k) cos(kl) dk,
0

donde [ es la longitud de la diferencia de camino 6ptico en los dos brazos del
interferometro y B(k) es el espectro de la luz con k = 2m/A. Calcular la
distribucion de intensidad como funcién de [ para un espectro de la forma:

B(k) =6(k —ky) +6(k —ky),

gue es un espectro de solo dos lineas de diferentes longitudes de onda. Utilizar
la relacion:

cos(A) + cos(B) = 2cos (A ; B) cos (A ; B).

Dibujar el comportamiento de la intensidad y explicar que significa.

El espectro del sodio estd dominado por dos lineas en el amarrillo (4; =

589.0 nm y A, = 589.6 nm). Utilizar el resultado del problema 11.1 para
calcular el cambio en la posicion de uno de los espejos en el interferometro de
Michelson necesario para ir de un minimo del contraste de las franjas al
siguiente minimo de contraste.
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