27 de julio de 2019
Comité Editorial del ICAT

Agradezco al revisor por el tiempo dedicado a leer las notas, por las sugerencias y correcciones
marcadas. En el texto se dejaron en color rojo todos los cambios hechos en el texto y
ecuaciones. A continuacion se reproducen los comentarios del revisor en negro y en color
azul se dan las respuestas correspondientes.

Se anexa el documento con las correcciones (el sistema no me da la oportunidad de enviarlos
por separado).

Saludos,

Augusto Garcia

Respuestas a comentarios del arbitro y correcciones

Falta mencionar en un prdélogo o introduccidn la motivacién, a quien va dirigido el material, si
es parte de un curso formal o extracurricular, e incluir el objetivo en este texto.
Hecho. Gracias

Se necesitan corregir varios errores y resolver algunas dudas, las cuales se mencionan a
continuacion:

Pagina, renglén 1 del parrafo “Objetivo” dice “... Ecuaciones de Maxwell ...” Debe decir “...
ecuaciones de Maxwell ....”, la palabra ecuaciones debe ir en minuscula.

Hecho. Gracias

Pagina 11, rengldn 2, se hace referencia a las Ec. (34) y debe hacerse a la (32). Hecho. Gracias
Pagina 11, rengldn 6, se hace referencia a la Ec. (33) y debe hacerse a la (32).

Hecho. Gracias

Pagina 11, rengldn 8, se hace referencia a la Ec. (18) y debe hacerse a la (33).

Hecho. Gracias

Pagina 11, rengldn 10, dice “re-arreglando” con guién, debe decir “rearreglando”, sin guién.
(En

espanol o castellano, los sustantivos compuestos se construyen por yuxtaposicién del prefijo
con un sustantivo o de los sustantivos, sin guiones).

Hecho. Gracias!

A partir de la pagina 11, se repite la numeracién de las ecuaciones, pasa de la Ec. (34) en la
pagina 10 a la Ec. (27) en la pagina 11 y sigue sucesivamente.

Gracias. Se reenumeraron todas las ecuaciones a partir de la Ec. (34) y se hicieron las
correcciones necesarias dentro del texto.

Pagina 12, Seccion “Ondas en una dimensién”, en regldn 4 dice “La solucion general se adivina
...”. Esta expresidn sugiere que no hay formas sistematicas de obtener la forma de la funcién
de

onda. Se recomienda que se busque una forma mas adecuada de expresar esto.

Se reescribid la frase y ahora dice: “La solucidn general la podemos escribir de la siguiente
manera”

Pagina 12, ultimo rengldn, se da el valor 3x1078 para la rapidez de la luz en el vacio; se
sugiere se explique que este es un valor aproximado para propodsitos de calculos en este curso,
pues el valor de c ha sido definido en forma exacta por los organismos internacionales
correspondientes (como el NIST).



Gracias. Se corrigio la frase en el rengldn anterior a la ecuacién en la que se da el valor de ¢

(ahora la Ec. 43) y se intercambid el signo de igual por el signo aproximadamente igual en esa

ecuacion.

En la pagina 13, la segunda Ec. (34) (Ec. de Helmholtz) contiene el signo menos (-), debe ser

mas (+). Verificar la numeracion de esta ecuacion.

Corregidos signo y numeracion. Gracias!

Pagina 13, dltimo rengldn, en la expresion del vector de onda, hay una lambda que multiplica

al

cociente, esta lambda debe ser un vector unitario en la direccidn del vector k.

Corregido. Reescribimos partes de las frases anteriores pare mejorar la exposicion. Gracias.

Pagina 14, Ecs. (39) y (40). Las implicaciones en estas ecuaciones son correctas, pero no

parecen evidentes a primera vista. Tal vez necesita una explicacidn breve o dejarla como

ejercicio.

Las ecuaciones mencionadas son ahora las ecuaciones (50) y (51). Agregamos una frase

diciendo que al sustituir los campos dados en las dos ecuaciones anteriores en las ecuaciones

de Maxwell se obtienen las siguientes ecuaciones (48)-(51). Hacer el detalle del dlgebra es un

ejercicio para hacer en clase durante la exposicion.

Pagina 14, al final se muestra un sistema de coordenadas con los vectores de campo eléctrico y

magnético en orden invertido. La leyenda de la Figura 2 esta desplazada a la pdgina siguiente.

Se sugiere que la leyenda quede adherida a la figura.

Corregido. Gracias!

Pagina 15, cuarto renglén de abajo hacia arriba, dice “...evanece ...”, debe decir “... envanesce
”

Corregido. Gracias.

Pagina 17, rengldn 17, dice “... Especificar la divergencia ...”. Se sugiere “... A especificar la

divergencia ...”

Paginal7, rengldn 20, dice “... re-arreglando”, se sugiere “... rearreglando”.

Corregido. Gracias.

Pagina 18, Las Ay fide (51) y (52) son funciones distintas de las ecuaciones (59) y (51), aunque

se usan los mismos simbolos para representarlas. Seria conveniente hacer esta observacion

para una mejor comprension por parte del estudiante.

Se hizo la nota y se agrego una frase adicional lineas arriba para claridad. Gracias.

Pagina 18, ¢ Como se obtiene la esa forma de la funcion de Green en la Ec. (54)? Revisar,

también, la numeracion de esta ecuacion.

Se reviso la numeracidon de la ecuacién. La obtencion de la ecuacidn de Green es un ejercicio

de tarea. El profesor debe orientar al estudiante para realizar dicho ejercicio.

Pagina 19, rengldn 7, dice: “... en una sistema ...”, debe decir: “... en un sistema ...”

Corregido. Gracias.

Paginal9, En las expresiones para calcular el promedio configuraciones, este sélo se hace

sobre

la funcién de densidad de carga y no se toma en cuenta el factor que involucra la distancia

entre el punto dentro de la carga y el punto donde se calcula el campo. éEstd correcto?

Si, es correcto. El factor mencionado no contiene variables estocdsticas. El promedio se saca

sobre las coordenadas de la posicidn de las cargas que conforman el campo de densidad de

carga (las ;). Pienso que en las siguientes ecuaciones esto se ve mas claro.

Pagina 20, Pregunta similar a la anterior para el promedio configuracional del campo

magnético.

La misma respuesta. El promedio se saca sobre las variables estocasticas que son la posicion y

la velocidad de las particulas. Este se ve en la siguiente subseccion.

Pagina 22, rengldn 11, dice “... es la carga del un solo ...”, debe decir “... es la carga de un solo

n

Corregido. Gracias.



Pagina 22, rengldn 13. “drift velocity” se traduce, al menos en algunos textos, como “velocidad
de deriva”.
Se agrego el término. Gracias.
Pagina 22, rengldon 8 de la Seccidn “Conexidon con la mecdnica cudntica” falta una palabra, por
ejemplo, “cual” o “que”.
Corregido. Gracias.
Pagina 25, rengldn 7 de abajo hacia arriba. Se sugiere que el simbolo del coulomb (C) se
escribia con letra “normal” no inclinada o caligrafica, segun las convenciones al respecto.
Corregido. Gracias.
Pagina 26, rengldn 16, se hace referencia a Ec. (84), pero debe ser a la Ec. (83), debe verificarse
la numeracién de las ecuaciones.
Corregido. Gracias. La ecuacién es actualmente la (102)
Pagina 26. En el dltimo parrafo antes de la Seccidn “6. Medios polarizables”, puede ser
conveniente hacer notar (es una sugerencia) que para frecuencias bajas la conductividad
también es independiente de la frecuencia.
Hecho. Gracias.
Pagina 26, antepenultimo rengldn antes de la Seccion “6. Medios polarizarles”, falta un
Gamma
mayuscula, donde dice: “... Para frecuencias altas podemos despreciar __en el denominador

”
Corregido. Gracias.
Pagina 26, penultimo renglén antes de la Seccidén “6. Medios polarizables” dice: “... ala ..”,
debe
decir: “...ala..”
Corregido. Gracias.
Pagina 26, primer rengldn de la Seccion “6. Medios polarizarles” dice “... esta... ”, debe decir “...
estd ..”, pues es la conjugacién del verbo “estar”.
Corregido. Gracias.
Pagina 26. En el ultimo rengldn se sugiere que el punto después de “protones” se mueva hasta
después del paréntesis que contiene el valor de la carga del electrén.
Corregido. Gracias.
Pagina 27, renglones 3 y 7 la conjuncién “0” aparece con tilde, segun las normas de la Real
Academia de la Lengua Espafiola, esta conjuncién no lleva tilde.
Corregido. Gracias.
Pagina 27, rengldn 4, el nombre de la unidad de medida “Angstroms” debe escribirse con
minusculas: “angstrom”.
Corregido. Gracias.
Pagina 28, rengldn 2, dice: “... re-definimos... “, debe decir: “... redefinimos ...”
Corregido. Gracias.
Pagina 28, rengldn 7, dice: “... Coulombs ... “, debe estar en minusculas.
Corregido. Gracias.
Pagina 28, rengldn 7, el vector r_i no va desde el centro de la molécula, sino desde el origen de
coordenadas, porque el centro de la molécula estd enr_j.
El vector r_i si va del centro de la molécula que estd enr_j ala posicién de la i-ésima carga
(puede ser electréon o protdn). Desde el origen, la posicidn de la carga esr_j +r_i. En el texto
cambié la palabra “particula” por “carga” para evitar confusion.
Pagina 28, rengldn 4 de abajo hacia arriba dice “... y el campo eléctrico esta ...”, debe decir: “...
y el campo eléctrico estd ...".
Corregido. Gracias.
Pagina 29, rengldn 3, dice: “... encontrar a la particula de carga i ...”, debe decir: “... encontrar a
la particula de cargas_i...".
Corregido. Gracias.



Pagina 29, Si la segunda integral que se muestra resulté de hacer la integral anterior con
respecto ar_i, ¢por qué el integrando de la segunda integral todavia depende de r_i?

Habia un error. La integral es sobre d3r’ y no d3r;. Ya quedé corregido. Habia otro error en la
siguiente ecuacion en la que el numerador del Kernel de la integral es g;(r;) y la integral era
sobre d3r;. Ya quedé corregido también. Gracias!

Pagina 29, rengldn 7, dice: “... Si el punto de observacidn esta ...”, debe decir “... Si el punto de
observacién estd ...”

Corregido. Gracias.

Pagina 29, rengldn 10, se hace referencia a la Ec. (86), verifica si es correcta esta referencia.
Corregido. Gracias.

Pagina 34, rengldn 7, dice “... ecuiacién ..”, debe decir: “... ecuacion ...”

Corregido. Gracias.

Pagina 35, rengldn 7, dice: “... frecuencias mas bajas ...”, debe decir: “... frecuencia mas bajas

Corregido. Gracias.



Notas de Curso

ELECTRODINAMICA DE MEDIOS CONTINUOS

Augusto Garcia Valenzuela

ICAT/UNAM, CD. Universitaria, CDMX, 2019

Prélogo

El objetivo de estas notas es familiarizar al estudiante con las ecuaciones de Maxwell en el vacio y en
medios materiales. Se sintetizan temas basicos de electromagnetismo, ondas electromagnéticas y
radiacidn. Se revisan las suposiciones y la fisica que fundamentan las ecuaciones de la electrodindmica
de medios continuos. Las notas van dirigidas a estudiantes de primer semestre de la Maestria en
Ingenieria Eléctrica; pero pueden también apoyar a estudiantes de primer ingreso en otros posgrados o
de los ultimos semestres en las diferentes carreras de ingenieria o fisica. El material que aqui se
presenta se puede exponer y discutir en clases de 2 horas, dos veces por semana durante 8 semanas, 0
una vez por semana durante 16 semanas. Esto es la mitad de un curso semestral curricular.

Estas son las notas de clase del médulo de electromagnetismo del curso de fisica de medios continuos
que se impartié durante diez afios en el primer semestre de la maestria en ingenieria eléctrica de la
Universidad Nacional Autonoma de México. Actualmente este modulo se ofrece dentro de otros cursos
con distintos nombres de acuerdo a la evolucion de los planes de estudio en el posgrado en Ingenieria
Eléctrica.
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1. FUENTES DE CAMPO ELECTRO- Y MAGNETO-ESTATICO

Las fuentes de campo eléctrico y magnético son las cargas y las corrientes. Primero veremos las leyes
correspondientes a campos estaticos y luego las extenderemos a casos dependientes del tiempo, es decir,
dinamicos.

LEYES DE COULOMB Y BIOT-SAVART

Recordemos que en situaciones independientes del tiempo, las fuentes de campo eléctrico son las cargas eléctricas.
Dada una distribucién de carga uniforme concentrada en un volumen esférico, el campo eléctrico a su alrededor (en
unidades MKSA\) esta descrito por la ley de Coulomb,

Ery =1 T°T )
dmey |r —71'|3

donde r es el punto en el espacio de observacion (fuera del volumen ocupado por la carga eléctrica) y r’ es la
localizacion del centro de la carga. g es la magnitud de la carga en Coulombs (C) y €, es la permitividad
eléctrica del vacio (€, =8.85419 x10-12 CV-1m1). Notemos que el campo eléctrico es radial desde el centro de la
carga y su magnitud decae proporcional al inverso de la distancia entre el punto de observacién y la carga al
cuadrado. Si existen varias cargas en el espacio, el campo eléctrico debido a cada carga por separado se suma
en el punto de observacion.

La fuerza que siente una carga puntal g en un punto r estd dado por el producto de la carga q por del
campo eléctrico debido a otras cargas en ese punto r. Por lo tanto, la fuerza que siente una carga puntual 1 en
r, debido a otra carga 2 en r, esta dada por la ley de Coulomb como,

Q192 T1—T;

Fi,(ry) = q1E;(ry) = P L
0 1 2

(2)

Es facil ver que la fuerza que siente la carga 2 por la carga 1 es de igual magnitud pero de sentido contrario:
F,,(r;) = —F,,(r,). Porlo que la ley de coulomb satisface la tercera ley de Newton.

Las fuentes de campo magnético son las corrientes de carga eléctrica. La unidad de corriente es el Ampere
(A) que es Coulomb por segundo. El campo magnético debido a un tramo de longitud diferencial dl de una
linea (hilo de grosor infinitesimal) de corriente centrado en el punto r’ esta dado por la ley de Biot y Savart,

&I(r’) x(r—-r" p

B(r) =
) 4T |r—1'3

; (3)

donde I es el vector corriente (con direccién tangencial al tramo del alambre) y po es la permeabilidad del
vacio (1, =4nx10-7 Hm'1). Notemos que el vector magnético es perpendicular a la direccién de la corriente y
del vector que va desde el tramo del alambre dl y el punto de observacion r. Su magnitud es proporcional en
seno del angulo entre el vector I'y el vector r — r’, y decae con el inverso del cuadrado de la distancia entre 7’
y 1. El campo magnético total en un punto del espacio se encuentra integrando la Eq. (2) sobre todo la linea de
corriente (e.g. un alambre), desde la fuente hasta el sumidero de cargas.

La fuerza que siente un elemento diferencial de corriente Idl en un punto r esta dada por el producto cruz
del elemento diferencial de corriente Idl con el campo magnético en ese punto r debido a otros elementos
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diferenciales de corriente. Por lo tanto, la fuerza que siente un elemento diferencial de corriente 1 enr;
debido a otro elemento diferencial de corriente 2 en 1, esta dada por la ley de Biot-Savart como,

Fi,(r) = Ii(r)dl, x (ﬂ fa(ra) x (ry ~ 1) dlz)- “)

4n lry —7yf3
Si calculamos la fuerza que ejerce el elemento 1 de corriente sobre el elemento dos de corriente vemos que
F,(r;) = —F,,(r;). Porlo tanto la Ley de Biot-Savart satisface la tercera Ley de Newton.

Si tenemos una distribucién de carga extendida en el espacio p(r), el campo eléctrico se puede escribir
como una integral sobre la distribucion de carga de la siguiente manera,

E(r) = — T e 5
(T)—Feofp(r)m . (5)

Por otro lado, la corriente a través de una superficie de area a se puede escribir a partir de una densidad de
corriente como,

1= [ 10da, ©)

donde da es el diferencial de area y A es la seccidn transversal del hilo de corriente. No es dificil ver que si
tenemos una distribucién de corriente extendida en el espacio la integral de la Ec. (2) queda de la siguiente
forma,

_ Mo (JO) X (@ -1 o,
B(T)—ijdsr. (7)

FUERZA DE LORENTZ

Los campos eléctrico y magnético ejercen independientemente fuerzas sobre las cargas eléctricas. La ley
fundamental es la Ley de Lorentz. Las fuerzas sobre una particula de carga g esta dada por,

F:qE+q17><B, (8)

donde v es la velocidad (vector) de la particula (de dimensiones infinitesimales) con carga g. Nétese que el
campo magnético sélo ejerce una fuerza sobre una carga en movimiento., y ésta es en direcciéon perpendicular
al campo magnético y a la velocidad instantanea de la particula.

Notas:

1) De la ecuacién para la fuerza de Lorentz podemos recordar facilmente las unidades del campo
eléctrico y magnético en el sistema internacional de unidades (SI). Las unidades del campo
eléctrico son Newton entre Coulomb, es decir, [E] = [%], y las del campo magnético: [B]= [Cim] =

S

N q
[A_]' es decir Newton entre ampere por metro.
m
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2) En la ecuaciéon (4) la fuerza neta sobre el elemento de corriente 1 es la suma de fuerzas sobre
cada uno de los portadores da carga. Podemos pensar en la Ley de fuerza de Lorentz y que
I,(r,) = qnav donde q es la carga de uno de los portadores de carga (se suponen todos iguales, p.
ej. electrones), n es la densidad en nimero de portadores de carga, a es el area de la seccion
transversal del conducto de corriente enr;y ves la velocidad promedio (vector) de los
portadores de carga.

LEYES DE GAUSS

Definamos el flujo de campo eléctrico, @, a través de una superficie cualquiera, S (curva o plana, cerrada o
abierta), como la integral sobre el area de la superficie del producto escalar del campo eléctrico y 1a normal a
la superficie en el punto de integracion,

o, = f E(r) - fida, 9

S

donde, como ya se dijo, mes un vector unitario normal a la superficie y da es el diferencial de area.
Comunmente a fida se le denomina el diferencial de superficie y se denota como un vector diferencial de
superficie ds = nida. Similarmente definamos se define flujo de campo magnético (®5) reemplazando E por B
en la expresion anterior. La ley de Gauss dice que el flujo de campo eléctrico sobre una superficie cerrada es
proporcional ala carga eléctrica en el interior de la superficie,

f E(r)-ds = if p(r)dv, (10)

N

donde ds es el vector diferencial de superficie (normal a la superficie), p es la densidad (por unidad de
volumen) de carga eléctrica y V es el volumen encerrado por S. Se puede demostrar que si se postula la ley de
Coulomb, entonces se puede derivar la Ley de Gauss del campo eléctrico y viceversa (ver apéndice A).

La inexistencia de cargas magnéticas (el campo magnético es generado por corrientes de carga eléctrica y
no por cargas magnéticas) resulta en que el flujo de campo magnético a través de una superficie cerrada es
siempre cero,

jg B(r)-ds = 0. (11)

S

Las Ecs. (10) y (11) se conocen como la ley de Gauss del campo eléctrico y del campo magnético,
respectivamente.

POTENCIAL ELECTRICO

De a ley de Coulomb también se puede derivar otra propiedad del campo electrostatico. Esta es, la integral (de
linea) del campo eléctrico sobre un circuito cerrado es siempre cero.

jﬁ E(r)-dl=0. (12)

L
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Esta propiedad implica que la integral de linea del campo eléctrico de un punto a otro no depende de la
trayectoria que se elija, y permite definir una funcién potencial de la que se puede derivar el campo eléctrico.
En particular se define el potencial eléctrico como,

T

Ur)—-U(ry) =— fE(r) - dl. (13)

To

Si establecemos el valor de cero para el potencial eléctrico en algin punto del espacio particular, digamos p.ej.
en ry, la ecuacion anterior define el potencial eléctrico como un campo escalar funcion de r. El campo eléctrico
se puede obtener de U(r) como E(r) = —VU(r) donde VU (r) = (90U /dx)d, + (U /dy)a, + (0U/dz)d,, es el
gradiente de U(r) en coordenadas cartesianas y @,, @,, @, son vectores unitarios en la direccién de los ejes
cartesianos correspondientes.

LEY DE AMPERE

La integral de linea del campo magnético a lo largo de un recorrido cerrado, L, se relaciona con el flujo de
corriente eléctrica a través de una superficie cuyo perimetro es el recorrido de integracién (la superficie
puede ser plana o no). Si se postula la ley de Biot y Savart se puede mostrar que,

§ B@)-dt=py [ 1) -as, (14)
S

L

donde dl es el vector diferencial de linea (direccion tangencial al trayecto de integraciéon y magnitud igual al
diferencial de longitud). Esta expresion se conoce como la ley de Ampere. También se puede al revés, si se
postula la ley de Ampere, la Ley de Biot y Savart se puede demostrar. Las ecuaciones (10) y (12) son dos leyes
de la electrostatica equivalentes a la Ley de Coulomb y las ecuaciones (11) y (14) son dos leyes de la
magnetostatica equivalentes a la Ley de Biot y Savart.

LEYES DE LA ELECTRO Y MAGNETOSTATICA EN FORMA DIFERENCIAL

Usando el teorema de la divergencia:

fA-ds=f(v-A)dV, (15)

S 14

donde S es la superficie que engloba el volumen V, y el teorema de Stokes:

fA-dz=f(v><A)-ds, (16)
S

L

donde L es el contorno de la superficie L, en las ecuaciones (10), (11), (12) y (14), obtenemos,
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p(r)

V-E(r) = e 17)
V-B(r) =0, (18)
VXE®@r) =0, (19)
V X B(r) = poJ (1). (20)

Estas son las leyes de la electro- y megnetostatica en forma diferencial. Son cuatro ecuaciones vectoriales
diferenciales parciales en tres dimensiones de primer orden. Las dos primeras son las ecuaciones de Gauss
para el campo eléctrico y magnético respectivamente. La tercera ecuacion se podria llamar la Ley de Faraday
estatica y la cuarta la ley de Ampere. Dada una distribucién de densidad de carga en el espacio, p(r), las dos
ecuaciones (17) y (19) determinan univocamente, salvo por una constante, el campo eléctrico E(r) en todo el
espacio. Dada una distribucién de densidad de corriente en el espacio, J(r), las dos ecuaciones (18) y (20)
determinan univocamente, salvo por una constante, el campo magnético B(r) en todo el espacio.

POTENCIALES ELECTRO Y MAGNETOSTATICOS

El potencial electrostatico fue definido en la Ec. (13). En forma diferencial nos da,
E(r) = —VU(r). 21D

Si usamos el potencial electrostatico, la Ec. (19) se satisface automaticamente dada la identidad matematica
V X Vf(r) = 0 paratodo campo escalar f(r). Si sustituimos la Eq. (21) en las Egs. (17) obtenemos,

V2U(r) = —pg). (22)

Esta ecuacion diferencial se conoce como la ecuaciéon de Poisson. Por lo tanto trabajando con el potencial
electrostatico las dos ecuaciones, (17) y (19) se transforman en una sola ecuacién escalar. Lo cual es una
aparente ventaja. El precio a pagar es que la ecuacidn diferencial es ahora de segundo orden.

Para le campo magnético también se define un campo potencial. En este caso, se apela a la identidad
matematica: V - (V X A(r)) = 0 para todo campo vectorial A(r). Entonces, si usamos un campo vectorial A(r)
para derivar el campo magnético como su rotacional, es decir, si proponemos,

B(r) =V X A(r), (23)

Entonces la ecuacidn de Gauss para el campo magnético se satisface automaticamente. Luego, sustituyendo la
Ec. (23) en la Ley de ampere y usando la identidad: VX V X A(r) = V(V . A(r)) — V2A(r), obtenemos,

V(V-A(r)) — V2A(r) = poJ ().

Notemos que la identidad matematica anterior se aplica solo con las componentes cartesianas del campo
vectorial y V2A(r) quiere decir el campo vectorial donde cada componente cartesiana es el Laplaciano de cada
componente cartesiana de A(r). Ahora, para especificar univocamente un campo vectorial, salvo por una
constante, se debe especificar el rotacional y la divergencia en todo punto del espacio del campo vectorial. Por
lo tanto la ecuacion (23) no especifica un potencial magnético tinico. Tenemos entera libertad de especificar
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la divergencia de A(r) para determinar univocamente, salvo por una constante, el potencial magnético. Elegir
cuanto debe valer la divergencia del potencial vectorial se conoce como especificar la “norma”. Claramente en
el caso estatico lo que conviene es pedir que V- A(r) = 0 en todo el espacio. Esta se conoce como la norma de
Coulomb. En este caso el potencial magnético elegido satisface:

VZA() = —po) (0. (24)

Notemos que estas son tres ecuaciones de Poisson. Una para cada componente cartesiana de los campos A(r)
y J(r). La ventaja de usar el campo potencial en este caso no es tan obvia. En muchos casos, la ventaja consiste
basicamente en que las tres ecuaciones de Poisson en la Ec. (24) estan desacopladas. Es decir, son
componente cartesiana por componente cartesiana.

2. ELECTRODINAMICA

En electrodindmica se describen campos electromagnéticos que dependen del espacio y del tiempo. Las
leyes de Gauss para el campo eléctrico y magnético se postulan validas para los campos dinamicos, es decir,

jg E(r,t)-ds = lf p(r, t)dv (25)

N

é B(r,t)-ds = 0. (26)
S

Adicionalmente, tenemos la ley de inducciéon de Faraday y una modificacién a la Ley de Ampere para el caso
electrodinamico.

LEY DE INDUCCION FARADAY

En el caso electrostatico, la integral de linea del campo eléctrico entre dos puntos cualesquiera es
independiente del camino que se escoja, lo que permite definir el potencial eléctrico (U) entre los puntos. Por
lo tanto, si no existe dependencia en el tiempo, la integral de E sobre cualquier camino cerrado sera cero. Sin
embargo, si existe un campo magnético dependiente del tiempo, la integral de linea del campo eléctrico en un
camino cerrado ya no es cero (por lo tanto el concepto de potencial eléctrico ya no es 1til). En este caso la
integral de linea se denomina la fuerza electromotriz (fem) (6 emf por sus siglas en inglés) y
experimentalmente se encuentra que,

fE(r t)-dl=—iJ-B(r t)-ds (27)
’ ot ’ ’

L S

Esta dltima ecuacién es la ley de induccién de Faraday.
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CONSERVACION DE LA CARGA ELECTRICA Y LEY DE AMPERE-MAXWELL

J. C. Maxwell se dio cuenta que la Ley de Ampere no podia estar completa en una situacién dindmica pues
violaria la ley de conservacion de carga:

f@@ﬂ

5% av = —f](r,t)-ds. (28)
S

14

Para que la Ec. (28) se satisfaga en todo momento es necesario afiadir un término a la ley de Ampere, de tal
forma que obtenemos la ley de Ampere-Maxwell:

OE(r,t) .

55 B(r,0)-dl = f [](r, 0+ e ds. (29)

L S

Si se postula la Ec. (29), la continuidad de la carga se deriva de ésta.

ECUACIONES DE MAXWELL EN FORMA DIFERENCIAL

Todas las ecuaciones anteriores suponen el vacio. Las ecuaciones (25), (26), (27), y (29) son suficientes
para describir toda la electrodindmica clasica. Por lo tanto forman un conjunto de postulados (6 leyes)
completo para la electrodinamica clasica. Las cuatro leyes se conocen como las leyes de Maxwell (dadas en
forma integral).

Usando el teorema de la divergencia y el teorema de Stokes en las Ecs. (25), (16), (17), y (19), obtenemos
las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial,

VE@ﬂ=pmﬂ, (30)
€o
V-B(rt) =0, (31
VxE@t)——aB@J) (32)
) - at )
B 0E(r,t)
VXB(@r,t) =) (1, 6) + oo —— (33)

donde el argumento de todos los campos es (r,t). Aplicando la divergencia a ambos lados de (28) y
recordando que V- (V X A) = 0 para todo campo 4, obtenemos la Ec. de continuidad en forma diferencial,

op(r, t)
=0
ot

V-j(rt) + (34)
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3. ONDAS ELECTROMAGNETICAS

ECUACIONES DE ONDAS

Las ecuaciones de Maxwell describen en principio todos los fendmenos electromagnéticos. En particular,
deben de describir las ondas electromagnéticas. Las ecuaciones de Maxwell (32) y (33) acoplan los campos
electrodindmicos, i.e., dependientes del tiempo. Son dos ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas.
Para desacoplarlas y obtener una ecuacién diferencial con s6lo el campo eléctrico o s6lo el campo magnético,
tomamos el rotacional de una de ellas y usamos la otra. Por ejemplo, tomando el rotacional en ambos lados de
la Ec. (32), obtenemos,

oV X B

VXVXE=—
at

Usando la Ley de Ampere-Maxwell, la Eq. (33), en el lado derecho nos da,

9 OE oy 92
VXVXE = _E<ﬂo]+.uofoa> = THog, ~ Fofo g7

Rearreglando términos nos da la ecuacién de onda vectorial del campo eléctrico,

0%E aJ
VXVXE"‘H()E()F:_H()E. (35)

Aqui vemos que la fuente de radiacidn es el cambio en el tiempo de la densidad de corriente. Esto es, cuando
las cargas se aceleran, radian campos electromagnéticos. Usando la identidad VX V x § = V(V - §) — V2§,
y usando la Ley de Gauss para el campo eléctrico, V- E = p/€,, obtenemos,

0%E aJ] Vp

V?E — — = Uy— 36
Ho€o 53 .ant+ (36)

€0
Ahora asumamos el espacio libre de cargas (p = 0) y de corrientes (J = 0). Entonces, V- E = 0 y obtenemos,

) 0%E
V°E — ﬂoeow =0. (37)

Hay que recordar que el operador V2E es abreviacion de V-(VE), y que como tal se aplica
independientemente a cada componente ortogonal (i.e. cada componente cartesiana) del vector E (por

definicidn, el gradiente se aplica a una funcién escalar y no hay vector). Tenemos que,
0* 0% 0%

Vi= —+—+—.

dx?  0dy? 0z?

Tomando esto ultimo en cuenta, es claro que la Ec. (37) corresponde a tres ecuaciones escalares
independientes; una para cada componente cartesiana de E. La Ec. (36) se conoce como la ecuacién de onda
con fuentes y la Ec. (37) se conoce como la ecuacion de onda en el vacio.
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Similarmente, tomando el rotacional de la ley de Ampere-Maxwell y utilizando la ley de induccién de
Faraday,

0V X E 0’B
VXVXB:MOVX]+‘“OEOT=HOVX]_H050F-
Por lo que la ecuacién de onda vectorial para el campo magnético es,
’B
VxVxB+yoeo—at2 =V xJ. (38)

En este caso las fuentes son el rotacional de la densidad de corriente. Nuevamente utilizamos la identidad,
VXVxS§=V(V-S)—V2Syobtenemos,

, 028
V°B — Ho€o 52 = —HoV X ], (39)

donde usamos la ley de Gauss para el campo magnético, V- B = 0. Asumiendo el espacio vacio (J = 0)
llegamos a la ecuacién de onda en el vacio del campo magnético,

, 0%B
VB — Hoeoﬁ = 0. (4‘0)

ONDAS EN UNA DIMENSION

Supongamos el caso mas sencillo. Una onda escalar, digamos una componente del campo eléctrico, E,,, que
depende s6lo de una coordenada espacial, digamos x , y del tiempo t. La ecuacién de onda se simplifica a,

9%E, 9%E,
axz — Ho€o atz =0. (41)

La solucién general la podemos escribir de la siguiente manera,

t t
E,=a, = +a_ + ’ 42
7 f<x \/#050) ¢ g(x \/Hoeo> @2

donde f'y g son funciones arbitrarias con primera derivada continua, a, y a_ son constantes. No es dificil ver

que f (x = J,f_e> es una onda viajera que se propaga en la direccion positiva en el eje x a velocidad 1/,/ € -
0€0

El término g (x + )corresponde a una onda propagandose en direccién negativa del eje x a la misma

t
velocidad. La velocidad de propagacion de la perturbacion eléctrica en el espacio vacio se suele denotar como
c. Utilizando los valores de €, y i, (indicados al inicio de la seccién 1) obtenemos,

1

v Ho€o

m
c= =3x10°— (43)
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Podriamos pensar que en tres dimensiones, este resultado corresponde a una onda plana, es decir, una onda
que es constante sobre cualquier plano (infinito) perpendicular a la direccién de propagacion. En lo que sigue
veremos el caso de una onda plana electromagnética vectorial.

ECUACION DE HELMHOLTZ

Escojamos una de las componentes cartesianas del vector eléctrico y denotémosla simplemente como E.
En el vacio esta satisface la ecuacién de onda escalar,

,. 10

En el caso monocromatico asumimos una dependencia temporal dada por el factor exp(—iwt), donde w es la
frecuencia angular (w = 2nfdonde f es la frecuencia), entonces el fasor de campo eléctrico satisface la
ecuacion,

2

VE+Z E=0 (45)
c? ’

Esta es la ecuacién de Helmholtz escalar en tres dimensiones.

LA ONDA PLANA ELECTROMAGNETICA EN EL VACIO

Una onda electromagnética no sélo es una solucién de la ecuacidon de onda. Debe ser solucién en todo
momento y punto del espacio de las ecuaciones de Maxwell. Esto impone ciertas restricciones a las soluciones
vectoriales. Como veremos en este caso.

Z“

X y

Figura 1. Vector de onda real. Indica la direccién de propagacién de la fase y su magnitud la “frecuencia
angular espacial”.

Consideremos la descripcién de la onda usando coordenadas cartesianas y supongamos una direccién de
propagacion arbitraria en relacion a la orientacién de nuestros ejes coordenados. Supongamos que el vector
unitario § apunta en la direccién de propagacién de la onda y busquemos una solucién sinusoidal en el tiempo

(i.e.,, monocromatica) y en el espacio. Definamos el vector de onda k = 277:3 (ver Fig. 1) y la frecuencia radial
w = 2nf, donde A serd la longitud de onda y f la frecuencia. Proponemos una solucién de la forma,
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E = Eyexp(tik T —iwt), (46)

donde E, es un vector constante. Dado que E y B estan acoplados por las ecuaciones de Maxwell,
necesariamente debemos tener una onda acompafiante de campo B,

B = By exp(xik - r — iwt). 47)

Ambas ondas deben satisfacer las cuatro ecuaciones de Maxwell. Si sustituimos los campos dados en las Ecs.
(46) y (47) en las ecuaciones de Maxwell, obtenemos que,

V-E =0 implicak,E, + k,E, +k,E, =k-E =0 yporlotanto k L E,, (48)
V:B =0 implicak,B, +k,B, +k,B, =k-B =0 yporlotanto k L B, (49)
VXE= —Z—I: implica k X E = wB y porlo tanto E, 1 B,, (50)
VXB = Eo#og—f implica k X B = —weyuyE y porlo tanto B, L E,. (51)
Las ecuaciones k X E = wB y k X B = —weyuoE ademas de relacionar las direcciones entre el campo

eléctrico, el magnético y el vector de onda, relacionan las amplitudes de la onda eléctrica y la magnética estan
relacionadas.

Ahora tomamos el producto cruz de k con las ecuaciones vectoriales algebraicas que aparecen en (50) y
(51) desde la derecha y obtenemos,

kxkXxXE=wkxB y kx kxB=—-weyu, k XE.

Usando las ecuaciones anteriores en las dltimas ecuaciones,

kX kxE+ w?equoE =0 y kx kX B + w?euuyB = 0.

Usando la identidad k X k x A = k(k - A) — (k- k)A en las ecuaciones anteriores obtenemos la ecuacién de
dispersion en el vacio:

k- k= w?eyu,. (52)

Esta ecuacién permite soluciones con el vector de onda real o complejo. En el caso de un vector de onda real,
la ecuacion de dispersion se simplifica a,

k? = w?€oiy,
y larelaciéon entre las magnitudes de la onda magnética y eléctrica se simplifica a B, = (k/w)E,, i.e.,, a

By ==k, (53)
También, en el caso de vector de onda real, tenemos que los vectores eléctrico y magnético son

perpendiculares entre si, y ambos son perpendiculares a la direccién de propagaciéon como se muestra en la
figura 2.
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Figura 2. Relacidn entre los vectores eléctrico, magnético y vector de onda.

Como ya se dijo, para un tiempo t dado, tanto E como B son constantes sobre los planos perpendiculares a k.
Un plano de fase constante, i.e., aquel para el cual el argumento en (46) y (47): £k - r — wt es constante en un
instante de tiempo dado, se desplaza a la velocidad c a lo largo de la direccién de k. Estos planos se les llaman
frentes de onda.

En el caso de un vector de onda complejo la Ec. (52) explicitamente lo que dice es,

Aqui vemos que en general podemos especificar dos componentes del vector de onda y resolver para la
restante. Por ejemplo, podemos especificar k, y k,, y resolver para k,

k, = |k2— K2 - k2, (55)

donde k§ = w?€opg. Sik,y ky sonrealesy ki + kj < k§, entonces k, es real y tenemos una onda propagante
con vector de onda real. Pero si k, y k, son reales y k7 + k; > k3, entonces k, es imaginaria y tenemos una

onda evanescente con vector de onda complejo, donde el vector real y el vector imaginario son
perpendiculares entre sf.

En general podemos escribir k = k' + ik". Sustituyendo en la Ec. (52), tenemos,

K-k — K'-K'+2ik' k' = w?eyu,.
De donde obtenemaos,
()2 = (k") = ety KK =0.

La segunda ecuacién dice que en el vacio la parte real y la parte imaginaria del vector de onda son siempre
perpendiculares o que la parte imaginaria del vector de onda es cero, y la primer ecuacién nos dice que la
velocidad de propagacidon de los frentes de onda es diferente a la de la velocidad de propagacién para ondas
con vector de onda real.

Por definicion cuando k' -k =0y k" es distinto de cero decimos que tenemos una onda
evanescente. Cuando k" es cero decimos que tenemos una onda homogénea en el vacio. En una onda
evanescente tenemos una onda plana E, exp(+ik - r — iwt) cuyos frentes de onda viajan en la direccién de k'
pero su amplitud esta modulada por una exponencial real que “evanesce” en la direccién de k", es decir la
amplitud es proporcional a exp(—k'' - r). En el caso general de ondas planas en materiales con absorcién (que
veremos mas adelante), k' - k''es distinto de cero por lo que k' y k' no pueden ser perpendiculares. En el caso
de que sean paralelos decimos que tenemos una onda homogénea en el material, y en el caso que hagan un
angulo oblicuo entre ellos decimos que tenemos una onda inhomogénea. En este caso las ondas homogéneas
decaen en la direccién de propagacion de los frentes de onda.
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POLARIZACION DE ONDAS HOMOGENEAS EN EL VACio

Supongamos dos ondas electromagnéticas planas, homogeneas y viajando en la misma direccidn, con la
misma frequencia y con sus vectores eléctricos perpendiculares:

X(r,t) = Acos(kz — wt + 8y)d,, (56)

Y(r,t) = B cos(kz — wt + &y)d,, (57)

donde, |k| = k = w./€guy = w/c,y 6x ¥ 8y son constantes. No es dificil ver que el campo eléctrico resultante
de superponer estas dos ondas,

E(r,t) = X(r,t) + Y(r,t),

rota y cambia su amplitud como funcién del tiempo o de la posicién a lo largo de la direccidn de propagacion.
Para encontrar la traza que dibuja el vector campo eléctrico escribimos,

X(r,t) = Acos(y)a,,
Y(r,t) = Bcos(y + @)@, = B[cosy cos¢p — sin sin pla,,.

Donde ¢ = kz — wt + 6y y ¢ = 8y — 6. Buscamos una ecuacion general que describa el movimiento del
vector del campo eléctrico en el tiempo. Escribimos:

(X(: ﬂ) + <Y(;’ t)> = cos? + [cos i cos ¢ — sin1 sin @]

Después de un poco de algebra, el lado derecho de la ecuacidn anterior se puede escribir como,

X, )\ (Y, ¢t) -
2( 2 )< B )cos¢+sm ¢.

Por lo tanto, tenemos que en todo punto del espacio r y todo instante de tiempo ¢,

2 2
<X(T. t)) + <Y(r, t)_) ) <X_(r, t)> <_Y(r, t)) cos ¢ = sin® ¢. (58)

A B A B

Esta es la ecuacion general de una elipse con sus ejes mayor y menor haciendo un angulo oblicuo con los ejes
coordenados x y y (ver apéndice B). Entonces, tenemos que en un punto fijo del espacio el campo eléctrico
traza una elipse como funcién del tiempo. En un instante de tiempo, el desplazarnos a lo largo de la direccién
de propagacion de la onda, el vector eléctrico traza una espiral eliptica.

POTENCIALES ELECTROMAGNETICOS

En electrodindmica también se puede y es conveniente muchas veces trabajar con campos potenciales.
Primero se define el potencial magnético, igual que en la magnetostatica. La Ley de Gauss para el campo
magnético nos dice que también la divergencia de éste es siempre cero en el caso dinamico, por otro lado
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sabemos que la divergencia de un rotacional es siempre cero. Entonces podemos escribir siempre el vector
magnético como el rotacional de un vector A, el cual llamaremos el potencial magnético,

B =VXxA. (59)
Introduciendo esta relacion en la ley de induccién de Faraday, nos da,

24
vx(E+55) =o0.
at

Omitimos los argumentos (7, t) de todos los campos por simplicidad. Ahora, el rotacional de un gradiente es
siempre cero, por lo que podemos escribir,

E+aA— \

at .

E=-V oA 60
- ¢ atl ( )

donde ¢ es el potencial eléctrico. Notemos que si no hay dependencia en el tiempo, este potencial coincide

con el potencial eléctrico que definimos cominmente en electrostatica.

Para especificar un campo vectorial en todo el espacio, salvo por una constante, debemos de
especificar su rotacional y su divergencia en todo el espacio (notemos que en la divergencia y el rotacional
juntos tenemos todas las derivadas de primer orden de las tres componentes del vector). De manera que
todavia tenemos libertad de especificar la divergencia de A. Al hecho de especificar la divergencia del
potencial magnético se le conoce como escoger una norma. Veamos una norma conveniente. Busquemos las
ecuaciones de onda para los potenciales. Sustituyendo los campos E y B por sus expresiones en términos de A
y ¢ enlaley de Ampere-Maxwell,

VXVXA= + 0 < \Y OA)
= po + €olo ot ¢ at)
Usando VX V X § = V(V - §) — V2S y rearreglando,
2

) 3} avo
VA - Eoﬂoﬁ_ V(V-A4)— Eo#ow = —ol.

Aqui vemos que nos conviene tomar la norma en la que la divergencia de 4 esta dado por,

o
V-A= —eouoﬁ. (61)

De esta manera los dos ultimos términos del lado izquierdo de la ecuaciéon suman cero, y obtenemos,

2

0
VZA - foﬂoﬁ = —loJ. (62)

Esta es la ecuacidn de onda para el potencial A. Notemos que es una ecuacioén vectorial pero esta desacoplada
en tres ecuaciones escalares, una para cada componente cartesiana de los campos vectoriales Ay J. Ahora,

L o a4 C o
para obtener la ecuacion de onda para ¢, sustituimos E = —Vo —5; en la ley Gauss del campo eléctrico.

Obtenemos,
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ot) €
Esto es,
av-A p
V2 + = ——
¢ at €

Finalmente, usando la norma definida arriba en la Eq. (50), resulta en,

¢ p
24, _ ==
Vi — €9l 9t2 0 (63)

Esta es la ecuacion de onda para el potencial eléctrico.

Por lo general, para resolver problemas de radiacion trabajamos en el espacio de las frecuencias. Lo
que se hace es que se saca la transformada de Fourier en el tiempo de las ecuaciones de onda anteriores y
obtenemos,

VZA(r, w) + w?eguoA(r, w) = —uoJ (r, w), (64)
V2d(r, 0) + wlegtob(r, w) = —p(';’ow). (65)

En las ecuaciones anteriores agregamos explicitamente los argumentos (r, w) a los campos A y ¢ para indicar
que estos campos son las transformadas de Fourier en el tiempo de los campos A(r,t) y ¢(r, t). Usamos los
mismos simbolos Ay ¢ para no complicar la notaciéon. Las Ec. (64) y (65) son ecuaciones de Helmholtz
inhomogéneas. Si conocemos los campos fuente podemos resolver para los potenciales electromagnéticos
usando la funcién de Green de la ecuacidén de Helmholtz escalar en tres dimensiones. Esta funcién de Green
satisface,

VZG(r — 1) + wlequoGr—1r) = 6(r — 1), (66)
y esta dada por,
n exp(ik|lr —r'|)
Gr—r)= T (67)

Donde k = w/c = w,/€gly . Los potenciales electromagnéticos se encuentran realizando las siguientes
integrales:

o(r,w) = —E—lof Gr—r;w)pl, w)d3r, (68)

A(r,w) = —ug J Gr—r;w) ], 0)d3r. (69)
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Finalmente se realiza la transformada inversa de Fourier en o y se obtienen los potenciales electromagnéticos
como funcién de r y t. Los campos eléctrico y de induccion magnética se obtienen con las ecuaciones (59) y
(60).

4. ONDAS EN MEDIOS MATERIALES

CARGAS EXTENDIDAS Y DENSIDAD DE CARGA

Sabemos que desde un punto de vista microscépico toda carga eléctrica es puntual (electrones) o puntual para
todo efecto practico (protones). Sin embargo, para la mayoria de problemas tenemos una gran cantidad de
cargas distribuidas en zonas del espacio extendidas. La gran mayoria de las veces no sabemos la posici6n
exacta de cada carga, ni la podriamos saber si quisiéramos. Entonces lo que describimos es el campo eléctrico
promedio. El promedio corresponde al promedio configuracional del sistema de cargas. Primero definamos la
densidad de carga microscopica. Cada carga puntual corresponde a una delta de Dirac en el espacio. La
densidad carga en un sistema de cargas es una suma de funciones delta,

Pmic() = q Z s(r—my), (70)
j=1

donde g es la magnitud de una carga y 1j es la posicién de la j - ésima carga puntual. El campo eléctrico de este
sistema de cargas esta dado por

N N
1 r—r q r—r q r—r;
E(r)=—— () ——=d3r" = JZ&r’—r- —d3r' = L
@ 47T€ofpmw( )Ir—r’|3 r dmeo ) & ( 1) =B Ame it | — j|3
Jj= Jj=

Ahora tomemos el promedio de configuraciones del campo eléctrico:

!

T

= 1 4 -r d3 !
(B = 3 [ omie )y &7

esto es,

!

N 0 N
__4a P Sl A WA | Z R N S S W
(E(r)) = 4n60f<zl o 1))y T 4n60f . 1(5(:« ) g
j= j=

Supongamos que la densidad de probabilidad de encontrar la j - ésima carga alrededor de r; esta dada por
g;j(r;). Entonces, el promedio configuracional de la densidad de carga se obtiene como,

Pric@N =0 [ 980" 1) =0 g;0") = pacr, 1)
j=1 j=1
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y escribimos,

r—r

(E(T)) = q J-pmac( Ne—ps d3r'.

lr—7'3

En esta relacion p,,,. (") es una funcién continua, derivable y extendida en el espacio. Sin singularidades.

DENSIDAD DE CORRIENTE

Hasta ahora hemos supuesto que la corriente fluye por una linea de grosor cero o que la corriente es un
continuo. En general debemos considerar corriente extendidas. Es decir que fluyen a a través de areas finitas.
En este caso definimos una densidad de corriente por unidad de area, J(r). La corriente a través de una
superficie S esta dada por,
I = j J - ds.
S

El campo magnético emanado de una distribucién de corriente en el espacio se calcula como,

_ Ho ](T)X(T—T)
B(r)_rj lr— 7|3

Nuevamente nos podemos preguntar como es que definimos una densidad de corriente continua en el
espacio? Si en realidad la corriente son electrones puntuales que se desplazan en el espacio. En este caso
debemos hablar del promedio configuracional de los campos. Deberiamos escribir,

By =42 [LELZC D o 72)

CORRIENTES MICROSCOPICAS Y EXTENDIDAS

Pensemos en un conjunto de N cargas puntuales en movimiento,

N

prie(,8) = € ) 8(r = 1,(®)), (73)

j=1

donde e es la carga de cada particula puntual. Por un momento pensemos en una densidad de carga con
dimensiones finitas en movimiento: p,(r,t). Supongamos un pequefio cilindro de longitud dly seccién
transversal de drea da como se muestra en la siguiente figura,

20|Pagina



“,.J'.
4
4

(7

-

" -
K
. o

&
<

ol

\4

dl

Figura 3. Elemento de volumen con su eje en la direccién de la densidad de corriente.

Si en un tiempo dt la densidad de carga se desplaza sin distorsiéon (como un sdlido) en la direccién § una
distancia dl, la carga neta que atraviesa la tapa derecha del cilindro en el intervalo de tiempo dt es,
q = pp(r,t)dl - da. La corriente neta que pasa por la tapa del cilindro es I = dq/dt. Es decir, I = p,(r,t)dl -
da/dt. La magnitud de la densidad de corriente sobre la tapa del cilindro es, ] = p,,(r, t)dl/dt. Ahora dl/dt es
la velocidad con la que se desplaza la densidad de carga como un todo. Ahora, dado que la densidad de carga
se desplaza sin distorsién podemos escribir, p, (1, t) = p,[r —r'(t)] y la velocidad es dl/dt = |dr'(t)/dt| =
|7'(t)|. Como definimos que la carga se desplaza en direcciéon § quiere decir que el vector #'(t) apunta en
direccién §, y por lo tanto, la densidad de corriente como vector es en esa direcciéon. Podemos entonces
escribir,

J(@r,t) = pplr —r' O (®). (74)

Regresemos al caso de N particulas puntuales. Cada particula puntual la podemos entender como una
densidad de carga “s6lida” muy concentrada en un volumen dv y en el limite en que dv tiende a cero y la
densidad de carga tiende a infinito, de manera que la carga total permanece constante e igual a e. Podemos
entonces usar la ecuacion anterior para cada carga puntual y la densidad de corriente de toda las particulas es
simplemente la suma de ellas. Tenemos que,

N

J@0) = e ) 8[r -1, ]iy(®.

=1

Ahora, queremos describir el promedio configuracional de la densidad de corriente en un instante de tiempo
dado. Pensemos que la densidad de probabilidad de encontrar al j-ésimo electrén alrededor de r es g;(r) y la
densidad de probabilidad que tenga una velocidad alrededor 7 es f; (7). Entonces el promedio configuracional

en el instante t se escribe formalmente como,

g, 0) = e Y (olr - 15 ©)
j=1
= eZ f g;(T)8[r —r;(©)]d®r; f [T d3F; = ezg,-(r)f‘, (75)
j=1 j=1

donde hay que recalcar que, en general, r; y 17] son funciones del tiempo, 7;(t) y iTJ(t). Claramente esta ultima
funcién ya puede ser una funcién extendida y suave en el espacio y con ello (J(r,t)) es un campo vectorial
extendido en el espacio continuo y con derivadas finitas. Si en particular todos los electrones tienen la misma
densidad de probabilidad en el espacio y la misma velocidad promedio, tenemos que,
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(@, ) = eNg(n)T- (76)

En este caso la densidad de corriente es independiente del tiempo. Como es usual, una vez que queda claro
que uno se refiere al promedio configuracional de la densidad de corriente y de los campos, se omite el
simbolo de promedio.

Ahora, nos podemos preguntar cudl es la fuerza ejercida por el campo magnético sobre cada electrén que
compone una corriente determinada. Pensemos en la corriente que fluye por un alambre de seccién
transversal a (infinitesimal). Esta se puede escribir como,

I = enaVl,

donde e es la carga de un solo portador de carga (e.g., electrones), n es la densidad en nimero de portadores,
a es el drea transversal del alambre que transporta la corriente y V es la rapidez promedio, también llamada la
velocidad de deriva, de los electrones (drift velocity en inglés). La fuerza total sobre un diferencial de linea dl’
por el que fluye una corriente I = enaV es la suma de fuerzas que sienten los electrones de carga en ese
tramo. Podemos escribir Vdl' como Vdl donde V es la velocidad de los electrones (vector) en direccién de dl’
y dl es la magnitud del vector dl’. Por lo tanto, tenemos que,

dF = enadlV X B.

La fuerza que siente cada electrén, F,, es la fuerza anterior entre el numero total de electrones en el tramo dL
El nimero total de electrones es nadl y obtenemos,

F, = eV x B. (77)

CONEXION CON LA MECANICA CUANTICA

Para llegar a la Ec. (75) y homogenizar las corrientes de esa manera, ignoramos la correlacion entre posiciéon y
velocidad de las particulas portadoras de carga. En mecéanica clasica esto no seria posible pues nos
imaginariamos un electrén siguiendo una trayectoria determinista en el espacio. Sin embargo esto implicaria
un problema fundamental pues al considerar una trayectoria determinista la particula cargada tendria
periodos de aceleracién y habria radiacién electromagnética [ver Ec. (35)]. En el caso de electrones alrededor
de un atomo esto implicaria que los electrones estarian perdiendo energia constantemente lo que
eventualmente violaria el principio de conservacion de energia. Este problema se resolvié con la llegada de la
mecanica cuantica en la que precisamente se renuncia a las trayectorias deterministas de las particulas
microscépicas y la posicién y velocidad de una particula son variables independientes. Podemos decir que
para postular validas las ecuaciones de Maxwell para particulas microscépicas es necesario renunciar a la
mecanica clasica y postular una nueva teoria para la mecanica de particulas microscépicas: La mecanica
cuantica. La homogenizacién de las corrientes nos permite usar las ecuaciones de Maxwell en problemas
macroscopicos con densidades de corriente y carga extendidas y continuas en el espacio-tiempo y aplicar la
mecanica clasica para relacionar ambas densidades. Esto es consistente con la mecanica cuantica, pues un
postulado de ésta teoria es que el promedio de las cantidades fisicas en mecanica cudntica deben satisfacer la
mecanica clasica. Es importante estar conscientes que aunque nos referimos al electromagnetismo clasico, en
realidad la mecanica cuantica es necesaria para postular las ecuaciones de Maxwell macroscépicas. Es decir,
sin la mecanica cuantica no podriamos hacer consistentes las ecuaciones de Maxwell con una teoria
corpuscular de la materia.
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ECUACIONES DE MAXWELL MACROSCOPICAS

De las discusiones anteriores se desprende que una vez que tenemos muchas cargas puntuales, en realidad
deberiamos escribir las ecuaciones de Maxwell para el promedio configuracional de los campos en términos
de los promedios configuracionales de la densidad de carga y corriente. Tomando el promedio configuracional
en ambos lados de las ecuaciones, y dado que promediar conmuta con las derivadas espaciales y temporales,
postulamos las siguientes ecuaciones validas,

V- (E) = % (78)

V-(B)=0, (79)
_ uB)

VX(E>__7’ (80)
B o(E)

V X (B) = polJ) + Hoe, TR (81)

Ya dicho esto, quitamos los simbolos de promedio y queda implicito en el futuro que nos referimos a los
campos promedio de configuraciones o de ensamble.

5. ONDAS EN MEDIOS CONDUCTORES

Consideremos un medio con particulas cargadas libres. Supongamos que no existe ninguna corriente externa,
es decir que en ausencia de campo eléctrico, en promedio las cargas no se mueven. Busquemos soluciones a
las ecuaciones de Maxwell arménicas en el tiempo, es decir, supongamos una dependencia dada por el factor
exp(—iwt). Ahora, aunque no haya corrientes externas, en presencia de un campo eléctrico, las cargas se
desplazan empujadas por éste y se generan corrientes. Estas corrientes son inducidas, y en este caso las
llamamos corrientes inducidas de conduccién. Supongamos también que las cargas no se acumulan en el
espacio, i.e.,, ni se comprimen ni se diluyen. Entonces la densidad de carga no cambia en el tiempo y de la
ecuacion de continuidad tenemos que de existir una corriente inducida esta satisface V- J;,4(r,t) = 0. Las
ecuaciones de Maxwell en este caso quedan como,

V-E(r,w) =0, (82)
V-B(r,w) =0, (83)
VX E(r,w) = ioB(r,w), (84)
VX B(r,w) = po)ina(r, w) — iwpo€E(r, w). (85)

Donde le agregamos el subindice ind a la densidad de corriente en la ley de Ampere Maxwell para hacer
explicito que no hay corrientes externas.

Ahora para encontrar soluciones a este sistema de ecuaciones necesitamos un modelo. El mas simple, pero
ala vez el mas util en general es usar la ley de Ohm. En este caso, tenemos que la densidad de corriente en un
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punto del espacio es proporcional al campo eléctrico en ese mismo punto. Si ademdas suponemos que la
respuesta de las cargas al campo eléctrico es isotrépica (igual en todas las direcciones) Escribimos,

]ind (T, (1)) = O'(Q))E(T, a)) (86)

En este caso la ley de Ampere-Maxwell queda como,

o(w
VX B(r,w) = (ugo(w) — iwpyeg) E(r, w) = —iwpy€g <1 + i aEe )) E(r,w). (87)
0
Ahora, podemos definir una nueva permitividad del medio, €, dada por,
@) = e (14122 88
e(w) =€ i wey )" (88)
donde
o(w) e(w)
1+ = = , 89
e = =6 (89)

es la permitividad eléctrica relativa o “constante dieléctrica”. Como se indica en la ecuacion anterior esta no es
constante si no una funcion de la frecuencia. Es una cantidad compleja, en este caso: €, = €, + i€,”’. Se puede
verificar que esta es una cantidad adimensional. Entonces en este caso, las ecuaciones de Maxwell quedan
como,

V-E(r,w) =0, (90)
V-B(r,w) =0, (9O1)
VX E(r,w) = ioB(r,w), (92)
V X B(r,0) = —iwpe(0)E(r, w). (93)

Son las mismas ecuaciones que para el vacio pero reemplazando €, por €(w). Por lo tanto, tienen las mismas
soluciones que para el vacio pero reemplazando €, por €(w).

ONDAS INHOMOGENEAS

La ecuacion de Helmholtz en este caso queda como,
V2E(r, ) + w?pye(w)E(r, w) = 0. (94)
La solucién de onda plana esta dada por,
E(r,w) = Eyexp(ik - r — iwt)e.

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién de Helmholtz resulta en,
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2
w
k k= wlpoe(w) = w’uoeoe, () = 6(0) (95)

Esta es la ecuacion de dispersion. En términos de las tres componentes cartesianas del vector de onda
tenemos,
2

w
ki+ki+kZ=e(w) = (96)

En general, podemos especificar dos componentes del vector de onda, e.g. k, y k, y la otra esta dada por la
ecuacion de dispersion como,

2

o (@) = =) ‘;’—2 —kZ-KZ. ©7)

Dado que €, es compleja, k, es también compleja: k, = k} + ik,”. Entonces el vector de onda es complejo y
podemos escribir,

k=K +ik'". (98)

Tenemos dos casos generales cuando k' y k'’ son paralelos en cuyo caso nos referimos a una onda homogénea
y cuando no son paralelos y en cuyo caso nos referimos a una onda inhomogénea. Por ejemplo, en el caso de
refracciéon de una onda plana al interior de un material con permitividad relativa €, = €. + i€’ a través de
una interface plana y con el eje z normal a la interface, tenemos que k, y k,, del vector de onda de la onda
refractada son iguales a los de la onda incidente (nota: esta es la ley de Snell). Esta es una consecuencia de que
las condiciones a la frontera (las que fueren y que veremos mas adelante) se deben satisfacer en todo punto de
la interfase. En este caso k'’ es en direccién z y k' tiene componentes x,y, z por lo que no son paralelos.

MODELO DE DRUDE PARA LA CONDUCTIVIDAD ELECTRICA

Pensemos en un material que tiene electrones libres. Los electrones se estain moviendo debido a su energia
cinética dependiendo de la temperatura del sistema. Sin embargo, si no existe un campo eléctrico neto en una
region del espacio, el desplazamiento promedio de los electrones es cero. En presencia de un campo eléctrico,
los electrones sentirdn una fuerza y en promedio se desplazaran localmente en la direccién del campo
eléctrico en ese punto del espacio. Para describir el desplazamiento promedio de los electrones podemos usar
mecanica clasica. Supongamos que existe un campo eléctrico (promedio) E(r,t). En una regién pequefa del
espacio alrededor de r podemos suponer que E es constante en direccion del eje x y su magnitud no depende
de las coordenadas espaciales. De manera que E(r,t) = E(t)d, donde @, es un vector unitario fijo en la
direccién del eje x. Los electrones libres en esa region del espacio de moveran en promedio en la direccién del
vector E, es decir en la direccién de @,. Denotemos la posicion del electron en el eje x como X. La fuerza que
siente un electrén es F = eE, donde e es negativa y de magnitud igual a la carga fundamental, 1.6 x 1071°C.
Por otro lado la interaccién de los electrones libres con los atomos o moléculas del material que los contiene
resulta en una fuerza de fricciéon que se opone al movimiento de éstos. De manera que al desplazarse los
electrones aparece una fuerza disipativa. Fenomenolégicamente sabemos que este tipo de fuerzas son
proporcionales a la velocidad de movimiento. Supongamos ademas que la dependencia en el tiempo es
armonica. De manera que E(t) = E, exp(—iwt)d,. La ecuacién de movimiento del electrén, dada por la
segunda Ley de Newton, es en este caso,

dZX(t)_I_ dx(t)
Me =12 Y=t

= eE, exp(—iwt), (99)
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donde y es una constante de “friccidn microscopica”. La solucién a esta ecuacion diferencial inhomogénea se
obtiene proponiendo la forma de la solucién como,

X(t) = Aexp(—iwt), (100)
y sustituyendo en la ecuacién diferencial. Obtenemos,
me(—iw)?Aexp(—iwt) + y(—iw)A exp(—iwt) = eE, exp(—iwt).
Despejamos el coeficiente A y obtenemos,
@)
A=- m E,, (101)
dondel =y/m,.

Ahora, la densidad de corriente promedio esta dada por]J = enV dondenes la densidad en nimero de
electrones y V es la velocidad (promedio) de éstos. De la ecuaciones (100) y (101) obtenemos,

e )
dt w? +iTw

Ey(—iw) exp(—iwt).

Por lo que la densidad de corriente es,

e

2\ iw o
J=n <m—e) mEo exp(—iwt)d,. (102)

La conductividad relaciona el campo eléctrico promedio con la densidad de corriente promedio en el mismo
punto del espacio, J(1) = ¢E(r). Notando en la ecuacién (102) que E, exp(—iwt) es la amplitud del campo
eléctrico como funcién del tiempo, reconocemos que a frecuencia w tenemos,

o(w) = 10" (103)

La conductividad es compleja y en general funcién de la frecuencia. Para frecuencias bajas podemos
2

. . F— . . o ne

despreciar w en el denominador y tenemos que la conductividad es independiente de la frecuencia, ¢ = —
e

Para frecuencias altas podemos despreciar I'en el denominador y tenemos que la conductividad es

2
g 5 g . he g g g
imaginaria, 0 (w) = i —— y decrece inversamente proporcional a la frecuencia.
wme

6. MEDIOS POLARIZABLES

La materia estd compuesta de dtomos y moléculas y éstas poseen cargas eléctricas. Un atomo neutro esta
formado por un ntcleo con un cierto numero protones de carga +e y neutrones sin carga. Alrededor del ntcleo
se encuentran electrones de carga -e en igual numero que los protones (e = 1.602 x10-1°C). La descripcion del
atomo se debe hacer en general usando la teoria de mecanica cuantica. Sin embargo, en éptica casi nunca es
necesario tener una descripciéon detallada de los atomos. Para muchos propdsitos es suficiente con
representar a los atomos o a las moléculas como una distribucién de carga localizada en un volumen muy
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pequeiio (desde unos cuantos angstroms ctbicos hasta algunos nanémetros ctibicos). Un cuerpo material en
presencia de un campo eléctrico externo va a tener una respuesta a éste. La distribucién de carga asociada a
una molécula se puede representar en una expansion multipolar. El primer término seria la carga total del
atomo o molécula. Luego tendriamos el término dipolar, cuadrupolar, etc.. Para el desarrollo de las
ecuaciones de Maxwell macroscopicas es suficiente quedarnos con los dos primeros términos; el monopolar y
el dipolar. En el texto siguiente nos referiremos siempre a una molécula, pero en general podriamos referirnos
a un atomo igualmente.

DIPOLO ELECTRICO

Un dipolo eléctrico consiste de dos cargas puntuales de signo opuesto pero igual magnitud (q)
separadas por una distancia d. El campo eléctrico debido a una carga +q en r1 y otra -q en r, esta
dado por,

E(r) =

q (lr—r1 r—r, ) (104)

dmeg \|r — |3 =3

Este puede ser derivado del potencial eléctrico debido al dipolo,

() = ( : - ) 1y ( ! ) d (105)
r) = = ’ -d,

donde d = rq — r,. El vector dipolar se define como p = gd donde el momento dipolar es la magnitud de éste:
p = qd. (El dipolo eléctrico apunta de la carga negativa a la carga positiva.). Si queremos el potencial eléctrico
a una distancia lejos del dipolo (comparado a d) podemos usar,

1 1
= ~ +V; d.
r—ril Ir—Gatdl Jr—rsl <|r - rj|) ]
Tj—TZ
Entonces podemos escribir el campo eléctrico de un dipolo como,
E(r) = -V¢(r) ! V|V ! (106)
Tr) =— rY) = — P QU ) .

ey | r=nl) "

Ahora podemos realizar las operaciones indicadas:

A A =i -|2{(r|§_r"3,.ip}:(Tr__rifp'

Luego,

et (SO

Ir - =’ r - |

Usando V{(r = rj) 0 p} = p y combinando los dos términos obtenemos,

3(p-r)r—r?p
e ’

E(r) = (107)
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donde redefinimos r —» r — r; y porlo tanto r = |r = rj|.

VA
A

+q p=qd

L

'X

-q@
sin 6 cos O (3cos?0—1)
E,=3p— E.=p 3

Figura 4. Dipolo eléctrico en el origen.

CAMPO ELECTROSTATICO PROMEDIO ALREDEDOR DE UNA MOLECULA

Imaginemos una molécula como una region definida del espacio en la cual coexisten un cierto numero n, de
cargas negativas (electrones) con un nimero n, de cargas positivas (protones). Supongamos que el centro de
la molécula es r;. Supondremos que tanto las cargas negativas como las positivas son puntuales. Por lo tanto la
densidad de carga se puede expresar como,

p](r) = eZSi(S(T - r]' - rl‘), (108)

l

donde s; es +1 si la particula es un protén y -1 si es un electrén, e es la carga fundamental (1.602 X
10~*°coulombs), y 7;es el vector que va del centro de la molécula a la posicién de la carga.

El potencial eléctrico microscépico debido a la molécula esta dado como,

4mey ) |r—1'| lr —7'|

1 p;) . e si6(r' —rj—1;) a
pi(r) =—- d3r _47TEOZJ- d*r
l

e S;
= Z S (109)
471'60 i |r_rj _ri|

y el campo eléctrico estd dado como menos uno por el gradiente de esta expresidn. Si imaginamos que los
electrones y los protones estan en constante movimiento y que el arreglo particular de éstos en un instante de
tiempo en las diferentes moléculas que forman un material es diferente, queda claro que nos debemos de
ocupar del campo Eléctrico promedio. Este se puede entender como un promedio configuracional o promedio
de ensamble para un arreglo de moléculas. Este tltimo lo entenderemos como el campo promedio entre todas
las configuraciones posibles de las cargas puntuales. Podemos definir una densidad de probabilidad de
encontrar a la i-ésima particula de carga s;e en r; como g;(r;). Entonces,
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($:()) = e Eoffgl(ri)(s(r’—’rj -1 d31"’d31"i.

lr — 7’|
Realizamos la integral sobre d3r’ y obtenemos,

_ 9i(r;)
G0N = e | e

Si el punto de observacion r esta lejos de la molécula comparado con sus dimensiones interiores podemos
expandir,

11

= +
|7"—"j —Ti| |7"—7‘j|

T 'Vj |1'_rj|.

Si nos quedamos con sdlo con los dos primeros términos obtenemos,

e 1
(¢p:(r)) = 4n€ {m"‘l’i'vjm}t (110)

donde usamos,
[aao@r =1,
para toda i y definimos,
pi = efrigi(ri) d’r;. (111)

El potencial eléctrico promedio debido a la molécula j, es la suma del potencial debido a todas las particulas
de carga que la conforman,

q; 1
<¢,(r)>—Z<¢()> 4n€0{m+pj W} (112)

donde
q; = (np = ne)e, (113)

es la carga neta de la molécula (n, es el nimero de protones y n. el nimero de electrones) y

pi= Y pi=ey s [ g, (114)
i i

El campo eléctrico promedio debido a la molécula esta dado por

-1 1
(E,(r) = Vi, (1) = {|q—’|+p, |—|} (115)

-1
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CAMPO ELECTRICO PROMEDIO EN UN CONJUNTO DE N MOLECULAS

El campo eléctrico en el interior de un material es la suma de campo externo mas el campo monopolar y
dipolar de cada molécula que constituye el material. En general el campo eléctrico es una funcién muy
complicada de la posiciéon y el tiempo. Seria imposible describir el campo eléctrico en todo instante tiempo y
en todo punto del espacio entre las moléculas que forman un cuerpo material. A lo que nos debemos limitar es
a describir el promedio de ensamble del campo eléctrico.

El promedio de ensamble en un punto del espacio es el promedio del campo eléctrico producido en dicho
punto por todas las configuraciones posibles del arreglo de moléculas y lo denotaremos encerrando la
cantidad promediada entre corchetes: { ). Consideremos un arreglo de N moléculas que forman el cuerpo
material de nuestro interés. Denotaremos la posicion del centro de las moléculas por r,, donde n toma valores
de 1 a N. Entonces el potencial en un punto del espacio r no muy cerca (comparado con las dimensiones dela
molécula) de ninguna de las moléculas es,

-3 ) =) e () )

¢m(r) - ¢n(r)_4n_€0 |r_rn| n |r_rn| pn ) ( )
n=1 n=1

y el campo eléctrico derivado de este potencial eléctrico en r es E,, (1) = —V¢,,, ().

Para continuar, supondremos que las moléculas son puntuales por lo que la Ec. (116) es valida para todo
punto del espacio. El campo promedio en r se obtiene tomando el promedio de ensamble del arreglo de
moléculas. Dado que ahora sélo nos interesa la respuesta de polarizacion eléctrica de la materia, supongamos
que la carga neta de las moléculas es cero, i.e., g, = 0, entonces,

Podemos suponer una densidad en nimero de moléculas puntuales dada por,

N
n ) = z 8(r—1,). (117)

Supongamos que la polarizaciéon de cada molécula es despreciable en ausencia de un campo externo (i.e., que
la polarizacién permanente de cada molécula es cero, o mas general, la orientacién de las moléculas es al azar
y el momento dipolar permanente promedia a cero). Entonces, supondremos que el momento dipolar de cada
molécula es proporcional al campo eléctrico total sobre la molécula en r. La aproximacién de campo medio
consiste en reemplazar el momento dipolar de cada molécula por la polarizacién promedio de la molécula en
r, la cual denotaremos como p(r).

Entonces, el potencial electrostatico se puede escribir como la integral de la densidad molecular por el
campo dipolar de una molécula,

D) = i | dwi 50" =)V (=) B,

El promedio de ensamble se escribe formalmente como,
J 1 <« 1

(Bn@ = Y (9u@) =5y ([ 66 =1V (=) BT, (118)

n=1 TEEO n=1 r

v —7']
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(En(1) = =V(pn (1),

donde usamos el hecho de que el promedio y la sumatoria conmutan. El promedio de configuraciones se hace
formalmente de la siguiente manera,

([ o6 =¥ (=) -pr @) = [ [ 60 =m0 (=) - P flrdardi,, (119)

|r — ']

donde f;(r,) es la densidad de probabilidad de encontrar a la particula n en r,. En general tenemos que,

falry) = de3rif(r1,r2, s Ty Ty,

i#n

donde f (14,75, ...,Ty, ...Ty) €s la densidad de probabilidad de encontrar un arreglo particular de todas las
moléculas, i.e., ala particula 1 en ry, a la particula 2 en r,, etc... Cada integral de volumen se hace sobre todo el
espacio. Notese que se ha omitido la integral sobre la coordenada r,, de la n-ésima particula. Podemos hacer la
integral sobre d>r,, en la ecuacién (119) y obtenemos,

N
1 1
_ 1 . ! ’ 3.7
@) = 3o [V (=57) 2 [z fatr )]d r (120)
n=1
Ahora, definimos la polarizaciéon por unidad de volumen en un punto del espacio r, P(r), como,
N
P(r) = p(r) {Z fn(r')}, (121)
n=1
y obtenemos
{ )—1fv’(1>P’d3’ 122
¢m(r) - 47‘[60 |r _ r,| (r ) r. ( )

El campo eléctrico promedio es entonces,

(En(r)) =~V (1) = ——V [o(

T ) P dPr, (123)

lr—7|

El campo eléctrico promedio debido a la polarizacién de moléculas del material es una funcién de la posicién
continua y suave en escala molecular. Podemos referirnos al campo promedio como el campo eléctrico
macroscopico. Este es el campo al que uno se refiere en las ecuaciones de Maxwell en medios materiales. Una
vez que esta claro que uno se refiere al campo promedio se pueden omitir los corchetes, y escribir el campo
eléctrico macroscépico debido al conjunto de moléculas simplemente como E,,,(r). Para no confundirnos en el
futuro podriamos denotar al campo eléctrico de un ensamble particular (sin promediar) como el campo
eléctrico microscépico y denotarlo como e,,(r). (Entonces, escribiriamos E,,(r) = {(e,,(r)).) Usando la
identidad,
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V- [P(r)a(r)] = a(@)V-P()+ P(r)-Va(r),

y omitiendo los corchetes de promedio de configuraciones podemos re-escribir la Ec. (123) como,

E,(r) = — vf {v' ( P) )— v P(r’)} &, (124)

41e, |[r — 7| |r — 1’|

Supongamos que el material tiene un volumen V . Denotaremos la superficie del volumen V por X. En este caso
la polarizacién por unidad de volumen es cero fuera de V. Entonces podemos reemplazar la integral sobre
todo el espacio por una integral sobre el volumen V. Podemos entonces usar el teorema de la divergencia con
el primer término, y tenemos que el campo eléctrico macroscopico se puede escribir como,

-1 P(r)-n vV -P@'
vf () [V PE) sl (125)

E, (r)=
m(T) 4me, |r — 1| [ — 7’|
v

donde 7’ es el vector normal al elemento diferencial de area ds’ y apunta hacia fuera del volumen V. Podemos
interpretar la primer integral como la integral del potencial eléctrico debido a una densidad superficial de
carga:

ps(r) = P(r') -7, (126)
y el segundo como la integral del potencial debido a una densidad volumétrica de carga ligada,
pp(r) ==V - P(r), (127)

donde el subindice b viene del término en inglés bound.

Si tomamos la divergencia del campo macroscépico en la Ec. (125), y usamos,
v ( ! ) = 4ms(r - 1)
— | = r—r
=) " '
obtenemos,
1
V-E,(r) +E—V -P(r) =0. (128)
0

Podemos suponer que adicionalmente se encuentra dentro del material una distribucién de carga libre, p; (1),
la cual da lugar a un campo eléctrico adicional E;(r), el cual satisface V- E; (1) = p;(r)/€,. El campo eléctrico
total es la suma de este campo mas el campo debido a las moléculas dado por la ecuaciéon (125). Entonces
podemos escribir ambos E(r) = E,,(r) + E;(r), y entonces,

1 _pu(r)
v-{E(r) +E—0P(r)} =7 (129)
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Es convencional definir el vector de desplazamiento:
D(r) = €E(r) + P(1), (130)
el cual satisface la siguiente ley de gauss,

V- D() = p, (). (131)

SUCEPTIBILIDAD ELECTRICA

Supongamos un campo eléctrico monocramatico con dependencia temporal dada por exp(—iwt), en un medio
material lineal e isotrépico. Podemos suponer que las relaciones anteriores, obtenidas para campos
electrostaticos, son validas en una region del espacio suficientemente pequefia para que la amplitud del
(fasor) campo eléctrico, promedio configuracional, pueda ser considerado constante pero suficientemente
grande para contener un gran nimero de moléculas o &tomos. En este caso se puede suponer que la amplitud
(del fasor) de polarizacion eléctrica por unidad de volumen es proporcional a la amplitud del campo eléctrico.
El factor de proporcionalidad debe ser considerado en general como una funcién de la frecuencia. Por
convencion, escribimos,

P(r) = €oxe(w)E(r), (132)

donde y, se define como la suceptibilidad eléctrica del material, siendo ésta una cantidad adimensional.
Entonces, el vector de desplazamiento eléctrico esta dado por,

D(r) = €[1 + xe (W)]E(r) = €06, (w)E(r) = e(w)E(T),

donde €(w) es la permitividad eléctrica del material y €,.(w) =1+ y.(w) se denomina la permitividad
eléctrica relativa 6 funcién dieléctrica (también adimensional). Podemos escribir la Ec. (131) como,

V- [e(@)E@)] = p(1). (133)

ECUACIONES DE MAXWELL PARA CAMPOS MONOCROMATICOS PARA MEDIOS POLARIZABLES

La ecuacion (133) es ya la primera ecuacion de Maxwell para campos monocromadticos en medios
polarizables. Corresponde a promediar sobre todas las configuraciones microscépicas permitidas la ley de
Gauss para el campo eléctrico. Para derivar las tres siguientes tomaremos el promedio configuracional de
ambos lados de las ecuaciones microscdpicas correspondientes en presencia de un conjunto grande
moléculas o a&tomos. Para evitar confusiones, en lo que sigue denotamos todos los campos microscépicos (i.e.,
el campo exacto, sin promediar) con minusculas y los campos promediado sobre todas las configuraciones con
mayusculas y los denominaremos como campos macroscépicos. Por ejemplo el campo eléctrico microscépico
(el campo exacto) es e y al campo eléctrico macroscopico (promedio de configuraciones) es E = {e). El campo
magnético microscopico (exacto) lo denotaremos como by al campo magnético macroscépico (promedio
configuracional) como B = (b).

Si sacamos el promedio configuracional de la ley de Gauss para el campo de induccién magnética
microscopico obtenemos, (V- b) = (0), esto es, V- (b) = 0. Por lo tanto tenemos que el campo magnético
macroscopico satisface la ley de gauss para el campo magnético:

V-B=0.

Similarmente podemos promediar la ley de Faraday para los campos microscopico: (V X e) = —(db/dt) y
obtenemos,
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VXE=——
at
De manera que los campos macroscépicos satisfacen la ley de Faraday tal cual. Con la ley de Ampere-Maxwell
debemos tener cuidado. Si promediamos los campos microscépicos, tenemos

. d(e)
(VX b) = po(j) + €okto o

Donde denotamos la densidad de corriente microscépica como j. Ahora la polarizacién del medio, si es
dependiente del campo genera corrientes. Esto lo podemos ver de la ecuacién de continuidad de la carga
(microscépica),

9]
Vj= —a—’:.
Dado que {p, (1)) = —V - P(r) tenemos que,
B X0 gy =v g
Por lo tanto,
V- (a—P —]b> =0.
ot

Dado que la divergencia del rotacional de un campo vectorial es siempre cero, tenemos que, si dos campos
tienen la misma divergencia entonces los campos son iguales salvo por el rotacional de un campo vectorial. Es
decir, de la dltima ecuacién obtenemos que en general,

_aP-I-VXM
]b_at )

donde el vector M, de existir, se le denominaria magnetizaciéon por unidad de volumen y se relacionaria a la
existencia de momentos magnéticos moleculares inducidos. Aqui supondremos que es cero. Entonces,

(V% b = o) + o o + €qpty B!
= uo{Jj; Ho ot €oMo 3t

donde (j;) es el promedio de las corrientes libres, es de corrientes que no dependen, ni de los campos
eléctricos, ni de los campos magnéticos. En términos de los campos macroscopicos tenemos,

aD

d
VXB:.“O]Z"‘”O%(EOE"_P) =.uO]l+”OE'

donde D = e(w)E.Resumiendo, las ecuaciones macroscopicas de Maxwell en un medio polarizable son:

V- [e(WE@)] = pi (1), (134)

V-B(r) =0, (135)
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0B(1r)
ot '’

VxE() =— (136)

JE (1)
VX B(1) = pof (1) + poe(w) ot (137)

donde todos los campos llevan implicita una dependencia temporal exp(—iwt).

Si definimos B = uyH, siendo H el campo magnético H, obtenemos las ecuaciones usadas en Odptica. A
frecuencias mas bajas que las consideradas en 6ptica, algunos medios pueden tener respuesta magnética. En
este caso, la magnetizacién de un material no es despreciable, entonces es necesario hacer un tratamiento
analogo con el momento dipolar magnético promedio inducido en las moléculas por el campo magnético
macroscopico (es decir, promedio). En este caso se define H = B/u, — M y en medios lineales se define la
suceptibilidad magnética, x5, como M = y, H. Entonces tenemos B/uy = H+ My B = py(1 + xp,)H = pouH,
donde y, es la permeabilidad magnética relativa. La ecuacion de Ampere-Maxwell queda como V X H = u,J; +
Z—I:y la ley de gauss queda igual, V- B = 0. Aqui notemos queV-B =V-(H+ M) = 0y entoncesV-H = -V -
M. De manera que la divergencia del vector H puede no ser cero. En este caso se puede pensar en una
densidad de “carga magnética” que es fuente del vector magnético H. En algunos libros esto se escribe como
V-M = —p,,. Esta densidad de carga nunca es libre, siempre corresponde a “cargas magnéticas” inducidas en
medios materiales y solo son macroscopicas. No tienen origen microscdpico. Las ecuaciones de maxwell en
este caso se pueden escribir de la siguiente manera:

V- [e(@)E@)] = pexe (1), (138)
V: [w(w)B(r)] =0, (139)
9B (r)
VXE@r) =-——, (140)
JE(r)

VX B(1) = toJ ext (1) + poe(@) (141)

at ’
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7. APENDICES

APENDICE A. EQUIVALENCIA ENTRE LEY DE COULOMB Y LEY DE GAUSS ESTATICA

Para mostrar que la Ley de Gauss es equivalente a la Ley de Coulomb, podemos primero pensar en una
superficie esférica con una carga eléctrica puntual en su centro. La integral de superficie del campo eléctrico
se puede calcular facilmente,

21

q
E(r)-ds = f
£E &) 47‘[600

donde Sg es la superficie de una esfera de radio R concéntrica con la carga puntual. Por otro lado no es dificil
mostrar que para una fuente puntual en 7', V- E(r) = 0 paratodar # r' yV-E(r) = co parar = r'. Usando
el teorema de la divergencia tenemos que,

q
2n[— T2 Al
yr 7[— cos 0] 0 (A1)

T 1 L
IFR sin 6 dod¢ =
0

q—ng d—fVE dV—qu T )y A2
o SE RS G = 4me lr—7'|2 ' (42)
VE VE
y esto es independiente del radio R de la esfera, por lo que se concluye que,
v (L2 ) = ams ' A3
=) ns(r—r'). (43)

Con este resultado no es dificil ver que la integral de volumen de la divergencia de E es q/¢,
independientemente de la forma del volumen de integracidn si es que éste incluye a la carga. Si no la incluye
entonces el resultado es cero dado que la divergencia de E es cero dentro de todo el volumen y por lo tanto la
integral de superficie de E sobre una superficie que no engloba a una carga es cero. Extender el resultado a
muchas cargas y a una distribucidn continua de cargas es directo.

APENDICE B: POLARIZACION DE UNA ONDA HOMOGENEA EN EL VACIO

En la subseccidn “Polarizacién de Ondas Homogéneas” obtuvimos:

(X(r, t))2 4 (Y(r, t)

2
i = ) = cos? Y + [cos cos ¢ + sin sin ¢p]?, (B1)

dondey = k-r — wt + 8, y ¢ =4, — 6. Realizando el algebra para reescribir el lado derecho de la ecuacion
anterior y mostrar que obtenemos la ecuacién de una elipse,

= cos? 1 + cos? P cos? ¢ + sin? P sin? ¢p — 2 cos P cos ¢ sin P sin ¢
= cos? Y + cos? P [1 — sin? ¢p] + sin? 1 sin? ¢ — 2 cos P cos ¢ sin P sin ¢
= 2co0s? 1 + [sin? i — cos? ] sin? ¢ — 2 cos 1 cos ¢ sin P sin ¢

= 2cos? P + [1 — 2 cos? ] sin? ¢ — 2 cos P cos ¢ sinp sin ¢
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= 2cos? 1 — 2 cos? P sin? ¢ — 2 cos P cos ¢ sin P sin ¢ + sin? ¢
= 2cos? 1 cos? ¢ — 2 cos P cos ¢ sinp sin ¢ + sin? ¢
= 2cos 1 [cos P cos ¢ — sinp sin @] cos ¢ + sin? ¢

= 2cos 1 [cos P cos ¢ — sinip sin @] cos ¢ + sin? ¢

X(r,t)\ (Y(r,t) -
—2( 2 )( B )cos¢+sm o.
Por lo tanto, tenemos que en todo punto del espacio r y todo instante de tiempo ¢,
X(r,t) 2 Y(r,t) 2 X(r, )\ [Y(r,t) -y
< 2 ) +< B ) =7 ) B cos ¢ = sin” ¢, (B2)

Para poder relacionar las constantes A, By ¢ con las propiedades de una elipse, recordemos que la ecuaciéon
de una elipse centrada en el origen con sus ejes a lo largo de los ejes cartesianos es,

X\ 2 y 2
G +G) =1 (B3)
Si rotamos los ejes coordenados un angulo 8y usamosx = Xcos@ +Ysind y y=-—Xsin6 +Ycosé,

tenemos,

2

’

b

(X cosf + Y sin 6)2 N (—X sin@ + Y cos 9)
a

X?cos?0 + Y?sin? 6 + 2XY cos 0 sin 0 +Xzsin29+Y2c0529—2XYcost9$in6 _ 1
a? b2 -

,[cos*6 sin’6 ,(sin*6  cos*6 1 1 )
X T +Y + +2XY<—2——>c05951n9=1,
a a? b?

b? a? b?

X2%(b%cos?0 + a?sin?6) Y?(b?sin? 0 + a? cos? 0)
a’b? + a?b?

1 1
+2XY<;—ﬁ)cosesin9 =1.

Tenemos que la ecuacidn de la elipse en el sistema XY es,

X?(b?cos? 0 + a?sin? @) + Y2(b?sin? @ + a® cos? ) + 2XY (b? — a®) cosOsin @ = a’b?. (B4)

Comparando las Ecs. (B4) y (B2) tenemos que,

= (b? cos? 6 + a? sin? 9),

it (b?sin? 6 + a? cos? H),
1

Ecoscp = (b? — a?) cos O sinb,
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sin? ¢ = a?b?.
De la dltima ecuacién obtenemos,
1
b= p sin ¢,

y de las primeras dos ecuaciones tenemos que,

1 1
— h2 2
P-i-ﬁ_b +a“.

Combinando estas dos ultimas ecuaciones, obtenemos,

1 1 =sir12<;b

+ a?.

A? * B? a?

Resolviendo para a,

1 1
a4—a2(p+ﬁ>+sin2¢=0,

llegamos a,

+

2
oo Gt £ G ) o -

Similarmente encontramos que,

p= |MAZB? . (B6)

En un caso debemos tomar el signo positivo y en el otro el negativo (si no serian iguales). Finalmente de la
tercera ecuacion resolvemos para 6:

cos ¢

1
cos @ sin @ > sin(26) AB(b2 —a?)

Notemos que,

2_ 2 1 1y .
b*—a® == (P—Fﬁ) — 45sin? ¢.

Por lo tanto,
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2 cos
sin(20) = + ¢

(B7)

AB\/(%+%)2 — 4sin2 ¢ |

De donde obtenemos directamente 9.
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9. EJERCICIOS

1. Demuestra el teorema de la divergencia y el teorema de Stokes.

2. Demuestra que la Ley de Biot-Savart cumple con la tercera ley de Newton

3. Demuestraque V- [V x D(r)] = 0.

4. Demuestra que V X [V¢p(r)] = 0.

5. Define la funcidn delta de Dirac y da una expresién matematica en forma de limite.

6. A partir de las ecuaciones da Maxwell deriva la ecuacién de onda vectorial para el campo magnético
con fuentes (es decir no hagas cero los términos p y J. Luego asume un campo monocromatico con
dependencia exp(—iwt) en el vacio (p y J cero) y obtén la llamada ecuacién de Helmholtz para el
campo magnético.

7. Deriva la Ecuacién de onda para el potencial magnético Ay el potencial eléctrico ¢ en la norma de
Coulomb. ;Qué ventaja hay al trabajar con ellos?

8. Calcula el flujo de campo eléctrico ¢z a través de una superficie esférica concéntrica a una carga
puntual con carga q.

9. DemuestraVx VXA =V(V-A4)—V2Adonde V24 =V (VA) y VA aqui quiere decir aqui obtener el
gradiente componente por componente cartesiana (V2A = @,V*4, + @,V*A, + @,V?A,). Nota: Esta
identidad es valida sélo para componentes cartesianas.

10. Supongamos un conjunto de N cargas puntuales en movimiento. La densidad de carga se puede
escribir como,

N
p(r,t) = ez 6[r — rj(t)].
j=1
Obtén una expresion para la corriente microscépica jy para su promedio configuracional (j). Esta
ultima en términos de funciones de densidad de probabilidades de posicion y velocidad.

11. Encuentra una expresién para el campo radiado por una alambre de longitud L en el que oscila la
corriente,

I = I, exp(—iwt)
Puedes suponer que la densidad de corriente es uniforme en el interior del alambre y que le alambre
el cilindrico con seccion transversal a muy pequeiia (a << A). Toma en cuenta que en los extremos del
alambre se acumula periédicamente carga. Lejos del alambre que potencial electromagnético, ¢ o A,
contribuye mas?... y cerca?

12. Pensemos en una carga puntual +g localizada en r' y otra carga puntual —q localizada en 1’ + d. Este

par de cargas forma un dipolo eléctrico. Demuestra que el campo lejos del dipolo (|r — 7’| > d) se
puede escribir como,
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ea) =~ ylly L
(r)—47_[€0 [{ ]|T—TJ|}p]

Define el operador diddico VV; y calcula VV; (ﬁ) Luego toma el producto punto con el vector
-

dipolo p y multiplica por %. Muestra realizando las operaciones que el resultado final es el mismo.
0

Demuestra que en E que la ecuacién anterior se puede escribir como,

E(r) = 47: 3p-r—m)IG—-1)—Ir—7'1*p

€o [r—7r'|5
En el limited — 0y g = o con la restricciéon p = qd (finito), es el dipolo puntual.

Pensemos en un dipolo puntual localizado en el origen de un sistema de coordenadas cartesiano.
Supongamos que p = p@,. Da una expresién en coordenadas cartesianas para Ey, E, ¥ E, como
funcion de (x, y, z).

Muestra que el promedio (configuracional) del campo eléctrico alrededor de u 4tomo o molécula se
puede aproximar como el de una carga puntual mas el de un dipolo puntual. Da una expresion para el
momento dipolar del atomo o molécula.

Define el vector macroscopico de polarizacién P. Muestra que a) V- P = —(p;,q) donde (p;,4)es el
promedio de la densidad de carga inducida en el bulto del material. b) Usando la ecuacién de
continuidad de la carga, V- J = — dp/0t, muestra que J;,,4 = 0P/dt + V X M.

Homogenizar la densidad de corriente en un 4tomo o molécula en presencia de un campo eléctrico a
frecuencia ® y mostrar que el campo electromagnético radiado se puede ver como el de un dipolo
puntual que oscila a frecuencia ®.

Obtener las ecuaciones de Maxwell para campos monocromaticos con dependencia exp(iwt) en
medios materiales para un material hecho de dipolos puntuales que responden linealmente,
isotropicamente y localmente al campo eléctrico. No hacer la aproximacion cuasi-estatica, deben usar
el campo electrodindmico radiado por dipolos puntuales a frecuencia . [Suponer que P(r; w) =
€oXE(1; w), donde P es la polarizacién por unidad de volumen y y, es la suceptibilidad eléctrica.]

Investiga como se obtiene y cudl es la funcion de Green G (r — r'), para la ecuacion de onda escalar:
2

ViG(r—r)+ t)—zG(r —-r)=8r—-1")

Investiga como se obtiene y cudl es la funcién de Green G(r —r',t — t"), para la ecuaciéon de onda
escalar:

V26 ( ) 10%G(r—1,t—t")
e c? ot2

=6(r—r)i(t—-t").
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