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RESUMEN

En estas notas revisaremos toda una gama de conceptos y métodos fisicos que se requieren para
comprender los fundamentos de la teoria de sistemas dinamicos que se estudian en el curso de
sistemas Dinamicos del Posgrado en Ingenieria Eléctrica. Entre los temas basicos que estudiaremos
podemos encontrar el Concepto de Sistema, Comportamiento Estético, Leyes de Control, Sistemas
Multivariables, Sistemas de Parametros Distribuidos, Sistemas Estocasticos, Control Modal y otros.
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Introduccion

Lo primero que tenemos que hacer para tener el modelo matemético de un sistema fisico es
aislar conceptualmente la parte del universo que nos interesa. A esta porcién que aislamos
del Universo le llamamos Sistema y la parte del Universo que de alguna manera interactta
con el sistema le llamaremos ambiente. El sistema y su ambiente estan separados por una
frontera imaginaria y para nuestros intereses definiremos el sistema de tal manera que los
puntos de interaccién se puedan localizar.

La definicién de un sistema no depende solamente de la entidad involucrada sino también
de los propésitos de la investigacion. El modelo puede ser construido a diferentes niveles de
abstraccion, dependiendo de las necesidades del problema en particular. En un nivel
abstracto se puede construir un modelo matematico como un conjunto de ecuaciones que
describan el sistema.

Debemos definir la interaccion dentro y a través de la interfaz y una vez que esto se ha
realizado podemos obtener el modelo matematico encontrando las descripciones
matematicas para las cantidades que interactian. La forma de estas relaciones depende de
nuestro propdsito de disefio, la naturaleza del sistema y las técnicas matematicas que
vamos a emplear. La validez del modelo depende de las consideraciones que se realizaron
al construirlo.

Vamos a estudiar la estructura de los sistemas lineales de parametros estacionarios,
amortiguados y de orden finito. Debemos primero examinar las consideraciones que
debemos hacer a un sistema en particular para poder aplicar esta técnica de analisis. Todos
los sistemas experimentan cambios en sus parametros con el tiempo, pero si estos son
pequefios o lentos en el tiempo, un modelo estacionario es una buena aproximaciéon al
sistema real. Para modelos de orden finito, propiedades como capacitancias, inductancia y
resistencia deben amortiguarse en puntos discretos en el espacio. A menudo estas
propiedades estan distribuidas en el espacio, esto es expresadas como capacitancias o
inductancias por unidad de longitud. ¢Bajo qué circunstancias se pueden considerar
amortiguadas sin reducir en forma importante la precision del modelo?

Una regla genérica es determinar la causalidad del sistema, qué causa qué, para derivar un

conjunto de ecuaciones que relacionen las cantidades de entrada con las de salida. Siempre
tendremos ecuaciones vectoriales del tipo:

d
—X(t) = Ax(t) + Bu(t
th() x(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
o la forma escalar de estas ecuaciones en el dominio de Laplace.
Y|(s)=Gi(s)Ui(s)

Donde x es el vector de estado, u el vector de entrada, y el vector de salida y G la funcion
de transferencia, se usa para expresar la relacién entrada-salida.



1. Elementos de un puerto

La definicién de un sistema determina que hay que identificar las interacciones de energia entre los
sistemas y su ambiente. Después de definir un sistema examinamos las relaciones matematicas entre
las variables internas y externas para obtener el modelo matematico que lo describe. Vamos ahora a
deducir la estructura de un sistema en términos de un conjunto de elementos ideales. Como los
elementos ideales tienen modelos matematicos simples, si podemos encontrar una estructura
compuesta de estos elementos ideales que representen al sistema original, podemos obtener el
modelo matematico del sistema. Estos elementos simples son sistemas simples que interactiian con
su ambiente a través de un namero limitado de puertos de energia. Un puerto de energia es un punto
en el cual se puede transmitir la potencia entre el sistema y su ambiente. Cada puerto de energia
transmite un dnico tipo de potencia, y la transmision es instantanea y se describe por un par de
sefiales variables. Si varios tipos de potencia se transmiten al mismo punto, un puerto de energia
separado se designa para cada una de los tipos de potencia. Nos centraremos con sistemas cuya
estructura contiene elementos pasivos y fuentes ideales.

Los sistemas o elementos estan acoplados por la interconexion de sus puertos. La interconexion se
muestra por lineas solidas llamadas ataduras. Una atadura realmente es un elemento ideal de
transmision de energia, ya que transmite energia de un punto al otro sin disipacion ni retardos
temporales. Un sistema o elemento se caracteriza por un nimero de puertos de energia como un
puerto, dos puertos, cinco puertos etc. Si un puerto de energia es un punto en el cual otros elementos
se pueden conectar al elemento, se llama puerto libre.

La portabilidad de un elemento determina la complejidad del sistema que se puede lograr
interconectando elementos del mismo tipo. Dos elementos de un puerto sélo pueden ser conectados
como se muestra en la figura 1.

Welocidad

IMator Carga

Torca

Motar ———— Carga

Figura 1. Conexion de elementos de dos puertos.
Dos puertos se pueden conectar en una estructura de anillo, como se muestra en la figura 2.

b — B
Un puerto Dos puertos

C
Tres puertos

Figura 2. Estructura de anillos.

Los elementos de un solo puerto son: resistor, capacitor, inductor, fuente de poder, y fuente de
corriente o flujo. Cada uno de estos elementos se caracteriza por una ecuaciéon que relaciona las
variables del puerto p(t) y f(t) con alguna otra. El producto de estas variables de puerto es la potencia
transmitida al puerto. En el sentido matematico, estas ecuaciones simples se pueden escribir con
cada variable indicada como la entrada y las otras como la salida. Para que los modelos tengan
sentido fisico, debemos determinar su causalidad natural.



2. Comportamiento estatico

Para estudiar el andlisis dinamico de los sistemas primero debemos estudiar los elementos estaticos
y las relaciones estaticas entrada-salida. Para poder hacer esto vamos a pensar en un termémetro.
En éste la lectura de la temperatura x(t) es el estado del sistema y es la variable que nos interesa.
Esta lectura de temperatura es el resultado de la temperatura ambiente u(t), en el sistema, luego u(t)
es la entrada y x(t) es la salida o respuesta del sistema formado por el termémetro. Podemos
describir en forma gréfica la relacion causal por cualquiera de estas representaciones que se
muestran en la siguiente figura 3:

Diagrama de Blogues Diagrama de Flujo
_ uft) ) () Termametro
(3} —w Termdmetro —=
Lt} ®(t)
) L) (1) k
b} —m k e O T
uft) x(t)

Figura 3. Relaciones causales.

En ella la direccion de la causalidad esta indicada por las flechas. En la representacion de diagrama
de bloques, la sefal aparece como lineas y la relacion funcional como los bloques, mientras que en el
diagrama de flujo la sefial se representa como los circulos y la relacion funcional con las lineas
etiquetadas.

En la expresién u(t) y x(t) significan tanto la entrada u como la salida x son funciones del tiempo. La
calibracion del termémetro es la relacion entre el valor estacionario de la temperatura us y la salida xs,
en lugar de la relacién total dependiente del tiempo entre la entrada y la salida. En esta relacion de
estado estacionario

Xs = fs(us)

Esta es una relacioén f(us) es una funcion simplemente valuada. Esta ecuacion se usa en los sistemas
dinamicos en los que la relacién estética es valida.

Si la temperatura u(t) esta variando en el tiempo, la respuesta del termémetro x(t) también varia y la
condicidén de estatico no es aplicable al sistema. Luego si la entrada u(t) esta cambiando lentamente y
Su repuesta es rapida, una ecuacioén estatica puede ser una buena aproximacion entre la entrada u(t)
cambiante y la salida cambiante

Xs = fs(u()

Dado el error debido a que esta aproximacion estatica depende de la escala de tiempo, ya que t debe
medirse en horas o dias para un termémetro de repuesta lenta. Un componente para el cual la
ecuacion anterior sea valida para todo tiempo se llama un componente estético sin memoria. El que
no tenga memoria es debido a que no existen fenémenos de histéresis o retardos en el tiempo, asi
para cada u(t) hay una Unica x(t) que no depende de las entradas pasadas.

Si suponemos que la escala de tiempo en el estudio de un sistema dinamico es tal que la relacién
Xs = fs(u(t))

se puede usar con suficiente aproximacion. Podemos simplificar la relaciéon entrada-salida asumiendo
una proporcionalidad entre las variables:
X(t) = ku(t)

donde k es la constante de proporcionalidad, también conocida como constante de ganancia. De
hecho se puede elegir como ganancia la pendiente promedio de las caracteristicas estaticas bajo un
intervalo de interés de la entrada u(t). Matematicamente esta dada por la pendiente de la tangente en
el origen si la curva fs(u) es suave a través del origen, es decir:



_ df;(u)
~ du

k

Si se remplaza la ecuacion e
Xs = fs(u(t))

por la ecuacion

_ df (u)

~ du

k

u=0

es una forma de linealizacion. La relacién linealizada por medio de la ultima ecuacién es valida en
toda vecindad del origen.

Podemos escribir la relacion inversa de las ecuaciones

X(t) = ku(t)
y

x(t) = ku(t)
comao:

u(t) = £ (x(1)
y

u(t) = k*x(t)

ya que el concepto de entrada—salida se basa en una causalidad fisicamente realizable, su forma
inversa no existe en un sistema fisico hasta que la causalidad sea reversible.

Podemos generalizar el concepto para r entradas y n salidas. Para un sistema estatico no lineal
multivariable, la relacién que corresponde a la ecuacion

Xs = fs(u(t))

Xi(H)= fs(uy(t)),..., ut) coni=1, 2,...., n

es!

Esta ecuacion describe n hipersuperficies en un espacio de (r + 1) dimensiones. Si la superficie es
suave, y se sustituye por un hiperplano tangente al origen, la relacion linealizada es:

Xi(t) = Zkijuj(t)
j=1 coni=1,2,.,n
donde
Ky = of4U,,...,u,)
ou;

J u;=0,...u,=0



3. Leyes de control

El elemento central de un sistema de control retroalimentado es el controlador. Este elemento tiene
por entradas sefiales de bajo nivel de potencia, que es una medida de una variable del proceso y
tiene por salida sefiales de alta potencia, que esta relacionada con la sefial de entrada por una
relacion ajustable de entrada-salida. El controlador es un elemento unilateral, las condiciones en la
terminal de salida del controlador no tiene de manera alguna retorno a través del controlador en el
proceso. La sefial de salida se usa para manipular el proceso de alguna manera via un actuador.
Debido a que los dispositivos de gran ganancia de potencia pueden ser muy dificiles de controlar, una
técnica comin es usar elementos pasivos alrededor de dispositivos de gran ganancia. Esto reduce la
ganancia total, pero el resultado final es un instrumento que tiene la suficiente ganancia y es capaz de
dar una regulacién precisa. Esto se muestra en la figura 4.

Entrada + Unida de | Salida Uls) + E(s) K Y[S_:=
- Potencia il : ;
Bis)
Elementos | His) le
Pasivos o
Yis) _ k1

Uls) ™ 1+ KH(s) His)

Figura 4. Elementos pasivos alrededor de dispositivos de gran ganancia.
Para explicarnos como funciona esto, vamos a considerar la relacién de la figura, tenemos:

Y(s) = KE(S), E(s) = U(s) — B(s), B(S) = H(s)Y(s)
Y luego

k

YO = ae)

U(s)
donde k es la gran ganancia del amplificador, por lo que una relacién entrada-salida aproximada es:

Y(s) = % u(s)

que es la propiedad antes establecida.
Vamos a considerar el caso donde H(s) es estética, asi que la relacién proporcional es:
Y(t) = keu(t)

La entrada a un controlador de retroalimentacion es una sefial de error e(t), que se genera al tomar la
diferencia entre una entrada de referencia r(t) y un valor medido de la variable a ser controlada c(t):

E(t) =r(t) —c(t)
La salida del controlador m(t) es la entrada al actuador y puede darse la siguiente ley de control:
m(t) = kee(t)

Este control se llama control proporcional o control P, con una ganancia k.. Esta es una accién
estatica cuando se ignoran todos los efectos dinamicos involucrados en el sistema, en otras palabras,
la salida m(t) de la accién P depende solamente de la magnitud del error e(t) en el mismo instante.

Si hacemos una modificacion en las componentes de la retroalimentacion es posible generar una
accion de control que no solo responda a la magnitud presente del error sino que también lo haga con
la razén de cambio (d/dt e(t)). Esto se puede escribir como:



M(t) = Kc(1 + TaD)e(t)

Esta forma de control se llama proporcional derivativo o control PD. Si T4 es la constante de tiempo
del retraso en la retroalimentacion, por lo que tenemos:

T(J,@+b:l
dt k

4

Si el sistema opera en la banda proporcional, la relacion lineal aproximada sera:
y = -eK = -(u-b)K

y ,
y=-y =(Uu-Db)k

vélida y la ecuacién:
Ty db b=
dt k

C

db(t) (. k| 1 LS
ot [“ kOITJ*’“)*(kJ(n J““)

y(t) = -kb(t) + ku(t)

se transforma en:

Esta es la formulacion de variables de estado para la accién PD. Si sustituimos b(t) por x(t),
obtenemos.

%x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

o) (3, kY L)y K L
e w o[ o

y(t) = -kb(t) + ku(t)

De las ecuaciones:

se deriva la funcién de transferencia:

Y(s) _ k(T4(8)+)
U(s) T,s+1+ kL

C

G.(s) =

Como k es muy grande aplicamos la ecuacién:

Y(s) = % u(s)

para obtener la forma aproximada:

G.(s) =k (Tys+1)
que es la accion PD.

La ley PID, proporcional integral derivada, se define como:

1
m(t) = k, [1+ ﬁ]e(t)



también llamada proporcional derivada mas accion de restauracion, porque la accion de la integral
restaura la posicion de la banda proporcional. Ya que el operador 1/D de la ecuacion anterior es la

operacion de integracion, la variable m(t) es igual a una proporcién constante del error mas el error
pasado integrado.



4. Respuesta de un sistema de primer orden
El integrador es la base para el desarrollo del modelo matematico de un sistema fisico. Su salida x(t)
es la integral de la entrada u(t), por lo que la ecuacién que las relaciona es:

dx(t) _
at Bu(t)

donde B es cuna constante o un coeficiente dependiente del tiempo.

Para obtener la forma general de las ecuaciones diferenciales de primer orden, vamos a estudiar un
tinaco con descarga libre, como se muestra en la figura 5.

—H Desviacion uft)
I

Desviacion x(t)

I
1]
Figura 5. Tinaco con descarga libre.

la ecuacion
dx(t)
—= =Bu(t
It (t)

se generaliza de la forma:

dx(t) _
= = ..y

lo que significa que la razén de cambio del nivel del tanque es una funcién de u(t), x(t), y el tiempo t.
La relacion se puede linealizar en la vecindad de un punto de equilibrio, es decir, donde:

dx(t) _,
dt

Para desviaciones pequefias de un estado de equilibrio de las sefiales u(t) y x(t), tenemos:

f(x(t),u(t), t) = A()x(t) + B(t)u(t) ,

donde
Alt) = of(x,u,t)
8)( u=0,x=0
y
B = SO
au u=0,x=0

Geomeétricamente la superficie f(x, u, t) se puede aproximar por un plano tangente en el origen, por lo
gue la ecuacion

% = f(x(t), u(t), t)
con esta linealizacion llega a ser:
% = A(t)x(t) + B(t)u(t)

10



Si consideramos a A 'y a B como constantes, tenemos:

dx(t)

ot = AX(t) + Bu(t)

Aplicando lo anterior al tinaco de la figura 6

—H Desviacion uft)
I

Desviacion x(t)

|
I
1]
Figura 6. Tinaco con aplicacion de la linealizacion.

tenemos que en la ecuacion Ax(t) representa la razén del flujo de descarga, por lo que debe ser
negativa en este sistema.

La solucién de la ecuacion

dx(t)

p = AX(t) + Bu(t)

para una u(t) genérica es:
t
X(t) = e™x, + j eAIBu(1)dt
0

donde xq es el valor inicial de x(t) y T es una variable muda de integracion. La ecuacién anterior se
puede derivar comenzando con la ecuacion:

g(e”“x)ze’At dx — Ax
dt dt

Si sustituimos la ecuaciéon

d;‘l(tt) — AX(t) + Bu(t)
en el lado derecho de la ecuacion
g(e”“x) —en [ I ax
dt dt

tenemos:

%(e”“x) =e “Bu(t)

Después de la integracion, la dltima ecuacioén sera:
t
e Mx-x, = fe’ATBu(r)dr
0
El primer término e™x, se llama la respuesta libre. Esta es la respuesta cuando no es forzado el

sistema, o sea cuando u(t) = 0. El segundo término de la solucién es la respuesta forzada con valor
inicial cero

je I Bu(t)dr, x,(0)=0
0

11



que recibe el nombre de integral de convolucién.

La respuesta total esta dada por la suma de las dos componentes. Esta suma solo es valida en
sistemas lineales y se llama superposicién. También se puede emplear cuando la entrada u(t) esta

dada como una suma de los componentes uy(t), ..., uk(t),

Kk
u(t) = > uy (1)
i=1
y la respuesta forzada sera:
k
X (t) = zxfi(t)
i=1
donde
t
X (1) = j e OBy, (1)dt
0

el patrén de la respuesta libre es:
X, (t) = e™x,

cuando A es negativa es un decaimiento exponencial.
Veamos las respuestas forzadas. Si u(t) es un escalén de una magnitud h
ut)=hparat>oyu(t)=0parat<0

y u(t) es discontinuo e indefinida en t = 0. Para esta entrada tenemos la respuesta:

Att —At Bh At
X () =e je Bhdr = —(1-e")

Cuando A =0, la respuesta llega a ser una integracion de la entrada escalén o una rampa de salida.

12



5. Sistema retroalimentado de control
La figura 7 muestra una estructura de control retroalimentado de variable y gasa Unicas.

Yy (s)' Planta

|
v, (s)!
£ (s)
L=y r
™ (s
|
i —/
, Controlador |
p + ~ el ,
R(s) 'S G.(s) | w Gyls) . Cis)
Entrada de . _ - — — 4 Lo — - _— _ J Variable
Referencia Controlada
- His) |«
Bis)
Elemento de

Retroalimentacion
Figura 7. Estructura de control retroalimentado.

Esta configuracién tiene por propésito mantener una variable de control de una planta C(s)
cerca de los valores deseados de referencia R(s). La variable s indica que se esta
trabajando dentro del dominio de Laplace. La naturaleza escalar de las relaciones entre la
entrada R(s) y la salida C(s) permite la aplicacion eficiente de la teoria clasica de control.

En la figura el controlador de retroalimentacion representado por la funcion de transferencia
G.(s), con un error E(s), produce una variable manipulable M(s). El objeto de control, la
planta, se representa por otra funcion de transferencia Gy(s) y un conjunto de funciones de
transferencia Ni(s) de los disturbios de entrada Vj(s), con J = 1,..., u. Las funciones de
transferencia se obtuvieron de la manera clésica, es decir obteniendo la transformada de
Laplace de la razén salida-entrada de los elementos correspondientes con condiciones
iniciales cero. La trayectoria de retroalimentacion puede o no tener elementos H(s). La sefial
de retroalimentacion es B(s). La diferencia entre B(s) y la entrada de referencia R(s)

E(s) = R(s) — B(s)

Se alimenta dentro al controlador para producir M(s). Esta variable controla la planta de
forma tal que los efectos perturbadores de V/(s) en C(s) sean minimos y C(s) se aproxime lo
méximo al valor deseado. Si el sistema tiene retroalimentacion unitaria, H(s) = 1, luego B(s)
=C(s)y:

E(s) = R(s) - C(s)

En este caso E(s) es el error del sistema de control por retroalimentacion. De otro lado
debemos hacer una diferencia entre el error

E'(s) = R(s) — C(s)
Y la sefal de entrada de control
E(s) = R(s) — B(s).

Como las relaciones en el dominio s son algebraicas podemos facilmente determinar varias
respuestas en términos de las entradas R(s) y Vj(s):

13



G (8)G,(8)
1+ G() R Zl G()J

E(S):1+ 21:1 G() Vils

C(s) =

En estas ecuaciones
G(s) = G.(8)G, (s)H(s)

se llama la funcién de transferencia de gasa abierta. De acuerdo con esta relacién, una
unidad unitaria retroalimentada de control tiene:

H(s) =1, C(s)=R(s), E(s)=0, paratoda R(s)y Vj(s)

Se puede alcanzar si el sistema permanece estable cuando la ganancia del controlador se
hace infinita.
IG.(s) =K, >
En las ecuaciones:
G (s)G,(s)
S) =
(s)= 1G() ()Zl G()J

1 H(s)N;(s)
58 = TG RS- Troe ®

j=1

el uno es despreciable en el denominador en este limite. También estas ecuaciones tienen
un denominador comun 1 + G(s). Las raices de la ecuacion del denominador

1+G(s)=0

son los valores propios del sistema y se llama los polos de gasa cerrada. Ya que la
estabilidad depende de sus valores propios, la ecuacion caracteristica juega un papel crucial
en los sistemas de control por retroalimentacion.

Si consideramos un sistema lineal de parametros amortiguados descrito por una funcion de
transferencia dada en forma general por:

b, +b,(s)+---+b,s™

G(s) = G, ()G, (s) = a, 1a,(s)+ - +as"

cuando la retroalimentacion es unitaria, H(s) = 1. Para una funcién de transferencia
fisicamente realizable el orden del denominador polinomial debe ser igual o mayor que el del
numerador polinomial, es decir m < n. Si escribimos la ecuacion

b, +b,(s)+---+b,,s™
a, +a,(s)+---+a,s"

G(s) =G, (s)G,(s) =

en forma factorial se obtiene la segunda forma canoénica:

G(s) =k (Le=2)
TIGs-p) —p)

donde k es la ganancia de gasa abiertay z;y p;, j=1,..., m,i=1,..., n, son los ceros y polos
de gasa abierta. Si todos los coeficientes de la polinomial en la ecuacién

14



b, +b,(s)+---+b,s™
a, +a,(s)+---+a,s"

G(s) =G, (s)G,(s) =

son reales los polos y ceros que sean complejos deben aparecer en pares conjugados:

pioz=-atjp
donde oy f sonrealesy 3 > 0.

Algunas veces es conveniente escribir la ecuacion:

G(s) =k (Je=2)
TIGs-p) —p)

en la forma candnica donde todos los niimeros son reales.

G(S):k]‘[(s—zj)l‘[(smj)2 +[3; |
H(S_pi)H(S+ai) +Bi

donde z; y pi son ceros y polos reales respectivamente.

Los polos de gasas cerradas
S = Pl, Pz,..., Pn
son las raices de la ecuacion
1+G(s)=0
Si aplicamos
b, +b,(s)+:--+b,s™
a, +a,(s)+---+a,s"

G(s) =G (s)G,(s) =
encontramos que la ecuacion caracteristica del sistema de gasa cerrada es:
n
(8, +a,;5+a,5” +--+a,5") + (b, +b;s+b,s? +--+b, s")=[[(s-P) =0

Podemos escribir la respuesta de gasa cerrada C(s) de la ecuacién

G.(s)G,
=16 1+ G(s) RS+ Z:1 G(s)‘

en la forma

C(5) = G (SR(S)+ 3Gy Vi(9)

=1

donde la funcién de transferencia de gasa cerrada esta definida por:

Gr(s)= ﬂ
1+ G(s)
y
G, (s) = N,(5)
I 1+ G(s)

De las ecuaciones
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G(s) =k (Le=2)
TIGs-p) —p)

@y +a;S+a,5% +--+a,8") +(by +b,;5+b,s% +--+b,s") =] [(s-P,) =0
1

la funcién de transferencia para la entrada de referencia G r(s) se puede escribir en forma
factorizada como:

kﬁ(s—z.) kﬁ(s_zj)
H(s p)+ka(s ) T[6s-P)

Gir(s)=

donde n se considera mayor que m, que es una condicion mas fuerte que m < n, pero que
es generalmente satisfecha en sistemas reales. Sea:

P =-0c tjo

para polos conjugados complejos de gasa cerrada, donde c; y o; son reales y o; > 0, se tiene
la forma alternativa:

B(s)

[16-P)Ils+0)? +?)

donde B(s) es el numerador en s y P; son los polos de gasa cerrada.

Gr(s)=

Un sistema lineal de pardmetros amortiguados, estacionario retroalimentado es estable
asintdticamente estable si y sélo si todos los polos reales y todas las partes reales de los
polos complejos conjugados son negativos, esto es:

P; = -7\4, con o;>0,
Donde A; > 0. De acuerdo con las ecuaciones:

G.(s)G,
) =—"ae G() R(s) + Zl G()J

1 H(S)N; (s)
50 w2 1o O

j=1

B(s)

[16-P)Tls+0)? +?

pueden aparecer los siguientes modos de movimiento en la respuesta de un sistema de
control estable:

Gir(s)=

et

e “'sen oy,
e " cosmt,
donde todos los polos de gasa cerrada se consideran distintos.
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6. Respuesta de un sistema retroalimentado de control
La figura 8 muestra la respuesta debida a una entrada escal6n unitaria para un sistema de control
que empieza con un estado inicial cero.

Sohretiro
&T.C Maximo

Mg =
c(n)

» 1
Oh—
Tiempo de
Levantamiento

Figura 8. Respuesta debida a una entrada escaldn unitaria.

Por la transformada inversa de Laplace tenemos:

c(t) =L7[c(s)] = L [R(s)Gx (5)] = LlEem (s)}

Si expandimos C(s) en fracciones parciales, tenemos.

C(s) = & + _CstC, +mastérminosdelresto delospolosde gasa cerrada
s (s+0,) +o

donde C; y C, son los coeficientes de expansién de los polos dominantes. La respuesta a una
entrada escalén esta dominada por los componentes de estado estacionario c(), introducidos por la
entrada escaléon y la oscilacion amortiguada del modo dominante. Todos los otros modos
desaparecen después de la aplicacion y vuelven a aparecer como distorsién de la curva c(t) en la
vecindad del origen. N6tese que la naturaleza de la respuesta c(t) a una entrada particular r(t)
depende solamente de las raices de la ecuacién caracteristica.

1+G(s)=0

Respuesta de la figura 8 se caracteriza en términos de las anteriores cantidades por el tiempo de
levantamiento, el porcentaje del sobretiro, el tiempo del restablecimiento, y el valor de error final.
Daremos la definicion de estos términos.

La razén del levantamiento inicial de la respuesta a una entrada escalén se representa por el tiempo
de levantamiento. Este es el tiempo cuando c(t) iguala la magnitud de la entrada ro = 1. El sobretiro
porcentual SP se puede definir como:

[Valorm aximode c(t)] - [Valorfinal ,c(oo)]
c(e)

SP =100

El valor de restablecimiento es definido como el tiempo al cual la respuesta se mantiene dentro de + ¢
de su valor final c(«), donde 5% es el valor tipico para ¢. Para evitar discontinuidades el tiempo de
restablecimiento a veces se define como la envolvente mas suave de la oscilacion decadente. El valor
de error final se define como:

e.. = linfr() - c(®)] =1, - c()

17



es una medida de la precision estatica.

Una discusion general del error de estado estacionario se puede dar si aplicamos el teorema del valor
final que dice:

lime(t) = lime(t)sE(S)
toow S—®
Para determinar el error de estado estacionario en forma mas general se emplea la forma candnica:

TTa@+ T[]+ 25T +(T5)?]

o @ T [ 29+ (197)

para una funcién de transferencia de un sistema con retroalimentacién unitaria.

El denominador de la uUltima ecuacion es la frecuencia natural no amortiguada o, de la respuesta
oscilatoria. La respuesta amortiguada de la respuesta estda dada por la parte imaginaria del polo
complejo conjugado:

Bi = o, l_Qiz-
La parte real del polo complejo conjugado esta dada por:

o

|ZGi(D

ni

Una sefial escalon es una entrada del tipo 1. Las entradas del tipo 1 generalmente tienen un valor de
estado estacionario cuando todas las T y ¢ de la sefial son positivas:

!iTr(t) =r(0) =K

!imv(t) =v(x) =K,.
Una rampa de entrada r(t) O

v(t) = kt
con R(s) o
k
V(s)=—
S

es una entrada del tipo 2 donde k es la pendiente de la rampa.

Un sistema de control retroalimentado con una funcién de transferencia del tipo o y gasa abierta
produce errores de estado estacionario para una entrada de referencia del tipo 1.

Por las ecuaciones:

H(s)N;(s)
B(S) =1, G( ) R(s) - lel 1:G(s) = Vis
ime() = ime()sE(s)
y
- [Ta+ T[T+ 25, (T9) +(T,9)?]

s"TT@+ T[T+ 26(Ts) + (T;9)?]

encontramos que el error es:

(=)

e(oo)—|m1[(1+ G(s) 2SR (s)] = T

El error de estado estacionario de un sistema de control como el anterior se llama offset. Si N(s) es
también del tipo O, el offset debido a los disturbios esta dado por:

18



—k V()

o) = linb- NS+ 6(s) v (9)] -

Consideremos la respuesta de un sistema de control a una entrada de referencia R(s):

G (s)

<) =176, (oHG)

R(s),
donde

G (8) = G ()G, (5)

es la funcion de transferencia directa. Supongamos que la desviacion AC aparece para un cambio AG;
asi que:

C(s) + AC = — St (&) + AG, R(s).
1+ G (S)H(s) + AG,H(s)
se sigue que:
(G, + AG,
AC=( G +AG, __ G ]R(s)= N )
1+GH+AGH 1+GH 1+ G;H+ AGH
1+GH
0
AG,
AC G,

C  1+G,H+AGH

La retroalimentacién no es efectiva para hacer AC/C insensible a cambios de la ganancia de
retroalimentacion AH/H. La razén del error de salida es:

AH
ac__
1+(GH)™ + A?H
y por lo tanto:
AC _AH
C H

si |GHI)) 1y |AH| (([H].
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7. Sistemas lineales estocasticos

Existen sistemas en los cuales las entradas, los estados y las variables de salida, cambian
azarosamente. Si lo azaroso esta caracterizado por alguna regla, como la distribucion Gaussiana, a
menudo es posible relacionar teéricamente estas variables.

Las variables de tiempo pueden ser deterministicas o azarosas. Cuando las variables de tiempo
varian azarosamente, de forma que pueden ser caracterizadas por una funcidon de probabilidad
decimos que las variables son estocasticas.

En teoria de la probabilidad una variable estocastica es el resultado de un experimento en un espacio
de muestreo que representa una coleccion de salidas posibles. Para describir las caracteristicas de
este espacio de muestreo, definiremos la funcién de distribucién de probabilidad F(x) de una variable
estocastica x por la relacién:

F(x1) = P(X < X1)

En esta ecuacion P(x < x;) es la probabilidad de que la variable estocastica sea menor o igual al valor

X1. Si F(x) es diferenciable y existe dF(x)/dx, la primera funcién de densidad de probabilidad p(x) se
define como:

_ 9FX)
P(X) ==,

de lo que se sigue que:

P(X; <X <X,) = Jgp(x)dx

X1
Si el intervalo de valores posibles de x estd acotado por ay b, tal que a < x < b, luego

p(x) =0
sobre el intervalo y:

b
Ip(x)dx=1
y es posible que a=-wyb =0,

Podemos expresar la funcién
F(xq) = P(X < X1)

En términos de la primera funcién de densidad de probabilidad como:

P(Xx<x,)= Tp(x)dx

Definiremos un valor esperado p de la variable estocastica como E{x}, por la ecuacién:

b

Jox-wpeodx =0

a

E{x} =u= .[xp(x)dx.

El momento n-ésimo central es el valor esperado de (x - )" esta definido por:

b
Elx -} = [(x=w" peo dx = "
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El valor esperado de un término producto xy de dos variables estocasticas x y y se expresa como:

E by} = by, [ [0 pOxy)dxaly,

—00—00

donde p(x, y) se llama la funcién de densidad de probabilidad adjunta.

La primera funcion de densidad de probabilidad de la distribucién normal o Gaussiana se expresa de
la forma:

—(x-p)?
e 262

P(X) = —
ov2n

Como x estéa solo en forma cuadratica la distribucion es simétrica alrededor de x = p y p es el valor
medio. El parametro o es la desviacion tipica y ¢ es la varianza, que es una medida de la dispersion.
Como o decrece la curva es mas puntiaguda y delgada. La varianza es el segundo momento central y
esta definida como.

©

Elx—w?f= [x-w?pe)dx = p?

—0

donde p(x) es la distribucién normal dada por:

—(x-p)?
e 202

p(x) =

oV2n

La discusidén anterior de la funcién de densidad de probabilidad se basa en un ensamble, que es una
coleccién de posibles salidas. Ahora vamos a aplicar esta técnica a una variable azarosa simple x(t)
en lugar de a un ensamble. Esto es que vamos a reemplazar los procesos de promedio sobre el
ensamble por promedios de tiempo. En la ecuacién

Jx-wpeodx =0

Ex}=p= pr(x)dx.

vamos a considerar que el promedio del ensamble es igual al promedio del tiempo, o sea:

© . 1 +T
Ex()} = jw Xp(x) dx = lir rQEij(t)dt.

El conjunto de consideraciones que es necesario tomar con la variable azarosa x(t) en el dominio del
tiempo se llama la hipétesis ergddica, y la variable de tiempo se dice que viene de un proceso
ergddico. Una condicién necesaria para esta hipétesis, es que se requiere que la funcion de
densidad de probabilidad de la variable azarosa x(t), no debe cambiar por un corrimiento en el origen
del tiempo y decimos que la variable es azarosa estacionaria y ergodica.

De la udltima ecuacion el significado del valor medio esperado de una sefal azarosa ergddica
estacionaria, esta dado por un proceso de promedio en el dominio del tiempo:

+T

1
EX() =X() = lir m— jx(t)dt,
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donde la barra marca el promedio del tiempo. El valor esperado del producto x(t) x(t + t), con un
corrimiento t en el tiempo involucra a la densidad adjunta de probabilidad dada por

E fy} =y [ [00)" pOxy)dxaly,

que en el dominio del tiempo vamos a definir como:

+T

J-x(t) x(t + 7)dt

.1
EXOX(t+ 1)) = 4(0) = lim—

y se llama funcién de autocorrelacion.

La varianza o el valor cuadratico medio x(t)2 parat =0, es:

EX(t)? = 6, (0) = x(1)?
#(x) = o).

Una sefial x(t) cuya correlacién esta dada por:

EXO)X(t + 1)} = ¢, (1) = N&()

se llama ruido blanco.

Si aplicamos las técnicas de correlacién a una relacién entrada-salida del sistema representado por
su repuesta a un impulso g(t), la funcién de correlacidn cruzada de entrada-salida es:

. 1 +T
0y (7) = lir m— '[ y(t)u(t + t)dt.

La salida y(t) para una entrada determinista u(t) esta dada por la integral de Convolucién:

+o0

y(®) = [u(t—m)gman

—o0

Si sustituimos la ultima ecuacién en

Py (1) = ;Lrg% IT y(tu(t + 7)dt.

y reagrupamos tenemos:

+T
.1
by () = j g(n){pjgﬁ [ut-mutt-2) dn}-

-7

En esta ecuacion la integral entre paréntesis cuadrados con el limite cuando el tiempo tiende a infinito
es la funcion de autocorrelacion ¢y,(t - ) y tenemos:

0y () = [ b (E= 1) g cn
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Podemos decir que si la funcién de autocorrelacion de entrada ¢,,(t - n) e€s una funcion de entrada
dependiente del tiempo, la funcion de autocorrelacion de entrada-salida ¢.,(t) sera la respuesta. Si
duy(7) esta dada por una funcion delta, ¢, (t) sera el patron de la respuesta a un impulso del sistema.
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8. Relaciones estadisticas en el dominio de la frecuencia

Vamos a describir las variables azarosas estacionarias en términos de su espectro de frecuencias. La
transformacion entre los dominios de tiempo y frecuencia estan dadas por la transformacién de
Fourier:

F(jo) = Tf(t)e“"*"dt

f(t) = 2—171 j F(jo)e*do

La funcion de autocorrelacion ¢x(t) de la variable azarosa x(t) se transforma al dominio de las
frecuencias por:

B (j) = j o, (e dr

y la transformacién inversa es:

b2 (5) = 2—1n]i¢xx(j®)ej°"dm

De la ecuacién anterior si T = 0 tenemos la ecuacion para el valor cuadratico:

XO? =00 = 5= [ (i0)do

Como el valor cuadratico estd asociado a la energia, el término ¢«(jo) se llama el espectro de
densidad de potencia que es una funcién real de ®, ya que no tiene corrimiento de fase. Si
sustituimos:

e’ = cosmt— jsenmt
en la ecuacion:

b i) = [0 (e "0

tenemos:

0 (i) = [, (cosore—j 6, (Iseno e

Como ¢ (m) es una funcién impar de 1, los términos producto ¢.(t) Sin @t son pares en 1, y Su
integral sobre el intervalo infinito es cero. La ecuacion

0 (j0) = j o, (e dr

se reduce a:

(I)xx (J(D) = Jd)xx (T) cosmwt

Ya que el lado derecho de la tltima ecuacion es una funcién impar de ®

(I)xx (J(D) = (I)xx (_J(D)

G (i) = 2[ 9 (D20t
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Cuando se tienen los datos de una sefial azarosa primero calculamos la funcion de autocorrelacion y
luego sacamos la transformada de Laplace para obtener el espectro de potencia. Podemos usar el
siguiente par de ecuaciones:

b, (1) = e cosbr
2a(a’ +b? + o?)
2+ (b+o?)fa? +(b-o0?)

(I)xx (JOJ) = la

La ecuacién:

duy (¥) = [ 6 (r— M) g(M)

es como la relacion deterministica de entrada-salida de un sistema lineal. Si tomamos el par de la
transformada de Laplace de una relacion entrada-salida, tenemos:

Y(s) = G(s)U(s)

y(®) = [u—n)gm)dn

donde u(t) es la entrada, y(t) es la salida y g(t) = L. vamos a escribir la relacion de dominio del
frecuencia de

duy (1) = [ 6 (r— M) g(M)

como
duy () = G(S) duu (5)
donde
bu () = [0, ()™ drt
y

b (S) = [du ()™ dr

Necesitamos la transformada bilateral de Laplace porque las funciones del tiempo porque las
funciones a ambos lados del origen del tiempo indefinidamente. Para la frecuencia real o hacemos:

STjm
y tenemos:

duy (I0) = G(j®) duu ()

donde ¢, (jo) es el espectro de densidad de potencia de la funcién de correlacion de entrada, y:

by (i) = [0, () " clr

es el espectro de densidad de potencia cruzado de las sefiales de entrada y de salida. De la
ecuacion:

duy (I0) = G(j®) duu ()

podemos afirmar que ¢y, (jo) ¥ ¢y (jo), Se determinan por experimentacion, luego la funciéon de
transferencia del sistema sera:

Oy (jo)

Glio) =
=5 (@)
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Otra relacién importante es la que existe entre el espectro de densidad de potencia y la entrada-
salida. Para deducir estéa relacién vamos a tomar la integral de convolucion para una salida y(t),

y(®) = [u-n)gm)dn

©

y(t+7) = fult+T-8)gE)de

Por la definicién de autocorrelacion tenemos:

T 0

¢W(r)=;Lrg%_jTy(t)y<t+r)dt=y(t+r)= [ [ Jut-mo@ut+c-2)gE) dndedt =

—T—00—0
£
—o0.

donde la integral entre corchetes es por definicion la funcién de autocorrelacion, por lo que tenemos:

jw {;grgziTjTu(t—n>u<t+r—a>dt}g<n)g<a)dn dz,

by (D) = [ [bu(t+n-8)gm)g(&) dnd,

—00—00

Multiplicando ambos lados de la ecuacién por " e integrando:

by (r)e " dr = je’s"g(n)dn f e *g(&)de j by, (L1 —E)e =19 dt

El arreglo de exponenciales de la ecuacion anterior se ajusta para que los factores sean
reemplazados por funciones de autocorrelacion de frecuencia de entrada y salida y la funcion de
transferencia del sistema para obtener:

dyy (8) = G(-s) G(S) puu (s)
En el dominio de la frecuencia, como G(-jw) es el conjugado de G(jm), tenemos:
G(jo) G(-jw) = | G(-jo)*

Por lo que:

dyy (i©) = [G(®)[ duu ()

y la funcién de transferencia:

Yoy (jo)

Gljo) = —=

Vou (i®)
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9. Relaciones estadisticas en el espacio de estados
Vamos a considerar que todo vector azaroso es gaussiano, y con valor promedio cero. Un vector
azaroso x es gaussiano cuando su distribucion de probabilidades tiene la forma:

1 1 1
= ——(X-Ex)(X)"(x-E
)= e exp{ - Edy (07(x {x})}

y ademas E{x} = 0 para un valor medio de x = 0. Vamos a definir la matriz de covariancia como:

X = E{(x ~Elx}y (x ~Efx})}
Vamos a considerar el sistema discreto en el tiempo:
Xir1 = PXi + Quy

Donde el vector de entrada uy es valor medio cero, ergédico, ruido azaroso gaussiano sin correlacion
entre diferentes muestras, luego:
0 s i#]j
Elu,}= {

Us i=j

Por lo que un vector de ruido blanco se define solamente para el caso continuo en el tiempo, un
vector de ruido blanco discreto en el cual cada muestra es independiente le llamaremos también
blanco.

Para calcular la covarianza de la matriz X del vector de estado X, en la ecuacioén:
Xk+1 = PXk + QUk

La multiplicamos por la transpuesta
X'k+l = F)IXlk + Q'ulk

Ambos lados y tomamos el valor esperado de cada producto vectorial. Ya que el estado xx no es
correlacionado con la entrada uy,
E{ukx'k } =0
y obtenemos:
X = PXP' + QUQ'
La matriz de covarianza
X = E{kalk}
se puede determinar por la ecuacion:
X = PXP' + QUQ'

Si la respuesta escalar y, del sistema esta dada en términos del vector renglén c por la ecuacion:

Yy = CXg
La varianza de la respuesta es:

E{yﬁ}: cE{x, X', Jc'=cXc'

También podemos expresar la matriz E{X,.m X'} que corresponde a la funcién de autocorrelacion en
términos de variables escalares. Para este propésito multiplicamos por x'x ambos lados de la
ecuacion:

Xk+1 = PXk + QUk

Y tomamos el valor esperado de cada producto vectorial. Si:
E{ukx'k } =0
obtenemos:

Efx X'\ = PX
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EXmX'c } =P"X
donde m es un entero positivo. Si m es negativo se debe transponer la ecuacion:

EXpmX'icf = P"X
de la forma:

EX X e = EfX i X' f = XP)T
Las equivalencias de tiempo continuo de la ecuacion

X = PXP' + QUQ'

A través de
E{Xk+mx'k}: P™X

son:

AX + XA'+BUB'=0

E{y(t)2 } =cXc'
y
EX(@+x'(t)}=S(t)X,0<t

La ecuacién

AX + XA'+ BUB'=0
A través de

E{X({+t)x'(1)}=S(t)X,0< 1
Aplicado a un sistema descrito por:
dx

— =AX+Bu, y=cx,
dt

donde u(t) es un ruido blanco dado por:
Efu(tiu (t+ 1)} = US()
Para calcular la matriz de covarianza del vector de estado x(t),
X = E{x()x'(t)

Los elementos diagonales de:
E{x(t + t)x'(1)} =S(r)X,0<

Son funciones de autocorrelacion de las variables de estado. S(t)es la matriz solucién del sistema e

Si tomamos el proceso limite que se da cuando el intervalo de muestreo T es infinitesimal, dt

P—>I+Adt, Q—>Bdt
La ecuacion que define la funcion & es:

j&(t)dt:l £—>0"
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10. Control modal
En muchos problemas practicos de control se encuentran casos en los cuales es imposible la
medicion completa de un vector de estado y mas de uno menos de n variables de control se pueden
aplicar a los objetos a controlar. Luego el nimero de medidas m y/o el nUmero de controles r son
menores que el orden del objeto. La matriz del controlador K llega a ser rectangular con r x m
elementos por lo que aparece una dificultad en la busqueda de estos parametros controlables en el
espacio de estados original, debido a que con r x m elementos sélo se puede lograr una correccién
parcial en los n? elementos de A vy es dificil ver los efectos de este control en la formulacién original
de espacio de estados, dada por:

ax = (A -BKC)x

dt
Se obtiene una gran disminucién en el nimero de elementos de A cuando se reduce a una diagonal o
una forma candnica de Jordan A por una transformacion de coordenadas:

X =Tx*+ T Bu

Cuando todos los valores propios del objeto de control son distintos y reales, solo estos valores
propios aparecen como elementos diagonales de A y A es diagonal.

La condiciones que deben satisfacer varios grados de control modal son mas restrictivas que las
condiciones de controlabilidad y observabilidad. En esta parte nos vamos a limitar a condiciones de
entrada cero. El estado correspondiente al punto fijo de operacion estara considerado como el
espacio de estados original. Como se muestra en la figura 9, el objeto controlado modalmente se
puede ver como un subsistema de un sistema de control en cascada.

Disturbio Ohjeto controlado
modalmente
G —— T T 7 - 'L - T
Controlador | E— - X x ;!
hacia delante | . Ohjetola ;! Vector
Rit) s T4t controlar 75— xjt) controlado
|t G + o B y = — C f ;
Entrada de — - | + D Cly | Y
referencia Controlador | .
magstra | | Y
| | A | l
| L e — = = - — — N
I
I K
[ S Controlador modal

Figura 9. Objeto controlado modalmente como un subsistema de un sistema de control en cascada.

El sistema total también puede incluir, ademas del controlador modal K, un compensador hacia
delante para disturbios medibles. Ya que el control modal en este esquema totalizador actla para
recolocar los modos originales del objeto a controlar, deseamos mover el punto de operacion
cambiando el vector de referencia de entrada r, la salida y la salida y tendra mejorias dinamicas con
estos cambios.

Como se ve de la figura anterior el controlador modal se puede ver como una retroalimentacion
interna sumada a la retroalimentacion externa del controlador G¢ que puede ser un PID o un PI.
Desde este punto de vista se va a usar la gasa de control interno para modificar los valores propios
de los sistemas (dinamica), mientras la gasa externa de control asegura cualquier estado deseado de
equilibrio.

Para estudiar el principio bésico del control modal, primero consideraremos un caso ideal donde
todos los elementos del vector de estado x(s) son directamente medibles y el vector de control

Uc(t) = Bu(t)
El objeto de control esta descrito por:
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d—X:Ax+u

., u. =Bu.
dt

Cc

Para obtener la matriz n x n del controlador proporcional K debemos convertir la ecuacion anterior a
un dominio modal por:

X =Tx*
Asi que
*
X" Ax +U,
dt
donde:
u* = T'luC

Si consideramos que todos los valores propios son reales y distintos, la matriz A de la ecuacién

dx* _ Ax*+u;
dt
es diagonal, por lo que supondremos que:
Py - O
A, =
0 . pnd

es la matriz del dominio modal deseado del objeto a controlar con control modal, donde pg,..., Prg SON
los valores propios de la gasa cerrada del sistema controlado. Por un vector de retroalimentacion de
dominio modal

u* = -K'x*,

tenemos la ecuacion del sistema de gasa cerrada

dx *
dt

=Ax*K*x*=(A-K*¥)x*= A x*

luego K*, la matriz del dominio de retroalimentaciéon modal se puede determinar por:
K*=A-A,

Nuestro siguiente problema es el control independiente de g modos de un objeto de n-ésimo orden,
donde g < ny g es el numero de medidas sim <y o g es el nUmero de controles sir < m.

Un par de variables modales x* y xj:; que corresponden a un par complejo conjugado de valores
propios que debe estar contenido en las g variables conjugadas como un par o borrados del conjunto
como un par. Si un sistema tiene valores propios repetidos, esta no es razén para un control modal
para controlar solamente uno de ellos, en otras palabras, valores propios de alto orden

Pi = Pi+1= " = Pi+k

deben ser todos incluidos o excluidos del control modal. Para propésito del control modales légico
considerar el control de los primeros modos g tales que: Rep; > Rep, > Repz > -+

El vector del dominio modal x4* en este caso es de q dimensiones y deben producirse por la medicion
del vector y. El vector y y el vector x en el espacio modal estan relacionados por:

Y = Fx¥,
F=CT
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La matriz rectangular F de m x n consiste de una matriz cuadrada F, y una matriz rectangular AF de
m x (n —m), tal que:
F = [F... AF, |

Un modo orientado es practico cuando existe F*, esto es:

detF,#0
Consideraremos ideal a un sistema de medida cuando ademas de la ecuacién anterior se cumple la
siguiente condicion;

AF,=0

La segunda condicién implica que son observables x*.1,..., X*,. En el disefio de sistemas de control
modal es importante seleccionar puntos de medida y luego C de tal forma que la condicion

detF, =0

se cumpla, y que los elementos de AF, sean tan pequefios como sea posible. Lo anterior significa que
la medida debe ser sensible a los primeros m modos diferenciando entre ellos y al mismo tiempo
insensible a los modos rechazados. Se hace inobservable un modo a un elemento sensitivo cuando el
sensor estéa localizado en un nodo de ese modo. Si conocemos bien el vector propio T de un sistema,
se puede escoger la matriz de medicién C siempre que se satisfaga la condicién

AF, =0

También podemos establecer condiciones en la manipulacién. El vector de control u en el espacio de
estados original, y el vector de control u* en el dominio modal definido por:

*
dx* _ Ax* +u,
dt
estan relacionados por la ecuacion:
u*=Hu
y 1
H=T"B

Para tener un control modal efectivo se requiere que el vector de control en el dominio modal u* se
convierta en u en el espacio de estados 6ptimo y para que esto sea posible debe existir H™, asi que:

DetH, =0
El control no provoca disturbios en x*;,4,..., X*, Si
AH, =0

esto si todos los otros modos diferentes de r se hacen incontrolables.
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11. Sistemas no lineales

Cuando estudiamos un sistema fisico, lo que buscamos es construir un modelo matemaético, pero el
modelo matematico que mejor describe al sistema depende de los factores fisicos que incluyen
intervalos de variables, consideraciones acerca de las componentes del sistema y sus acoplamientos.
Como se ve, modelar es un problema que no es trivial, que requiere conocer al sistema antes de
modelarlo. Estas notas para un curso son el estudio de los modelos matematicos de los sistemas
fisicos que se describen por medio de ecuaciones diferenciales no lineales.

Veamos ejemplos. Como primer caso vamos a estudiar un péndulo simple, el cual se describe por
medio de la ecuacion diferencial:
X + [%]senx =0

donde | es la longitud del péndulo y g es la aceleracién gravitacional.
Si hacemos la aproximacion para angulo pequefio de que:
Lenx = x

la ecuacion diferencial se puede escribir como:

X+ m’x=0
La solucién a esta ecuacién es:
X(t) = Asen(ot + )

donde A y ¢ son constantes determinadas por las condiciones iniciales. Esta ecuacion diferencial
describe un oscilador armonico simple y es un ejemplo de ecuacion diferencial lineal.

Las ecuaciones diferenciales lineales diferenciales lineales tienen la propiedad de superposicion,
propiedad que podemos definir como:

Si x1(+) ¥ X2(+) son soluciones de la ecuacion diferencial, entonces a x;(-) + bx,(-) también sera una
solucién de la ecuacion diferencial, donde a y b son constantes arbitrarias, el sistema es lineal.

Si ahora tomamos la ecuacion:

X+%senx=0

sin la aproximacién para angulo pequefio, tendremos que la solucién no satisface el principio de
superposicion, ya que el periodo de oscilacion en este caso depende de las condiciones iniciales.

Un ejemplo clasico de ecuacion diferencial no lineal es la ecuacion:
.. 2 . 2
X+e(X* —DXx+w°x=0
gue se conoce como ecuacion de Van der Pol's. Esta ecuacién se da en el circuito de la figura 10.

cuya ecuacion es:

Esta ecuacién presenta un ciclo limite, los cuales no se presentan en los sistemas lineales.
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1 £ o3
z wi V=go%
T T Ty
|| Ay
H

Figura 10. Circuito con ecuacién de Van der Pol's.
Para definir un sistema no lineal vamos a emplear el concepto de linealidad, el cual nos dice que los
sistemas que satisfacen el concepto del principio de superposicion son lineales y los que no lo
satisfacen son no lineales.

Consideremos un sistema caracterizado por la ecuacion;
X = X(x(t), u(t), 1)
donde x es un vector, la funcidon X(-,-,-) es continua en todos sus argumentos y sus derivadas
parciales también, u(t) es el vector de entrada y Xx(t) es el estado del sistema. Vamos a considerar que
u(t) es una funcién continua conocida, la condicion de continuidad es suficiente, aunque no necesaria,
para la existencia de una solucién Unica en el intervalo [to, t; + €] para alguna ¢, y con la condicién
inicial:
X(to) =X,

Sea X(t, Xq, to, U) la solucién a la ecuacion diferencial, con la condicion inicial xq ent = t5 y la entrada
u(t), t > t, entonces la ecuacion:

X = X(x(t), u(t), t)
es lineal porque satisface las siguientes propiedades basicas:

1. Linealidad de estado cero.
X(t,0x,ty,au;, bu, ) = ax(t,0x,t,,u,)

donde 0x es el estado cero del sistema para toda entrada u; u, y constantes a 'y b.
2. Linealidad de entrada cero.
X(t,x5,b%3,t,,0,) = ax(t,xg, ty,0,) +ax(t, x2,t,,0,)
donde 0, denota a la funcién de entrada cero, para los estados x,' y Xo° Y las constantes a y b.
3. Propiedad de descomposicion.
X(t, Xg, tg,U) = X(t, 0, ty, u) + X(t, X4, 0, 0,,)

para todo estado X y entrada u.
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12. Métodos de analisis

Los dos conceptos basicos en el andlisis de sistemas no lineales son el de estabilidad y oscilacion. La
estabilidad la asociamos con los puntos de equilibrio del sistema o las trayectorias solucion del
sistema. Centramos nuestra atencion alrededor de las perturbaciones que disturban al sistema de un
punto de equilibrio, o alteren la trayectoria del sistema, y por lo mismo, su comportamiento.

La oscilacion aparece en sistemas no lineales como periédica o no periddica, forzada o no forzada.
En el andlisis del sistema son de interés las condiciones para la existencia de oscilaciones, las
fronteras de amplitud y el periodo de oscilacion.

Para trabajar con problemas no lineales contamos con métodos de andlisis que podemos clasificar
en:

1. Métodos cualitativos
2. Métodos cuantitativos
3. Métodos computacionales.

Los métodos cualitativos consisten en encontrar propiedades de la solucién, sin encontrar la solucién.
Los métodos cuantitativos consisten en encontrar la solucion exacta o aproximada del sistema no
lineal.

Los métodos computacionales consisten en desarrollar técnicas, tanto digitales como anal6gicas,
para la solucién en computadoras digitales, analdgicas o hibridas, de las ecuaciones diferenciales no
lineales.

12.1. Analisis del plano fase
Vamos a considerar un sistema descrito por un par de ecuaciones diferenciales de primer orden
acopladas:

Xl = Xl(xl' Xz)
Xz = Xz(Xl,Xz)

El método a estudiar es para sistemas de segundo orden.

La trayectoria de un sistema de segundo orden se puede graficar en un plano, por lo que es Uutil en el
estudio de sistemas de segundo orden.

La solucién al sistema de ecuaciones la vamos a estudiar en el plano (x1, X,), plano que llamaremos
plano fase.

Sean:
[Xl(tv X105 X20 )y X2 (6, X405 X 50 )]

las soluciones al sistema de ecuaciones, donde (X1, X20) €S la condicion inicial en t = 0. La solucion se
describe al graficar en el plano fase una curva I' contra t como parametro, y la curva I" se llama la
trayectoria. Un punto (X4, X») en el plano fase se llama punto singular del sistema de ecuaciones, si:

Xl(X1' Xz) =0
Xp (X, Xp) =0

y se considera un punto aislado del sistema. Por el término aislado vamos a entender que existe una
vecindad del punto (x4, X,) en el plano fase, tal que esta vecindad no contiene otro punto singular.

La consideracién de continuidad de la funcién:

xv (Xl’ X2)1

OXi(X,X,) .
—L=j=12,...
ox. =1

J
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nos permite expandir las funciones X;(X1, Xo) Y X2(X1, X2) €n series de Taylor en la vecindad del punto

singular, en la forma:

X, (XgX5) = Xy (Xq, X5) +

A o~ oX - oX - . A A
1 1
Xy (X, X5) = Xy (Xq, X5) + . (X —Xp)+ A (Xy = X5) + Xy (Xq, X5, X1, X;)
aXl X=X 8X2 Xp=%q
Xp =%y Xp =%
oX - oX - . A A
2 2
(X = xg) (X = X5) + X5 (Xg, X5, Xy, X5 )
Xy |x=% 6X2 X1=X1
X2=X2 X2=X2

donde

X3 (Xg X0 X3, X)) = X5 (Xy, X0, Xp, X, ) = 0\/(X1 —%,)% + (X, —X,)

donde 0O indica el comportamiento asintético de la funcién. Este simbolo se emplea cuando la
naturaleza exacta de la funcién no es material al argumento pero sélo se requiere su comportamiento

asintotico.

Veamos, consideremos las funciones f(x) y g(x) definidas en R. Sea xq el punto limite del conjunto en
R. El elemento X, puede o no pertenecer al conjunto, luego definiremos:

1. f(x) = 0(g(x))

En x si existe una constante o tal que:

f(x)| < aljg(x)|

Para toda x en R la constante a es independiente de x.

2. (x) = 0(g(x))

Como x — X, Si existe una vecindad N, de X, tal que

3. f(x) =0(g(x))

F(x) =0(9(x))

Como X — Xg Si para cada ¢ > 0, existe una vecindad N, o, tal que

parax € R M Ne,yo.

f()| < |g(x)|

Vamos a emplear la siguiente notacion:

23
0X,

el sistema se reduce a:

donde:

Y, = Xl_)lil’ Y, =X, _)A(z

I A B

Xl:jﬁl w 6X2 Xli;(,l 2 6X1
XXy X00 X0, %) = Yy(Y1,Y5) = 0y yi+Ys
X;(lexzi)‘zl’)‘iz) =Y, (Y1 Y,) =0y Yf + yg

X1=%q OX >
Xo=Xp X

S/1 = Yl(ylvyz)
yz = Yz(ylvyz)

Yi(ynY2) =any; +a,y, +0 yf +y§
Y, (Y1, Y2) =8nYs +85Y, +0yY: +V3
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Con esto hemos linealizado la ecuaciéon alrededor de un punto singular y transferimos el punto
singular al origen para:

Y,(0,0) =0,Y,(00) =0

Podemos definir un punto singular en el origen para el sistema:

yl = Y1(Y11y2)
yz = Yz(ylryz)

gue es estable si para todo ¢ > 0, debe existir un d(¢) tal que si:

,/on +YZ <$

la solucién Y(t, Y10, Y20), Yao(t, Yo, Y20), empezando desde (Y1, Y20) en t = 0 satisface:

\/le(thm’Yzo)"‘Yzz(LYlo’Yzo) <0
paratodat > 0.

El punto singular es inestable si no es estable.

Si despreciamos los términos de orden mayor a los lineales en la ecuacion:

Y1 = Yl(y11 yz)

yz = Yz(ylvyz)
podemos construir:

Z,=ayZ; +a,7,
z,=a,2,+a,7,

que ahora describe un sistema lineal en lugar del no lineal. Se asume que.
a8y —Apay # 0

Una singularidad que satisface esta ecuacién se denomina una singularidad simple. Una singularidad
simple es una singularidad aislada.

El comportamiento cualitativo consiste en dibujar trayectorias en el plano fase y la grafica se llama
gréfica del plano fase. En algunos casos es posible deducir el comportamiento cualitativo de un
sistema no lineal, del comportamiento de un sistema lineal y bajo este punto de vista discutiremos los
sistemas lineales de segundo orden y derivaremos la condicion bajo la cual un comportamiento se da
bajo un sistema no lineal.

12.2. Sistemas lineales de segundo orden
El sistema lineal de segundo orden:

21 =apZ;, ta7,
i2 =anZ, +tax7Z,
se puede escribir como:
z=Az

En notacion matricial, donde A es una matriz 2 x 2 y su determinantes cero. La solucién del sistema
esta dada por:

z(t) = e™z,

donde z, es la condicion inicial en t = 0. De esta forma el comportamiento cualitativo del sistema:

36



z=Az
puede deducirse de los valores propios de la matriz A.
Consideremos la transformacion:
W=Tz
Donde T es una matriz singular de 2 x 2.
La ecuacion diferencial para W esta dada por:
W = TAT'W

Las formas canonicas y las soluciones a la anterior ecuacion son:

A 0

0 A,
W,(t) = Wy,e®
W, (t) = Wzoexzm

0 u,
W, (1) = Wy te' + W et
W, () = szoeHt

a —P

B«
W, (t) = e*(W,, cospt — W,,senft)
W, (t) = e (W,, cosBt + W,,senpt)

1. Forma diagonal.

y su solucion:

con valores propios Ay y As.

2. Forma de Jordan.

con solucion:

3. Forma conjugada compleja.

con solucion:

con valores propios:
a+jp y &~ iB
donde A4, Ao, u, o, Y B son reales y W1g, Wog, son condiciones iniciales.
Dependiendo de la magnitud y signo de los valores propios aparecen varias configuraciones como:
Nodo.
Sean A; y A, negativas. El punto (W,(t), W,(t)) tiende al origen conforme t — o, y la trayectoria que

comienza en un punto cualquiera (W1, Wyo) se aproxima al origen, como se ve en la figura 11.

Esta configuracién se llama nodo estable.
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Figura 11. Trayectoria que comienza en un punto cualquiera y se aproxima al origen.

En el caso en el cual A; y A, son positivos, el punto (Wy(t), Wx(t)) tiende del origen hacia fuera
conforme t — co.

N
ZS

Figura. Nodo inestable.
Este tipo de caso se llama nodo inestable.

En la forma de Jordan tenemos que las u negativas corresponden al nodo estable y las u positivas, al
nodo inestable.

Silla de montar.

Si A1 Y A, son de signos opuestos, como en el caso: A; < 0 <A, tenemos que |Wy(t)] = 0, |[Wy(t)] - .
El movimiento del punto (W(t), W,(t)) se dirige desde el origen a lo largo del eje x de W, y de nuevo
del origen a lo largo del eje x de W,. La configuracion se muestra en la figural2:

Figura 12. Configuracion de silla de montar.
En el caso de A, < 0 < ), aparece una configuracion similar.
Foco.
Si los valores propios de A son complejos conjugados con los valores o + f3, la TAT™ tiene la forma de

la figura anterior. Esta configuracion se estudia mejor en coordenadas polares. Sea:

W, =Rcos¢
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por lo tanto:

y las soluciones a estas ecuaciones diferenciales es:

R=R,e"
¢ =Pt+¢,
donde Rq y ¢g son condiciones iniciales para R y ¢ respectivamente. Dependiendo de o tenemos:
Casol. R(t) —» 0 conforme t — «. a < 0. Espiral estable.
Caso 2. |R(t)] > « conforme t — o. a > 0. Espiral inestable.
Caso 3. R(t) = Rg para toda t. a = 0. Centro.
El centro es un caso degenerado de espiral. Las configuraciones se muestran en la figuras 13 (a), (b),

(c) respectivamente.

Wy 1

d
a
g

(@) (b) (c)
Figura 13. Configuraciones de foco.

En el plano fase existen lineas que tienen una importancia muy grande para ayudar a dibujar las
gréficas en el plano fase. Las lineas a lo largo de:

(o]

alo largo de la linea:

para

z,=0
la trayectoria se mueve paralela al eje z;.
Se puede ver que las ecuaciones:

z,=0
y

z,=0

no pueden tomar este valor al mismo tiempo excepto en el origen y esto porque el origen es un punto
aislado, una singularidad aislada. Esta situacion se muestra en la figura 14.
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Figura 14. Singularidad aislada.
La direccion de las flechas se evalla calculando la derivada diferente de cero.

Una linea a lo largo con:

r=0
Sea:
Z, =rcoso
Z, =rsenod
de

Z,=a,2,+a,,7Z,
Z, =QyZ, +8,7Z,
tenemos que:

f= r[a11 cos® 0 +(a,, +a,, )sencoso + azzsenze]

Si 0 = 6 es una solucién, luego 6 = & + 6y también sera una solucién, por lo que podemos rescribir la
ecuacion como:

[_ (@, +ay)t \/(alz +a,)% —4a,a, }

tangb =
g 2a,,

donde:
(@ + a21)2 -4a,a, 20

son las direcciones reales por las cuales r va de maximo a minimo. La situacién se muestra en la
figura 15, en la cual la direccion de las flechas se determinan evaluando la derivada de 0.

Z

r=>0

Figura 15. Direcciones reales por las cuales r va de méximo a minimo.

la linea a lo largo de:

De nuevo empleando

se convierte en:
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6 = a, cos® 0+ (a,, —a,,)sendcosh —a,,sen?o
Los ceros de la derivada de 6 son:
a,, cos” 0+ (a, —a,;)sendcosd —a,;,sen’0 =0

Si 6 = 6, es una solucion, luego 6 = & + 6y también sera una solucién, por lo que podemos rescribir la
ecuacion como:

|:(a'22 + a'll) x \/(a22 + a11)2 - 4a21a'12 :l

2a,,

tang0 =

Si
(@axy + all)2 —-4daya;, =0

se tienen direcciones reales a lo largo de las cuales podemos obtener:
6=0

Esto se muestra en la figura 16.

4

Figura 16. Direcciones reales a lo largo de las cuales 6 =0.

12.3. Sistemas no lineales de segundo orden
El comportamiento del sistema lineal de segundo orden dado por:

Z,=ayZ; +a,7,
Z, =QyZ, +8,Z,

esta relacionado con el no lineal dado por:
Y =Yi(ynY,)

Y, = Y21(ylvy2)
por una variedad de resultados a los cuales llegamos dependiendo del tamafio de las no linealidades.

Teorema.
La estructura de las trayectorias en la vecindad de un punto singular en el origen para la ecuacion
diferencial lineal:
. . _ _ z=Az
y la ecuacién diferencial no lineal:

Y = Ay+ Y *(y)
son similares en el caso del nodo, la silla de montar, y la espiral.

Prueba.
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Sea:

Y *(y) = |:Y1 * (y11y2)1| _ |:0(yf + yg)i|
Yo *(YuY2)] [o(y? +Y3)

y en el origen para que el sistema lineal sea una espiral estable como a < 0, B > 0. en este caso el

sistema lineal se puede transformar a coordenadas polares, dando:

R=aR
0=

El comportamiento de la solucion esta descrito por R(f) — 0 y 6(t) » « conforme t — «. En la
aplicacién de la misma transformacion al sistema lineal, el sistema se reduce a:

R'= oaR+,(R',6")

0=p+n,(R.0)
donde
n(R,6)=0
n.(R,6)=0
Podemos elegir R* tal que:
(R0 < oR'

(R0 <B*<B
para R' < R*.

Si las condiciones iniciales estan dentro del circulo de radio R*, se ve que R' — 0y 6(t) — o« conforme
t — oo,

12.4. Analisis global del plano fase

Para los sistemas lineales y no lineales, es similar la estructura de las trayectorias bajo condiciones
posibles de no linealidad. Esto posibilita graficar las trayectorias del plano fase en la vecindad de un
punto singular. Si el sistema no lineal tiene varios puntos singulares, podemos graficar las trayectorias
en la vecindad de cada uno de estos puntos singulares, ya que la solucién es Unica. Bajo ciertas
condiciones es posible construir las trayectorias para todo el plano fase, a partir de conocer las
trayectorias en la vecindad de todos los puntos singulares.

Vamos analizar la ecuacion de movimiento del péndulo descrito por:

0+Kseno =0
donde k es una constante mayor que cero. Sabemos que:
O=v
por lo que tenemos gue las ecuaciones del sistema son:

0=v
v =-keno

El punto singular del sistema esté en (nw,0) con n =1, £2,...

Por la transformacion:
¢=0-nxn
0=v
vV =(-1)""ksen ¢
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En la vecindad del punto singular las ecuaciones son:

O=v
\'/ — (_1)n+lk¢

lo que da un punto de silla de montar si n es par o0 un centro si es impar.

1.

Podemos ver que las trayectorias no se interceptan, a excepcion del punto singular, porque la
solucién es Unica.

Las trayectorias del sistema lineal se aproximan al no lineal, en su comportamiento en la vecindad
del punto singular.

Las trayectorias son curvas continuas.

Los centros no degeneran en espirales, se tiene el retrato de fase completo como se ve en la

figura 17.

o
/

W

4 N

Figura 17. Retrato de fase completo.

El procedimiento que seguimos fue:

N

Dividir el plano fase en regiones dentro de las cuales, las trayectorias son las del sistema lineal.
Asignamos puntos singulares a cada region

Se determind la naturaleza del punto singular

Se conectaron las trayectorias que pertenecen a varias regiones para obtener el retrato de fase.

El procedimiento que seguimos fue:

©oNo O

Dividir el plano fase en regiones dentro de las cuales, las trayectorias son las del sistema lineal.
Asignamos puntos singulares a cada region

Se determind la naturaleza del punto singular

Se conectaron las trayectorias que pertenecen a varias regiones para obtener el retrato de fase.
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13. Estabilidad de sistemas lineales
Sea el sistema caracterizado por:
z=Az

donde z es un vector n y A es una matriz constante nxn.

El punto de equilibrio del sistema esta dado por la solucién de la ecuacion: AZ = 0, incluyendo la
solucion trivial z = 0.

Si estamos interesados en la estabilidad del punto de equilibrio ademéas de del origen, una
transformacion simple reduce el problema a estudiar. La solucién de:

z=Az
esta dada por:

z(t) = ez,
donde z; es la condicion inicial en t = t;.

Vamos a investigar la relaciéon entre la localizacién de los valores propios de la matriz A y la
estabilidad del sistema

z=Az
Para lograr esto consideremos la transformacion T,
w=Tz

Donde T es una matriz nxn no singular. La ecuacion diferencial para W esta dada por:

L W =TAT 'w
TAT " se puede reducir a:
Jo 0
J= .
0 N
donde:
}"m +i 1 0
0
J;
J =
0 .1
0 -

Los valores propios Aj,... Amg SON de multiplicidad uno y los valores propios Ay +; €S de multiplicidad
m; > 1,i=1,..., m. Es facil ver que:

e’ 0
o " _ e Jqt
0 gt
et 0
Qoo _ ot
0 gmo!
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2 m;-1
1t &t
21 (m, —1)!
e‘]lt =0 1 t e}LmOJril
0 0 O 0

Si la parte real de cada uno de los valores propios es menor que cero, todos los valores propios caen
en la derecha del plano, luego cada término de la matriz ™ tiende a cero como t —» «. Esto mas el
hecho que:

_ -1.3(t-tg)
z=T"e" Tz,
nos permite obtener el siguiente teorema:
Teorema.

Si los valores propios de la matriz A estan en lado derecho del plano, luego los puntos de equilibrio en
el origen para el sistema

o z=Az
es asintéticamente estable.

13.1. Estabilidad de sistemas no lineales

El concepto de estabilidad de un sistema es complicado, ya que la idea de estabilidad tiene muchos
significados coloquiales, asi que vamos a precisar el concepto con la ayuda de las siguientes
definiciones:

El término estabilidad esta definido en el contexto del sistema:

Y = Y(y,1)
en el cual no se pierde generalidad si consideramos al origen como el punto singular del sistema.

El problema de estabilidad de una trayectoria puede ser reducido al problema de estabilidad de un
punto de equilibrio. Sea el sistema descrito por:

X = X(x,1)

y sea X'(t) una solucion particular del sistema. La estabilidad de la solucién la vamos a estudiar si
consideramos la desviacion de la solucion x'(t). Sea:

X(t) = x'(t) + y(t)
luego:

X(t) = X(X' (1), 1) + Y(y(), 1)

donde Y(y, t) es el remanente después del primer término. Si empleamos el hecho de que:

X' = X(x'(t),1)
tenemos:
y=y1
y
y(0,t)=0
luego el estudio de la estabilidad de x'(t) de:
X = X(x,t)

es equivalente a estudiar la estabilidad de la solucién trivial de:
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y=Y(y,t)

En otras palabras la estabilidad de una trayectoria se ha reducido a la estabilidad de un punto de
equilibrio.

La solucién de un sistema dado por:
y=Y(y.1)

con condiciones iniciales y, en t = t; se denota por y(t, Yo, to). La norma del vector Y se denota por
[lyl|. Sin pérdida de generalidad asumiremos la norma como:

n

Ml = 2 Iyl

i=1
La norma de la matriz A = (a;) esta dada por:
n
A= |
La definicién de estabilidad de un punto singular de un sistema de segundo orden sera:

Un punto singular es estable si para cualquier circulo en el plano fase que encierre al punto singular,
llamado el circulo ¢, existe otro circulo que encierra al punto singular, que llamaremos circulo 3, tal
que cualquier trayectoria que comience dentro del circulo 8, estara confinada dentro del circulo ¢ para
todo t > to. Podemos decir también que si pequefias perturbaciones al sistema en el punto singular, se
mantienen pequenias, el sistema es estable.

Luego podemos definir:

1-. Estable: el punto de equilibrio en el origen para el sistema:

y=Y(y.1)

decimos que es estable, si para toda € < 0 en cualquier ty, existe d(g, to) tal que:

Iyol <3
implica que

Ivtyo o) <e
para todo t > t,.

2. Uniformemente estable: El punto de equilibrio del sistema:

y =Y(y,1)

en el origen se dice que es uniformemente estable si para todo ¢ > 0 existe 6(g) > 0, tal que:

Iyol <3
y todo to:

")/(ta Yorto )” <&
para todo t > t,.

3-. Asintéticamente estable: el punto de equilibrio en el origen del sistema:
y=Y(y.t)
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se dice que es asintéticamente estable si:
a. El origen es estable
b. Existe una funcion real 8'(t) tal que para todo

lyoll <& , Y(t, Yo, to) = 0 conforme t — O.

Uniforme asintéticamente estable: el punto de equilibrio en el origen es uniforme asintéticamente
estable si el punto de equilibrio esté:

a. Uniformemente estable

b. Existe una constante &' tal que para toda:

lyof <& y(t, Yo, to) = O conforme t — oo.

La nocién de estabilidad y asintéticamente estable son nociones locales porque estamos interesados
en el comportamiento del sistema en una pequefia vecindad del punto de equilibrio. Debemos
enfatizar que un sistema puede ser inestable aunque tenga que y(t, Yo, to) — 0 conforme t — oo, para
todo yp.

4. Podemos definir el concepto de estabilidad global como:

El punto de equilibrio en el origen para el sistema:

y=Y(y.1)
se dice que es globalmente estable si:
a. El origen es uniforme asintéticamente estable.
b. Para toda n > 0 existe y(n) tal que:

[yol<m
implica
"ya’yo’to)" <y(m)

para todo t > t,.
c. Para todo yy, Y(t, Yo) — 0 conforme t — .

Esta es la nocidon mas fuerte en estabilidad.

Esta definicion implica que el punto de equilibrio es uniformemente estable, todas las soluciones son
uniformemente acotadas y todas las soluciones comienzan con una condicion inicial arbitrariamente
grande que se aproxima al punto de equilibrio conforme t — .

13.2. Estabilidad local de sistemas no lineales

En el caso de sistemas de segundo orden se ha encontrado que las estructuras de las trayectorias en
la vecindad del punto de equilibrio para los sistemas lineales y no lineales, estan relacionados. Para
sistemas de n-ésimo orden es valido un resultado similar.

Teorema.
Si el sistema:
z=Az
es asintdticamente estable global, el sistema
y = Ay +f(y)

es asintéticamente estable si:
1. A es una matriz constante

2. f(:) es continua en la misma vecindad del origen.
3.
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Prueba: Elegimos la transformacion T dada por:

z=T"w

el sistema
z=Az
se reduce a:
w=TAT*w

donde

7L1 b12 bln

TAT—l — 0 }“2 b2n
0 O A

n

donde las A's son los valores propios del sistema y |b;| < ¢, donde ¢ > 0 es un nimero dado. Si
aplicamos la transformacion al sistema no lineal

y = Ay +1(y)
obtenemos:

Y= kkylk+zbkjylj+f'k (y') k=12..n

>k
donde f'(-) satisface las mismas condiciones que f(-).

Sea:
R? = Z|ylk|2 = zylk' Y
k=1 k=1

o = max (parte real de i)

Si derivamos y simplificamos tenemos:
EE 2 2 |12 1 ' '
2SR <aR? el + ]+ )]

Se ve que a <0, f' es continua y

M — 0 como|y|—0
I
se tiene que:
dRrR? <0
dt

y el sistema es asint6ticamente estable.

13.3. Método directo de Liapunov

La idea principal de Liapunov se deriva de las siguientes intuiciones. Consideremos un sistema
aislado y sea y(t, yo, tp) una solucion del sistema. Sea v(y(t, Yo, tp)) la energia asociada al sistema
aislado. Si la derivada de v(y) respecto a t es negativa para todo y(t, yo, to) excepto en el punto de
equilibrio, se sigue que decrece la energia del sistema, conforme t se incrementa. Finalmente el
sistema debe alcanzar el punto de equilibrio.

Podemos ver con el ejemplo del circuito eléctrico de la figura 18:
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Figura 18. Circuito LRC.

Las ecuaciones del circuito son:
dv i
dt C
di_ iR V
dt L L
Denotaremos la solucion por

(i(t), v(1)) = ((t.i5, Vo, 15))
donde ig y Vg son la corriente y el voltaje iniciales. La energia del sistema es:
. 1 ., 1,
V(i(t), v(t)) = ELI 1)+ ECV (1)
y la razon de cambio de la energia es
w — Li(t)i(t) + Cv(t) V(t)

Si sustituimos para las derivadas de i y V, en las ecuaciones del circuito, tenemos:

dV(|(t), V(t)) _ —|2(t)R

dt
que se debe a la energia disipada en el resistor R. Por este hecho de la disipacion de la energia
podemos concluir que el sistema eventualmente alcanza el punto de equilibrio, enelcuali=0yV =
0, podemos analizar la superficie de la ecuacién:

\Y; =1Li2 +10v2
2 2

la cual se muestra en la figura 19.

W = Constante

Figura 19. Superficie de la ecuacion.
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El lugar para V = cte son elipses en la superficie de la copa. Si el circuito empieza con las condiciones
iniciales (i, Vo) Y graficamos la trayectoria de forma que el punto (I(t), v(t)) cruza el punto V(i, v) = cte y
se mueve hacia el punto mas alto de la copa, que es el punto de equilibrio.

Es facil asociar la funcion de energia V(i(t), v(t)) con el circuito y con sus ecuaciones. Dado un
conjunto de ecuaciones que describen un sistema, no es obvio como asociar una funcién de energia
con las ecuaciones. En efecto, el concepto de energia no es natural a ciertos sistemas, como los
sistemas de control. Liapunov formalizé la idea de usar funciones escalares en lugar de funciones de
energia asociadas con el sistema para investigar su estabilidad. Esta funcién se conoce como la
funcion de Liapunov y el método de investigar la estabilidad usando la funcién de Liapunov, se
conoce como el método directo de Liapunov. La funcién de Liapunov se emplea funcién de prueba y
se obtienen resultados tanto locales como globales.

Decimos que una funcién escalar V(y) es definida positiva en la vecindad del origen n si V(0) =0, V(y)
>0 cuando y # 0 y y estd en la vecindad n. Si —V(y) es positiva definida, se dice que la funcién es
negativa definida.

Una funcion escalar V(y) es positiva semidefinida en una vecindad n del origen si V(0) =0y V(y) > 0
con y en la vecindad n. Si —V(y) es positiva semidefinida, decimos que la funcion es negativa
semidefinida.

Los resultados de Liapunov estan dados por los siguientes teoremas:

Teorema de Estabilidad.
El punto de equilibrio en el origen para el sistema:

y = Y(y)

es estable si existe una funcién escalar positiva definida V(y) con derivadas parciales continuas tal
que las derivadas de V(y) a lo largo de la solucién del sistema, dada por:

Ny
i=1 0yi I
es negativa semidefinida en alguna vecindad n del origen.

La derivada de la funcién escalar V(y) a lo largo de la solucion del sistema diferencial

z=Az
o
y=Y(y)
se denotara por V(¥).
Teorema de estabilidad asintética.
El punto de equilibrio en el origen del sistema
y=Y(y)

es estable si existe una funcién escalar positiva definida V(y) con derivadas parciales continuas tal

que la derivada de V(y) a lo largo de la solucion del sistema V() es negativa definida en alguna
vecindad n del origen.

Teorema de estabilidad asint6tica uniforme global.
Si existe una funcion escalar V(y) con derivadas parciales continuas y funciones escalares continuas
a(n), b(r), c(r), tales que

1. A(0)=b(0) = c(0)=0
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2. A(r), b(r) son no decrecientes y 0 < a(|lyl]) < V(y) < b(lyl]), y = o
3. C(r) es no decreciente y la derivada de V(y) a lo largo de la solucion satisface

V(y) < —(ly])<0, y=0
4. a(r) > wcomor — oo,

Luego el punto de equilibrio en el origen para el sistema es asintéticamente uniforme estable en
global.
Prueba: La condicion:

V(y) < —c(jy]) <0

implica que V(y) decrece moné6tonamente a lo largo de la solucién del sistema. Ahora para cualquier ¢
> 0, elegimos () < b™(a(e)), donde b™(a(e)) es la menor v tal que b(y) = a(e). Luego para [|yo|| < 5(¢),
valen las siguientes desigualdades.

a(y(t,yo. to)]) < V(Y(t.Yo.t5)) < V(¥(ts.Yo.to))
a(|y(t,yo.to)) < V(o)
a(ly(t.yo.to)]) < bly,|

a(||Y(t, yovto)”) <a(e)
luego

a(”Y(ta Yo:to )") <a(e)
que implica
||Y(t-y0'to)|| <a(e)

ya que a(-) es una funcién no decreciente, por lo que el sistema es uniformemente estable.

Para mostrar que el sistema uniforme asintéticamente estable necesitamos encontrar 8, tal que ||yo|| <
8o y para todo ¢ > 0 debe existir T(g), tal que:

t>T(e) = |y(tyo.to)| <&
Sear >0y elijamos:

O, = a(r),
 bi(s,)
)= e
Ivo] < 8-

Supodngase para:
telty,t, +T*)

||Y(t-y0'to)|| > &

Usando la condicion C(r) es no decreciente y la derivada de V(y) a lo largo de la solucidn satisface

V(y) <—(Jy]) <0
se obtiene:

|yt yo.to)]) = c(3(e))
V(y(tyo.to)]) < —c(8(e)

Integrando esta desigualdad de t, a t se tiene:

V(ly(tyo. to)) < VIyo) —c(8E)(t - t,)
V(y(tyo.to)]) <b(3y) — c(8(eN(t ~t,)
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V([y(to +T* Yo, to)]) <b(3o) —c(8(e)T* =0

gue es una contradiccién, por lo que debe existir t* e (tg, to + T*), tal que: [|y(t, y(t*, Yo, to),t¥)|] < 8(¢). Si
elegimos T(g) = T*, tenemos que:
||y(t, Y(t*, Yo, to), t*)" <&

para t > t*, por lo que el sistema es uniforme asintoticamente estable. Si r se puede elegir
arbitrariamente grande y a(r) — « como r — o, tenemos estabilidad uniforme asintéticamente global.

Teorema de LaSalle
Sea V(y) una funcién escalar con derivadas parciales continuas que satisface:

V(y)>0siy=0,yV(0)=0

V(Y) <0siy=0,y V(0)=0
V(y) > o como ||y|| — .

A wn B

V (y(t, Yo, to)) N0 es cero bajo ninguna solucion y(t, yo, to) que no sea la solucién trivial y = 0.

Luego el punto de equilibrio en el origen para el sistema

y=Y(y)
es asintoticamente estable global.

La determinacién de la estabilidad por el método directo de Liapunov, se centra en la eleccion de una
funcion positiva definida, por lo que cuando esta elecciébn es posible, tenemos la posibilidad de
deducir la estabilidad del sistema. Pero la verdad es que no existe un método general para elegir la
funcion de Liapunov. En efecto, este es el mayor inconveniente del método. Se han encontrado varias
técnicas, pero resulta que cada una corresponde a una clase particular de sistemas.

Algunas veces es posible mostrar que un sistema es inestable por el método de Liapunov. Un

resultado obvio es: si V() y V(-) son positivas definidas, el origen es inestable. Esto se puede
relacionar con:

V(y) = Av(y) + W(y) para toda y

donde A >0y w(:) > 0 en la vecindad n del origen.

Teorema de inestabilidad de Cetaev

El origen est4 en un punto de equilibrio inestable si existe una funcion V(y) con derivadas parciales
continuas en la vecindad n del origen y n* c n tal que:

1. El origen es un punto frontera de n* y V(y) = 0 cuando y es un punto frontera de n*.
2. V(y)y V(y)20siy e n*

13.4. Método de frecuencia de Popov
El sistema descrito por:

X = Ax — bd(c)
O =CX

donde A es una matriz constante, b y ¢ son vectores constantes y ¢(c) es una funcién continua de o.
Las siguientes consideraciones seran validas en nuestra discusion:

1. Los valores propios de la matriz constante A estan en el lado izquierdo del plano
2. $(0)=0
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3. 0<¢(o)lo<k<w, 6#0.

Las condiciones 1 y 3 en la no linealidad se expresan diciendo que ¢(-) esta en el sector (0, k]. este
caso se conoce como el caso directo de control. El sistema se puede reducir a un sistema de gasa
cerrada como el de la figura 20.

7 'i'[':r] -

i) i5(s)

Figura 20. Sistema de gasa cerrada.
G(s)=c(sl-A)"b
Donde | es la matriz idéntica. Una caracteristica esencial del problema es que la no linealidad esta
especificada por un sector en vez de una funcion no lineal particular. Lo anterior es motivado por las
aplicaciones en ingenieria donde las caracteristicas no lineales no se pueden especificar con
precision porque cambian con el tiempo debido al agotamiento de sus componentes y otros tipos de
efectos. El concepto de estabilidad para toda caracteristica en un sector dado se llama estabilidad
absoluta. Daremos su definicion formal:

Si el punto de equilibrio en el origen para el sistema dado por:

X = AX —bd(c)
O = CX

es asintoticamente estable en lo global para toda ¢(-) tal que:
0< M <k
(o)

se dice que el origen es absolutamente estable en el sector (0, k].

Dados los parametros A, b, c, ¢el sistema es absolutamente estable? Y podemos también
preguntarnos si dados los mismos parametros, ¢cual es el maximo k tal que el sistema sea
absolutamente estable.

Responderemos las preguntas mediante el uso de las funciones de Liapunov.

V(X) = X'Px + B:‘[ ¢(u)du
donde ’

P= J.eA'TQe‘“dr
0

es una matriz positiva definida y B es una constante positiva. P satisface la ecuacién matricial:
PA+AP=-Q
Y es positiva definida. Luego, V(0) =0, V(x) > 0, x # 0 y V(X) — o como ||x|| — «. Ahora
V(x) = —X' Qx — X' (2Pb — BA'¢)d(c) — Bc' bd? (o)
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que podemos rescribir como:

o
donde
~ -
515 7]
o =Ppp.PACHC
2
y
1
=fBc'b+—
y=B +k_

Si 6 es positiva definida, luego V es negativa definida, y la condicion para positiva definida de 6 se
reduce a la desigualdad:

y—a'Q'a>0
o]
% >a'Qa-pc'b
Teorema de Popov.
El sistema:
X = AX —bd(c)

o =CX

es absolutamente estable en el sector (0, k] si existe un niamero real g tal que la desigualdad:
. . 1
Re[(1+ jog) G(jw)]+ L Zn>0

vale para todo real ® > 0 donde n es un nimero pequefio arbitrario, y 0 < k < «. La ecuacion anterior
involucra verificar lo positivo de la funcién en el eje jo, conocido como el eje de la frecuencia. Esto
nos lleva a llamarle el dominio de la frecuencia.

Vamos a considerar el caso lineal:
X = AX —bo(c)
G =CX

y vamos a aplicar el criterio de Nyquist. Sea:

Xy = Re[G(jo)]
Yy = Im[G(jo)]

Wy =Xy +]Yy
Luego el sistema lineal
X = Ax —bd(c)
o =CX

es estable si la gréfica de Wy en el plano (X, Yyn) no encierra al punto (-1/h, 0) como lo muestra la
figura 21.

La desigualdad de Popov tiene una interpretacion geométrica elegante, hagamos:

X; = Re[G(jo)]
Yo = Im[G(jw)]
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W, = Xp +jYe
entonces:

Re[(1+ joq) G(jco)]+% >n>0
llega a ser:

XP—qYP+%2n>O

Figura 21. El plano (Xy, Yn) no encierra al punto (-1/h, 0).

Xe —QqYp +%2n>0
Si se satisface la ecuacion:

1
Xp =QYp +2 =0

en el plano (Xp, Yp) se debe encontrar una linea recta, llamada linea de Popov, con pendiente 1/q que
intercepte el eje Xp en -1/k. Para la estabilidad la grafica de Wp, con ® como parametro cae
estrictamente a la derecha de la linea de Popov, en otras palabras, el plano cerrado a la izquierda de
la linea de Popov es una region prohibida, como lo muestra la figura 22.

e

AN

|v.1|l.r= [j @ .:

Figura 22. El plano cerrado a la izquierda de la linea de Popov es una regidn prohibida.
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14. Circulos limite y fronteras de amplitud
La ecuacion diferencial:

X+x=0
nos describe la forma mas simple de movimiento periédico. La solucién a la ecuacion diferencial es:

X = Asen(t + ¢)

donde A y ¢ estan determinadas por las condiciones iniciales. La ecuacién de movimiento para este
movimiento armonico simple es:

X, =X,

y las trayectorias en el plano fase consisten de circulos cerrados como se muestra en la figura 23.

N,
N

Figura 23. Trayectorias en el plano fase.

Cada circulo en el plano fase corresponde a una solucion periddica y son las condiciones iniciales las
que determinan el circulo. Podemos hacer las siguientes observaciones:

1. Cada condicidn inicial nos lleva a una solucion periédica
2. Existe un continuo de soluciones periédicas.

Ahora vamos a considerar el sistema definido por:
1
v 2 2 2 2
Xy =Xy + Xl(xl + Xz) 2(1_X1 _Xz)
1

Xz =X +X2(Xf +X§)7§(1_ Xf _Xg)

Podemos también expresar el sistema en coordenadas polares:

r=1-r2
6=-1
la solucién esté dada por:
Ae* -1
rit)=——-
Ae® +1
o) =6, —t
donde:
1+
A==l o
1-r,
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Cuandorg =1, r(t) = 1 y 0(t) = 69 — t. Hay una sola solucion periédica que es la que corresponde a rg =
1, y todas las demas soluciones, con excepcion de la trivial, se aproximan a una solucién periédica
cuando t — . La configuracion de las soluciones se muestra en la figura 24.

La solucion periédica que se muestra en esta solucion es llamada un ciclo limite. La propiedad basica
que distingue esta solucion de la del oscilador arménico simple, es la naturaleza aislada de la
trayectoria cerrada, lo que significa que no debe existir otra trayectoria en una vecindad
suficientemente pequefia del ciclo limite. Es simple pero importante hacer notar que en un sistema
lineal no existen ciclos limite.

r=1
Figura 24.Configuracién de las soluciones.

Vamos a dar una definicibn de ciclo limite. Un ciclo limite es una trayectoria cerrada que no
corresponde a una familia de trayectorias cerradas.

14.1. Indice

Un concepto Util en la consideracién de sistemas de segundo orden es el de campo vectorial en un
plano. Un campo vectorial F en el plano (x4, X,) esta dado por la asociacién con cada punto (X, X») en
el plano (X1, X,) una pareja ordenada (F,, F,). F; y F, dependen del punto (xi, X5) y definen
respectivamente los componentes X; y X, del vector en el punto (Xg, X,).

De nuevo vamos a considerar el sistema
Xl = Xl(xl'xz)
Xz = X2(X1,X2)
y definiremos el campo vectorial F en el plano (x;, X,) asociado con el sistema y sus ecuaciones

diferenciales. Sea la componente x; de este campo vectorial X;(X3, X») Y la componente x, del campo
vectorial X5(x1, X). Luego el campo vectorial esta definido para cualquier punto en el plano.

Sea una curva cerrada rectificable orientada positivamente C en el plano (X3, X,). El nombre que se
les da a estas curvas es el de scroc, y el término positivamente orientado se usa para significar que la
curva esta orientada en la direccion de las manecillas del relo;.

Esta curva c y un campo vectorial:
F= (Xl(xl'X2)7 X2(X1,X2))
en el plano (x;, X2) se relacionan por la asignacion de un nimero llamado indice de la curva C relativo
al campo vectorial. El indice es una medida del cambio de la direccion del campo vectorial alrededor
de la curva cerrada, pero este cambio sélo es significativo si no hay un punto singular del sistema en
la curva scroc.
Podemos luego definir el indice de un scroc con respecto a un campo vectorial F(X1(X1, X2), Xa2(X1, X2)),
como:
fd( nt X (X4, X Z)J ifd tan™ X,dx, — Xpdx,
2 2
2n Xi(X, X)) 2m XI+ X5
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procurando que no existan puntos singulares del sistema en el scroc C. El indice de un punto singular
aislado P en el plano fase es el mismo que el indice del scroc C tal que:

1. P esun punto interior de la scroc C.
2. Lascroc C no contiene otro punto singular en su interior.

Debemos enfatizar que la integral de contorno se toma en la direccién de las manecillas del reloj y no
existe algln punto singular en la scroc.

Para el sistema lineal:
z,=a,Z, +a,,7,
Z, =@yZ, +8,7Z,

podemos evaluar el indice de la singularidad aislada en el origen considerando la scroc C como un
circulo de radio ry. Parametrizamos y tenemos:

z, =r,C0s0

Z, =r,send

En este caso la expresién para el indice se reduce a.
2n

J‘[cos2 0@ +aj3)+sen?0(@Z, +a,)+2sendcos6(a,a,, +a,a,, )]de =
0

A8y —8pay
|anazz —apay

a8y —apay

27

Los valores propios estan dados por la ecuacion caracteristica:
2
A —(@y tay)i+(aay, +apay,)=0

El indice para una silla de montar es -1 y para un nodo o un centro, el indice es 1. Es claro que el
indice par una scroc que no contiene puntos singulares es cero.

Teorema:
El indice de singularidad en el origen para el sistema

Yy =ay,y, +a,y, + y;_(yl7y2)

Yo, =8nY;, +axY, + YZ(Y1:Y2)
donde

Y, =0(y? +y3)
Y, = O(y? +y3)

y el indice para la singularidad en el origen para el sistema:

z,=a,Z, +a,,7,
Z, =QyZ, +8,Z,

es el mismo que el provisto por:
apa, —apay, # 0

Prueba: Sean los sistemas lineales y no lineales definidos por los campos vectoriales F. y Fy
respectivamente, y considérese que el indice de un circulo de radio ry relativo a estos campos
vectoriales. Si el campo vectorial nunca esta opuesto en C, la scroc C tiene el mismo indice relativo a
estos dos campos. La componente de los dos campos vectoriales en el punto (z;, z,) del plano fase
es:
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Fvi@uzy +a,z, +Y1(24,2,),a42, +a,2, +Y,(24,2,))
FL = (a11z1 +ta,72,,8,2, +ta,7,
y estan en oposicién con:

%2 *2
1+n°)(@uz, +81,2,)° +(@x2, +852,)° =MP(Y, (2,2°)+ Y, (2,2%))
para alguna n > 0. Al convertir a coordenadas polares, esta relacion en el scroc C se reduce a:
(1+n?)((a,, cosO +a,,5en0)’ +(a, cosO +a,,send)’ =n?(0(r))

El lado derecho de esta ecuacion tiende a cero conforme ry — 0, independiente de ¢, mientras el lado
derecho sea una funcién continua de 6, logra su minimo diferente de cero pararo # 0, en algin 6 = 0',
tal que 0 < 6' < 2m. Por lo tanto

(1+n?)((a,, oSO +a,,5eNn0)” +(a, oSO +a,,end)’ =n?(0(r))

no es valida para ry suficientemente pequefios, asi que el campo vectorial nunca estan en oposicion,
lo que demuestra el teorema.

El indice de una trayectoria cerrada relativa a su propio campo vectorial es unitario,
independientemente del nimero de puntos singulares encerrados por la trayectoria. Como el campo
vectorial es tangencial a la scroc, esta observacioén es clara.

14.2. Existencia de ciclos limite
Existen dos resultados importantes en los ciclos limite para sistemas no lineales de segundo orden. El
primero es:

Teorema de Bendixeon:
Una region simple conectada R en el plano fase, donde la ecuacion:

dx, | dx,
dx, dx,

=0

no cambia de signo, no contiene trayectorias cerradas.

Prueba:
Sea el campo vectorial denotado por:

Xl(Xl' X2)
XZ(Xl’ X2)

X”(Xllxz) :{

Consideremos un scroc C; por el teorema de la divergencia en dos dimensiones:

”divX"dS = J.J.(Zi(l + 21(2 jdxldx2 = §X"-n"dr"
S S 1 2

C

donde n" es el vector unitario normal al elemento dr de la scroc C y dS es el elemento de area.

La figura 25 muestra varias de estas cantidades.
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Figura 25. Scroc C.

Supongamos que el scroc C es una trayectoria cerrada correspondiente a una solucion periédica. El
campo vectorial, por lo tanto, es tangente ala curva Cy x' - n'=0 a lo largo de la curva C, por lo que
la integral:

H(axl + e jdxl dx, =0
S\ OXy  OX,

y esto sélo es posible si:
Xy X,
OX, OX,

cambia de signo en el interior de la curva C. Luego una condicion necesaria pero no suficiente para la
existencia de una trayectoria cerrada en una regién simplemente conectada R es que:

oX, N oX,
OX; 0OX,

cambie de signo en R.

El Conjunto Limite de una Trayectoria donde P(t) denota el punto solucion de

(X4 (t X410, X 29,19 ), X5 (8, X195 X0, 1))
en el tiempo t a lo largo de la trayectoria que pasa por (X10, X20) €n el tiempo t,. L* denota la porcion de
la trayectoria para t <t < «o, llamada la media trayectoria. Un punto Q es llamado un punto limite de la

media trayectoria L*, si existe una secuencia {t,} tal que:

limt, —» o

n—o
Pt,)>Q como n—w

El conjunto de puntos limite de L* se denota por L*.

Teorema de Poincaré-Bendixson.
Si L" esta contenido en una region cerrada acotada R y R no contiene puntos singulares, luego o L*
es una solucion periddica o L. lo es.

Los requerimientos del teorema se muestran en la figura 26.
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Figura 26. Requerimientos del teorema.

R es una regién anular, cerrada y acotada que no contiene puntos singulares. Si asumimos que las
trayectorias cruzan hacia la region anular en cualquier punto de la frontera, luego una trayectoria que
cruce hacia la region anular nunca debe dejar la region R. Las condiciones del teorema de Poincaré-
Bendixson son validas y la regién R tiene una solucién periddica.

Existe una dificultad en este teorema. Veamos el caso de la ecuacién de van der Pol's,

X, =X,
X, = —eX,(Xf —D)—x,, e<<1

Sabemos que existe una solucién periddica que no difiere mucho de un circulo de radio r = 2. Si

intentamos construir una regién R con circulos de radior =2 + n;y2 —n, ng, N, >0y n, < 2,

podemos facilmente encontrar que la regién R no contiene las trayectorias de la forma requerida por

el teorema. La forma de la region es muy importante, y en muchos casos de interés practico,

encontrar la region R es una tarea dificil.

Son muy estudiadas las ecuaciones de van der Pol's forzadas y no forzadas.

.. C

X, +eX, (X7 =D +x; =p(t)
Este sistema es rico en fenébmenos periddicos, en particular subarménicos, ya que si el periodo de la
funcion forzante p(t) es t, luego una solucién con periodo n*, donde n es un entero positivo, es un
subarmoénico de orden n. los arménicos son soluciones periddicas con periodo t/n, donde n es un

entero positivo mayor o igual a dos.

Consideremos el sistema:
y=Y(y,t)
Si hay un tg y un yp,
Y(to,Yo:to) = Yo

y un tiempo finito T, tal que T > Ty, de forma tal que
[¥(to, Yo, to)] — o0

decimos que la solucién tiene un tiempo de escape finito.

El estado y(t, yo, to) del sistema
y=Y(y.1)

se dice que esta acotado para la condicion inicial (yo, to), Si existe una constante b tal que
Iv(to.yo.to)|<b paratodat>t,
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si la solucion y(t, yo, to) del sistema:
y=Y(y.1)

esta acotada para todo (Yo, to), luego el sistema es Lagrange estable. Si b es independiente de to,
luego se dice que el sistema es uniformemente Lagrange estable.

Vamos a decir que el sistema
y=Y(y.1)

Gltimamente acotado si existe una constante b > 0, tal que correspondiendo a cada condicidn inicial y,
ent = ty, debe existir al tiempo tq, > to, tal que:

IV(to.Yo.to)| <b paratodat >t

Sea B la pelota de la norma b en un espacio de n dimensiones, en el cual las trayectorias estan
finalmente acotadas, entonces B es la regién de Ultima frontera.

La dltima frontera de las trayectorias en p no excluye la existencia de una condicién inicial tal que la
trayectoria correspondiente a esta condicion inicial deje la region B y finalmente entre a  y nunca la
deje. Para excluir la posibilidad de una trayectoria saliendo y entrando de nuevo, debemos considerar
la regién cerrada y acotada T, llamada la region de confinamiento final. Esta region tiene las
siguientes propiedades:

1. Para toda condicion inicial yo en t = tp, debe existir un tor > to, tal que y(t, vo, to) esta en I', para
toda t > tor.
2. Ninguna trayectoria deja .

El comportamiento de las trayectorias respecto de las dos regiones se muestra en la figura 27.

I=IG|}

Figura 27. Comportamiento de las trayectorias respecto de las dos regiones.
Para ciertos sistemas es posible encontrar una bola c en el espacio de estados de n dimensiones tal
que, todas las trayectorias, excluyendo la solucion trivial, estdn acotadas a esta region. Asi debe

existir una constante c, tal que correspondiendo a toda condicién inicial yq en t = t;, excluyendo la
solucién trivial, debe existir to. > to, tal que:

Iv(t.yo.to)| > ¢ paratodat > t,

La bola C de norma c se llama la regién de partida final. Similarmente podemos definir una regién X
tal que, para toda yq:

1. Existe un tiempo finito tgs tal que para t > tgs, la trayectoria y(t, yo,to) cae fuera de la region =
2. No entran trayectorias a

Ahora vamos a considerar el sistema:
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y=Y(y.ut)
donde y es la salida y u es la entrada.

Se dice que el sistema es estable acotado de entrada y salida, si para cualquier entrada acotada,

existe una salida acotada.

14.3. Cotas de amplitud para sistemas de segundo orden

En los sistemas de segundo orden las trayectorias se mueven en el espacio tridimensional (y1, Y», t).
Bajo ciertas condiciones las trayectorias, eventualmente, pueden estar confinadas en un cilindro de
longitud infinita. La regién I tiene la propiedad de confinar las trayectorias del punto (yi(t, Y10, Y20, o),
Vo(t, Y10, Y20, 1)) que es la proyeccion del punto en el plano fase. Para la regiéon X se tiene una
interpretacion similar.

Determinar las regiones I' y £ nos permite concentrarnos en un subconjunto del plano fase. También,
trayectorias periédicas, si existen, caen dentro de I" y fuera de X. Este hecho nos da el método para
encontrar las cotas de amplitud de soluciones periédicas. En el caso de funciones periédicas
forzadas, de la existencia de I' se puede deducir la existencia de una solucién con el mismo periodo
que el de la funcién forzante.

Vamos a ver la ecuacion de van der Pol's generalizada.

Xy =X, —F(X;) +p*(t)
X, =-G(X,)

donde G(x;) > 0, x; # 0, X;F(x1) > 0, |X1| > que algun x;'".
Podemos reducir la ecuacién forzada de van der Pol's
X, +eX, (X2 =1+ x, =p(t)

se puede reducir a la generalizada por medio de las siguientes sustituciones:

Xy = Xl + F(Xl) - p('[)
donde
F(x,) = X_I-ls(u2 —1)du

0

p* (1) = [p(w)du

Bajo ciertas condiciones existen las regiones I' y X para la ecuacién general de van der Pol's.

Ahora vamos a ver un método geométrico para determinar las cotas de amplitud. Sea el sistema:

X; = X, —F(X;) +p(t)
Xz = —uXy

donde u >0, p(-) es continua y |p(t)| < P patatodat, y

3

X
F(Xl) = ?l - X3

Se requieren dos etapas para construir una region de Gltimo confinamiento. La primera etapa del
proceso consiste en simplificar el sistema de tal manera que las direcciones de las trayectorias para
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un sistema dado estén acotadas por las direcciones de las trayectorias para el sistema simplificado.
La segunda etapa consiste en que para el sistema simplificado se deben encontrar los contornos que
confinan las trayectorias del sistema original. Asi la direccion de las trayectorias del sistema

X, =X, —F(x;) +p(t)
Xz = —uX,
en cada punto estan acotadas por las direcciones de las trayectorias del sistema:

X, =X, —F(x,)+p

X, = —uX,
parax; >0
X, =X, —F(xy)—p
Xz = —uX,

para x; <0, y para x; = 0, la direccion de la trayectoria es horizontal. Sea:

—f, =minkF(x,), x, =0
—f =maxK(x;), x,<0.

Las direcciones de las trayectorias del sistema:

X; =X, —F(x))+p

X, = —uX,
parax; >0
Xl =X, _F(Xl)_p
Xy = —pX,
para x; <0.

Estan acotadas por las trayectorias del sistema:

Xy =X, +Pg
Xy = —pXy
parax; >0
Xl =X, +P,
X, = —HX;
para x; <0, donde
P,=p+f,
y
P, =p+f_

que es el sistema simplificado. Consideremos el contorno:

2 2
X3 uXq

2 4pX, +—+=cte=V
5 P1X, >

y la curva
—F(x))+%x, +p=0

El contorno se obtuvo de integrar:
dxl _ X, P,
dx, — KXy
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gue se obtuvo del sistema simplificado para x; > 0. Para n suficientemente grandes, el contorno pasa
a través de (0, ) y (0, -n) y es monotdnico fuera de la regidn |x,| < algin no. En la figura 28 se
muestra un conjunto de estos contornos.

3

)]
Pendiente
negativa
A \\
a Hy
—'7,'|'|:| //
Pendiente
positiva
0%

Figura 28. Conjunto de contornos.

La curva
—F(x)) + X, +p=0
se muestra en la figura 29.

§

(2o, )

Figura 29. Curva —F(x;) + X, +p=0
donde ¢, es algun nimero positivo. El cuadrado gy contiene el maximo y el minimo de la curva y la
funcién
X, = F(Xl) -P

es monotonica en x; fuera del cuadrado g,. La curva intercepta el contorno a través de (0, n) en (g;
n1), Yy el contorno intercepta a través de (0, -n) la linea x; = ¢; como se ve en la figura 30.

Las coordenadas de los puntos p; y p, estan dadas por las ecuaciones:

N, = k() —py

2 2 2

n pe n
7l+pm1+71—7+|0m

2 2 2

n Her M
o TPt = e
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2 Curva

o)
P )
10,£q)
ey
1 m;@_(s_n_m____/_ o
<
p
e
0.7

Figura 30. Curva que intercepta un contorno.

ya que F es un polinomio de grado 3.

€=My
N =M
N2 =M

Luego debe existir n* tal que para todo n > n*
—M, <Mintny,—€,)

—Ny <MaX(go, M)

Por simple geometria se puede mostrar que las trayectorias del sistema

X; = X, —F(X;) +p(t)
X, = —HX;

cruzan dentro de todos los contornos construidos como antes con n > n*. Se puede encontrar un
contorno similar para x; < 0 y las trayectorias se mueven horizontalmente en x; = 0; por lo que debe
existir una region I tal que las trayectorias son finalmente acotadas en I'.

14.4. Liapunov como método de acotamiento
La capacidad de acotar un sistema, en general, se puede estudiar por métodos de Liapunov, asi que
veremos estos métodos, asi como aplicar estas ideas a la estabilidad y confinamiento uUltimo.

Teorema de estabilidad de Lagrange.
Sea Q una region acotada que contiene al origen y sea Q° la region dentro de Q. Si existe una funcion
escalar V(y) con derivadas parciales continuas, y funciones continuas a(r), b(r), y c(r), tal que:

1. a(), b(:), no son decrecientes y o < a(|ly|]) < V(y) < b(||y||) en Q°.
2. c¢(-) no es decreciente y a lo largo de la solucion:

V(y) < —c(||y||) <0 enQ’
luego el sistema
y=Y(y.1)
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es Lagrange estable. Para el sistema tenemos que
V(y) — = conforme ly| — o
y V tiene derivadas parciales continuas tales que:
V <0OparayenQ°

Teorema de Lur'e.
Consideremos el sistema de Lur'e con entrada como se muestra en la figura 31.

Entrada ola) [ 2alida

4“1{%& B G(s) "

Figura 31. Sistema de Lur’e.

El sistema esta descrito por la ecuacion:
X = AX—bd(c)
c=C'X+U

donde ()b cae en el sector (0, K] y los valores propios de la matriz A caen en el lado izquierdo del
plano. Supongamos que existe una funcién de Liapunov de la forma:

V(X) = X'Px+ BI d(u)du
0
para el sistema no forzado.

Teorema del confinamiento ultimo.
Sea Q una region acotada que contiene al origen y sea Q° la region fuera de Q. Debe existir una
funcion escalar V(y) con derivadas parciales continuas y funciones continuas a(r), b(r), y c(r), tal que:

C

1. a(:), b(+), no son decrecientes y o < a(||y||) £ V(y) < b(]ly||) en Q2"
2. c(*) no es decreciente y a lo largo de la solucién:

V(y) < —c(||y||) <0 enQf

3.a(r) > o comor — .

luego el sistema

y=Y(y.1)
tiene una regién de confinamiento Gltimo.

No es trivial la aplicacion de este teorema a sistemas de orden mayor por la imposibilidad de
encontrar una V(y).
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15. Métodos de aproximacion

Vamos a estudiar los métodos cualitativos y cuantitativos que dependen de la presencia de pequefios
parametros en las ecuaciones diferenciales que describen el sistema. Los métodos cuantitativos
requieren la solucion del sistema como una expresion explicita aproximada. La presencia de los
pequefios parametros nos permite determinar el comportamiento de los sistemas no lineales en
términos de sistemas mas simples. Vamos a discutir dos clases de métodos de aproximacion:

1. Métodos de pequefios parametros
2. Métodos de perturbaciones singulares.

Los métodos de parametros pequefios se aplican a sistemas de la forma:
X = X(X,t,€)
donde x es un vector de n dimensiones y € es un parametro pequefio y el lado derecho de la ecuacién

es continuamente diferenciable en todos sus argumentos. El objetivo del método de parametros
pequefios es determinar el comportamiento del sistema a partir del comportamiento del sistema:

X = X(x,t,0)

Una subclase importante de estos sistemas son los sistemas cuasilineales de la forma:

X, +o’x; =ef (X, X, t,€)
coni=1,2,...,n,o0:
x = ax + ef (%, t,€)

donde ¢ es un pardmetro pequefio, A es una matriz constante, w; > 0, coni =1, 2,..., n y x €s un
vector n. El término cuasilineal se debe a:

1. Elsistema es lineal cuando ¢ = 0.
2. El comportamiento de los sistemas no lineales para ¢ suficientemente pequefos, es similar al de
los sistemas lineales cuando ¢ = 0.

El método de perturbaciones singulares se aplica a sistemas de la forma:

x = f(t,X,Y,¢€)
Sy = g(t7 X’ y' 8)

donde x e y son vectores, £ es un parametro pequefio y f y g son continuamente diferenciables en
todos sus argumentos.

El interés cae en determinar el comportamiento del sistema del comportamiento del sistema
x = f(t,X,Y,€)
0 =9(t,xv,0)

15.1. Existencia de soluciones periddicas
Sea x'(t) una solucion de
X = X(X,t,€)
La estabilidad de la trayectoria x'(t) se analiza si definimos una nueva variable y(t),

x(t) = y(t) + x'(t)

y consideramos la estabilidad de la solucion trivial de:
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y=Y(y,t)

donde Y(y, t) se determina expandiendo X(y(t) + x'(t), t, o) alrededor de X(x'(t), t, 0). Si despreciamos
los términos de orden mayor en y, podemos expresar la ecuacion como:

y =X (X (1),t0)y

donde
[oX, X, |
OX, oX,
oX,
Xx = 8X1
X, X,
| OX oX, |

y la ecuacién se llama la ecuacion de la primera variacién de
X = X(x,1,0)

Las condiciones para la existencia de una solucién periddica para el sistema
X = X(X,t,€)

y la naturaleza de estas soluciones periédicas dado que ¢ es pequefio y es una solucidn periddica de
X = X(x,1,0)

La naturaleza de estos resultados depende de las siguientes propiedades.

1. Dependencia explicita de t de la funcién X(x, t, 0)

2. Estabilidad de la solucidn trivial del sistema

3. Existencia de una solucién periddica para el sistema.

Se han obtenido varios resultados dependiendo de la naturaleza de las consideraciones de las tres
propiedades anteriores, y de esto resulta el siguiente

Teorema.
El sistema cuasilineal

X = Ax + ef(x,t,€)

donde A es una matriz constante n x n, con valores propios en el lado izquierdo del plano y f(x, t, €)es
continuamente diferenciable en cada uno de sus argumentos y periddica en t.

Prueba.

La solucion x(t, X, €) al sistema con condicién inicial X, en t = 0 es periddica con periodo T probando
que:

X(T, Xy, €) = X(0,X,,€) = X,
X(T,Xg,8)— %X, =0
La ultima ecuacion tiene solucion trivial xo = 0 para el caso de ¢ = 0. esto corresponde a la solucion
trivial de
X = AX

que es periddica con periodo T. El objetivo del teorema es probar que
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X(T,Xg,8)— X, =0

tiene una solucién denotada por Xy(g) para |g| < g9, donde g, €s un nimero positivo suficientemente

pequefio.

Vamos a asumir que el Jacobiano con respecto a X, del lado izquierdo de la ecuacién es no singular
en ¢ = 0. Si aplicamos el teorema de la funcién implicita nos muestra que debe existir una Unica
funcién continuamente diferenciable xq(¢), definida para |¢] < g donde g, es un ndmero positivo

suficientemente pequefio, tal que,
Xy = Xo(g)
es la solucién de
X(T,Xq,8) =X, =0
Luego la existencia de una solucidn periddica para

X = Ax + ef(x,t,€)

depende de la no singularidad del jacobiano

O(X(T,X4.€) = X, )|
0X,

=0

Para determinar la no singularidad del jacobiano consideremos la matriz:

OX(t,Xq,€)

X'(t,%q,€) = ™
0

El jacobiano es no singular ya que
det(X'(t,0,0)-1)= 0

Si derivamos
OX(t, Xy, €)

X' (t,Xq,€) = v
0

y evaluamos para xo =0 y ¢ = 0, se obtiene

d

5 X (£00) = AX (00)

La condicion inicial para X'(t,0,0) se obtiene al ver que x(0,xq,€) = Xq, de lo cual tenemos que X'(0,0,0)

= |. La solucién para la derivada es:
X'(t0,0) = e™

por lo que la condicién para la no singularidad de jacobiano se reduce a:

dete™ -1) =0

gue se satisface si los valores propios de A estan en el lado izquierdo del plano. Por lo tanto las

condiciones

1. Dependencia explicita de t de la funcidn X(x, t, 0)
2. Estabilidad de la solucidn trivial del sistema
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son suficientes para la existencia de una solucién periédica de periodo T, para ¢ suficientemente
pequefio.

15.2. Sistemas cuasilineales. Métodos de aproximacion

Veremos tres métodos de aproximacioén. El énfasis esta puesto en discutir la técnica en lugar que en
las pruebas de convergencia de series aproximadas o en la justificacibn matematica del método.
Vamos a poner atencion a los sistemas de segundo orden dados por:

X + X = ef(x,X)

Métodos de perturbacion.
Una forma natural de solucion de series para el sistema anterior es en series de potencias de ¢. El
procedimiento para encontrar tal solucién consiste de los siguientes pasos:

1. Se asume que la serie solucion es de la forma: x(t) = X(t) + azxz(t) + ..., donde Xxq(t) es la solucion
del sistema cuando ¢ = 0.

2. Se sustituye esta x(t) en la ecuacion del sistema y se determinan las ecuaciones diferenciales
para Xo(t), X1(t), X2(t), ..., igualando coeficientes de la misma potencia de «.

3. Se resuelven las ecuaciones diferenciales para x(t), i = 0, 1, 2,... para determinar la solucién de la
potencia deseada de .

El paso 2 del procedimiento nos da:
Xo (1) + Xy (1) + £2X, (1) + -+ X (1) + eX, (1) + £2X, (1) + -+ ef(Xy +EXy,..0, Xy +EXy +E7X, +--7)
Expandiendo el lado derecho de la ecuacion anterior, se obtiene:

Xo (1) + eX, (1) + 2%, (1) + -+ Xg () + eX, (1) + €2 X, (1) +---

= af(xo,ko)+a(ax1(t)+---)§ +a(s>'<l(t)+---)ﬂ, + e
X|z0 o

Si se igualan los coeficientes con igual potencia de ¢ a ambos lados de la ecuaciéon anterior
obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales:

Xo +Xq =0
X, + Xy =f(Xq,Xg)
of

X, +X —x—a]c X
2 2 = 1 1A

OX [x=Xo OX
X=Xq

X=X,
X=X,

Tomemos ahora la ecuacion de Rayleigh:
.. 'S
X+X=¢g X——
3
donde ¢ > 0 es lo que usaremos.
Si sustituimos la solucién de la ecuacion

X(t) = Xo(t) + eX%x(t) + ...,

. S
X+X=¢g X——

y expandimos el lado derecho por series de Taylor e igualamos los coeficientes de la misma potencia
de g, obtenemos:

en

Xo +Xq =0
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X, + X, =Xy ——

X, + X, =X, (1-X%2)

Estas son ecuaciones diferenciales lineales y se pueden resolver sucesivamente para obtener Xy,

Xiyens

Sea la condicién inicial para

)'(3
X+X=¢g X——

x(0)=A X, =0

la siguiente

luego un conjunto de condiciones iniciales para Xg, X1, X,... SON;

x(0)=A x,=0
x(0)=A %(0)=0
Si resolvemos las ecuaciones tenemos:
X, (t) = Acost
A -1
4
2

A
Xl(t) =

3 3
(sent —tcost) - A—s;ent + A—senSt
32 96

La expresion para x;(t) contiene un término de la forma tcost, que se llama término secular y que
incrementa su amplitud conforme se incrementa t. La presencia de términos seculares no se debe
interpretar como que la solucién diverja, sino que indica una eleccion inadecuada de la forma de la
solucién. La apariciéon de los términos seculares es la principal desventaja de este método que se
llama método de Poisson. En general la presencia de términos seculares impide determinar las

soluciones periddicas, asi como el comportamiento periodico del sistema.

Una variacion del método de Poisson consiste en remover los términos seculares cuando aparecen

de la siguiente forma:

1. Se transforma la variable independiente t de tal forma que la solucién, como una funcion de la

nueva variable t, sea periédica con periodo 2.
2. Se asume que la solucion y la transformacion de frecuencia es de la forma:

X =Xo (1) + X, (t) + -+
Q=0Q,+eQ; +---

3. Seigualan los coeficientes de potencias iguales de ¢ y se obtienen ecuaciones lineales.

Si aplicamos este procedimiento a
X + X = gf(x,X)
obtenemos:
Qp +8Q, +8°Q, +--)?(Xo + X, + 87X, +-+) + (X +EXy +8°X, +++) =

= &f(Xy + X, + 87X,y + -+, (Qp +8Q +€°Q, + - ) (X + Xy +E7X, +-+)

el lado derecho lo podemos expandir de la forma:

. of . . of
ef (X, gy Xg ) + £2X; — +8%(Q X, + QoX,)— 4o
0X X=Xq 6X X=Xq
X=QyXq X=QXq

Si igualamos los coeficientes de la misma potencia de ¢, tenemos:
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Q2%, +%X, =0

Q2%, +20,0Q%, +X, =0

. .. .. of . . of

2 2

QoX, + QX +2Q,Q,X, + X, =X, — +(Q X + QX )—
X=X, OX|x=%,
X=X, X=QoXo

Tomemos de nuevo la ecuacion de Rayleigh y apliquemos el método anterior. Si seguimos los pasos
tenemos:

Qi%, +%X, =0
Q2%, + X, = QpX, _%ngg -20Q,Q.%,
Q2X, + X, = ——2Q,Q %X, —(2Q,Q, + Q)X —QuX, — Q2O X3 —QIx2x, +Q X, + QuX,
Si resolvemos las ecuaciones diferenciales para x, con:
X,(0)=0
y
5(0(0) =0
obtenemos:
T
Xo(T) = Aq cosQ—

0
y la condicion de periodicidad

Xo(7) = Ay (T + 2m)
implica que Qp = 1.

La sustitucion para Xxq en
Q2%, +%X, =0

Q2% + X, = QuX, —%ngg -2Q,Q,X,
Q2%, + X, = ——2Q,Q %X, —(2Q,Q, + Q2 )X, —QuX, — Q2O X3 —QIx2x, +Q X, + QuX,
nos da:

. Al Al Al Al
X; + X, =2Q,A cost—-Asent+ —sent - —sen3t = 2Q, A, cost—- Ay | — —1l(sent - —sen3t
4 12 4 12

Para eliminar la presencia de términos seculares en x;, debemos tener:
Q, =0y AZ=4

lo que nos da:
.. 2
X, + X, = —gsen3r

cuya solucion es:

X,(t)=A,cost+B;sent+ 1—123en31

La constante B; se puede evaluar si asumimos que

%,(0) =0

y en este caso
1
Bl = —Z
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En el siguiente paso vamos a determinar A; donde los coeficientes de sent o cost en la ecuacién
diferencial de x, son llevados a cero para excluir los términos seculares. Este proceso puede
continuar y se pueden determinar los términos en las series para Q y x. La condicién inicial para la
solucion es:

X(0)=A, +eA, +---

x(0)=0
La aproximacion de primer orden es:

Q, =1

A, =2

Xo(t) =2c0st

Métodos de promedio.
Tomemos el sistema diferencial cuasilineal

X + 0*Xx = f(X, X)
La solucién al sistema lineal correspondiente ¢ = 0, esta dada por:
X(t) = acos(wt + ¢)
donde la amplitud a y el angulo de fase ¢ son constantes que dependen de las condiciones iniciales.

El método de promedio se basa en la consideracién de que para pequefos ¢ la forma de la solucion
no cambia, porque a y ¢ son pardmetros de variacion lenta. El procedimiento consiste en asumir que:

x(t) = a(t) cos(wt + ¢(t))
X(t) = —a(t)msen(ot + o)

a(t) cos( ot + ¢(t)) — a(t)p(t)sen(owt + ¢(t)) = 0

Si evaluamos la segunda derivada para:
X+ X = ef(X, X)
y
X(t) = —a(t)wsen(wt + ¢(t))
e igualamos, tenemos:

— wa(t)sen(ot + (1)) — ma(t)d;(t) cos(wt + ¢(t)) = ef(a(t) cos(wt + ¢(t),—a(t)sen(wt + ¢(t)
Si resolvemos para la derivada de A y de ¢ de

a(t) cos( ot + ¢(t)) — a(t)p(t)sen(owt + ¢(t)) = 0

y
— wa(t)sen(ot + §(t)) — wa(t)d(t) cos(wt + §(t)) = &f(a(t) cos(wt + §(t),—a(t)sen(et + §(t)

tenemos:

a=--f(acosy,—amseny)seny

()
b = - L f(acosy, — anseny)cosy
()

donde

v = ot +¢(t)
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Bajo las condiciones convenientes la funcién en el lado derecho de
. €
a =——f(acosy,—anseny)seny
(O]
b = — = f(acosy, — anseny)cosy
()
se puede expandir en series de Fourier de la forma:
1
f(acosy,—amseny)seny = > o, + Z(an cosny + f,senny)

f(acosy,—amseny)cosy = %ao‘+2(an'cosn\y + B, senny)
n

donde

127‘[
o, =— .ff(acosw,—amsenw)sen\ycosn\pd\u
T
0

2n
B, = l If(acosw,— amseny)senysen ny dy
T
0

2n
a,'= 1 If(acosw,— awseny) cosy cosny dy
T
0

2n
B,'= 1 _[f(acosw,— amseny)cosysenny dy
T
0

Los términos constantes en la expansion de Fourier se pueden usar para obtener la primer
aproximacion, luego las expresiones para las derivadas de a(t) y ¢(t) son:

21
a(t) = & If(acosw,— anseny)seny dy
2no |
. s 2n
ot)=——— jf(a CoSy,— amseny)cosy dy
2noa g

Un método muy similar a este es el método de aproximacion de van der Pol. En este método se
asume que la solucién es de la forma:

X(t) = a(t)coswt + b(t)senwt
x(t) = —a(t)msenwt + b(t)mcos ot

a(t)cos ot + b(t)senwt = 0
si procedemos de una forma similar obtenemos:
a= —Ef(acos ot + bsenot,— ansenwt + wb coswt)senwt
(o)

b= Ef(acos ot + bsenot,— ansenot + wb coswt) cos ot
(o)

en este paso, se expande el lado derecho en series de Fourier y se procede como en el caso anterior.
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15.3. Método de linealizacién equivalente

Vamos de nuevo a usar la ecuacién de Rayleigh, pero ahora en forma de un sistema de gasa cerrada
como el de la figura 32.

Mo linealidad

Entrada=10 4+ o Bk -

L] e

Figura 32. Sistema de gasa cerrada.

donde

€

G(s)=————
(s> —es+1)

Se puede ver que G(s), que es la parte lineal del sistema es inestable. Si consideramos el
comportamiento de la no linealidad a una entrada senoidal, como se ve en la figura 33.

Mo linealidad
T — 11 a2y ot
asendot ! i1 3
—

Figura 33. Comportamiento de la no linealidad a una entrada senoide.

la entrada serd a sen ot y la salida sera:
L 2%0® cos® ot = 2a%0?| 3 cosot + + cos30
3 3 4 4

que contiene un tercer armonico en el término 3wt. Para eliminar el tercer armoénico usamos un filtro
como el que se muestra en la figura 34.

Mz ..(5)
— =] 11 2 nicosat
asenwt ! () ]
—H 5 = 1 F It
' [
L

Figura 34. Uso de un filtro.

La salida de la no linealidad junto con la del filtro es:

1
Za®w® cosot
4

por lo que la funcion descriptiva

N,,(s) = %azcozs

Vamos a ver el sistema de la figura 35.
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Mo lingalidad Modificada

Entrada =0 *. ! () ! X

Figura 35. Sistema con la no linealidad modificada.

donde la no linealidad es remplazada por la no linealidad modificada. Los valores propios del sistema
modificado estan dados por las raices de la ecuacion

1+N_,(s)G(s) =0
El sistema modificado sostendra la oscilacion a la frecuencia  y amplitud a si:
1+N,, (jo) G(jo) = 0

Bajo las condiciones convenientes el comportamiento oscilatorio del sistema modificado con la no
linealidad modificada predice el comportamiento oscilatorio del sistema original. En el caso del
oscilador de Rayleigh, el sistema predice correctamente el comportamiento oscilatorio. El
procedimiento se puede generalizar y se llama el método de linealizacién equivalente.

15.4. Método de perturbacién singular
Sea el sistema
x =f(x,y,1,€)

Sy = g(X, Y, t, 8)

donde x, y son vectores ny m, fy g son funciones continuamente diferenciables en cada uno de sus
argumentos y € << 1. Para ¢ = 0, el sistema se reduce a:

x = f(x,y,t,0)
Sy = g(xl y’ t’o)

El método que nos da el comportamiento del sistema

x =f(x,¥,t,€)

Sy = g(X, yl t, 8)
del comportamiento del sistema
x = f(x,y,t,0)

ey =9g(x,y,t0)
se llama el método de perturbacion singular.

Vamos a analizar los circuitos de la figura 36 donde (a) tiene el capacitor parasito ¢ y (b) no lo tiene.
En la figura 37 se muestran las caracteristicas i-v del diodo.

Las ecuaciones diferenciales para la red que tiene la capacitancia parasita son:

E:—i—v+E
dt

dv .
—=i-g(v
i a(v)
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L~ vty
L=1 L=1
@) (b)

Figura 36. Circuitos.

Figura 37. Caracteristicas i-v del diodo.
Si dibujamos la recta de carga como se ve en la figura, se ve que tenemos tres posibles puntos de

operacion. Para nuestro caso vamos a emplear el punto de operacién 2. Al linealizar las
caracteristicas del diodo en la vecindad del punto de operacién 2, obtenemos:

E:—i—v+E
dt

dv .
ga =i+g,v—I,
donde gq € Iy son constantes. Si consideramos que g, > 1, el polinomio caracteristico par el sistema

es.
2 aa1-9 | 1 9
€ € €

y para ¢ suficientemente pequefio el punto de operacion es inestable.

Las ecuaciones para el circuito sin la capacitancia pardasita son:

ﬂ=—i—v+E
dt

i—-g(v)=0

De nuevo si linealizamos alrededor del punto de operacion 2, tenemos:
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L-[_“i)_LE
dt 9o 9o

lo que nos muestra que el punto de operacion es estable si go > 1.

En general el modelo sin los elementos parasitos, no nos lleva a resultados correctos. Vamos a
investigar las condiciones bajo las cuales los sistemas

x =f(x,y,1,€)

ey =g(x,y,t,¢)
y

x = f(x,y,t,0)

0=9g(x,v,t0)

son similares. Consideremos el sistema lineal

X = AX + By

gy = Cx + Dy
y el sistema para € = 0,

X = AX + By

0=Cx+Dy

donde A y D son matrices cuadradas y B y C son matrices compatibles. El comportamiento del punto
singular en el origen del sistema

X = AX + By
gy = Cx + Dy
se puede deducir del sistema
X = AX + By
0=Cx+Dy

por el siguiente teorema:

Teorema.
Los valores propios de D se encuentran en la mitad izquierda del plano. Si los valores propios de

R=A-BD'C

estan en el lado izquierdo del plano, debe existir una gg > 0 tal que para toda ¢ (0, gg], el punto de
equilibrio en el origen para el sistema

X = AX + By

gy = Cx + Dy
es asintéticamente estable.
Prueba.
Podemos ver que el sistema

X = AX + By

0=Cx+Dy
se reduce a:

X =(A-BD'C)x =Rx

ya que

y =-D'Cx
Consideremos la matriz
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Si los valores propios de F, estan en el lado izquierdo del plano, el sistema

X = AX + By
gy = Cx + Dy

es asintoticamente estable. Sea ¢ > 0, A, es un valor propio de F.y
{XS}
Ye

AXx, +By, =X,
CXS + DyS = S}Laya

es el vector propio correspondiente a .. Luego,

Si existe (D - e)l)™, luego:
y, =—(D-&\ ) "Cx,
de lo cual se puede definir
G,x, =[A-BD-1,)'Clx, = 1,x,
Y A, €s un valor propio de
G,=A-B(D-¢.,)"'C

Si A, una funcién acotada de ¢, luego |eX| es una funcién acotada de ¢ como veremos. Para |e),]
suficientemente grande, existe la inversa de la matriz A - Al asi:

X, =—(A-1,)7"By,
También
el .y, =Cx, +Dy,

<[ici e+ o]

para A, suficientemente grande. Luego |eA,| esta acotada como ¢ — 0. Ahora A, es un valor propio de
G, , por lo que ||G||esta acotada, que es lo mismo que decir que ciertos términos de G, estan
acotados. Esto es posible so6lo si

2., < lictfea - 2.0 + ol

<l

+[ol|

A X, Y. Y. Ye

detD—-er 1) >0
como ¢ — 0. por lo tanto A, esta en el lado izquierdo del plano para ¢ suficientemente pequefios.

Si (D - e)l) es singular, luego €, es un valor propio de D. De nuevo A, esta en el lado izquierdo del
plano para ¢ suficientemente pequefio.

Solamente hay un numero finito de valores propios de F, podemos elegir un g, tal que todos los
valores propios de F, estén en el lado izquierdo del plano para €<(0, &o).
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16. Identificacion de sistemas
Muchos problemas en Ingenieria de sistemas, particularmente aquellos relacionados con sistemas de
control, se pueden subdividir en cuatro partes interrelacionadas.

1. Identificacién de la meta.

2. Determinacion de la posicion con respecto a la meta.

3. Determinacién de los factores externos que afectan el pasado, el presente, el futuro y el
subsiguiente establecimiento del sistema.

4. Determinacién de una politica de acuerdo con la definicién de la meta (1), conocimiento del estado
actual (2) y modelo del sistema y sus alrededores.

A menudo la politica en el paso (4) esta determinada por una accién 6ptima, en cuyo caso aparece el
sujeto del control éptimo de un sistema.

En general nuestro problema es como sigue: Observamos la versién modificada de un vector de
estado X(t) de un sistema modificado por el ruido, una sefal de entrada U(t) y un disturbio de entrada
W(1).

Z(t) = h[x(t), U(t), W(t), p(t), V(t), t]

En este modelo observado p(t) representa parametros desconocidos del sistema y V(t) representa el
ruido observado. El vector de estado X(t) asume la forma de una ecuacién diferencial estocastica:

d>;_<tt) = (), U(), W(t), p(t), t]

En general se desconoce el orden de la ecuacion diferencial, pero para la mayoria de los esquemas
de identificacion que presentaremos tomamos modelos de orden conocido. El problema general de
identificacién lo presentamos en la figura 38 esquematicamente.

Wit)| Ruido wt}lﬂmclu Medido
Entrada Vector de 1 Vector de Estado
Conocida Sistema Estado | Aparato de Observado
Uit} Desconocido Xit) | Observacidn Zit)

pit) J

Vector de Parametro
Desconocido

Figura 38. Problema general de identificacién.

La solucién del problema de identificacion de sistemas consistird en determinar la estimacién del
vector del parametro desconocido p(t) y del orden de f si se desconoce.

El vector parametro p(t) puede consistir de los coeficientes de la ecuacion diferencial del sistema asi
como los coeficientes de variacion del ruido del sistema W(t) y el ruido de observacion V(t).

Se pueden notar varias subclases del problema general de identificacion de sistemas y son:

Identificacion libre de ruido en la cual no estan W(t) y V(t).
El sistema y el modelo de observacién son lineales.
La observacion del ruido de entrada W(t) no es posible.

En general no es posible determinar todas las caracteristicas de un proceso para el cual se desea un
sistema modelo. Las caracteristicas que debemos conocer son determinadas por las metas que
hemos elegido del sistema, el posible grado de complejidad del sistema completo y sus
requerimientos computacionales asociados.

En muchos sistemas de identificacion en linea o recursiva, es decir hacer una adaptacion optima a la
meta posible del sistema en cara de la incertidumbre de los alrededores y cambio de las condiciones
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de estos, por lo que hay que desarrollar métodos de identificacién de sistemas para ambos dentro y
fuera de linea. Podemos dividirlo en tres métodos:

El método clasico de identificacion de sistemas
Funciones de costo para identificacion de sistemas
Técnicas computacionales para identificacién de sistemas.

16.1. Métodos clasicos de identificacién de sistemas
1.1) Métodos de Deconvolucién para la identificacion de la respuesta impulso.

Por simplicidad nos restringiremos a un sistema de entrada y salida simple como el que se representa
en la figura 39.

Entrada | Sistema Lineal Invariante | Salida
Wit) en el Tiempo Yitl

Figura 39. Sistema de entrada y salida simple.

Por la observacién de las entradas y salidas de un sistema lineal invariante en el tiempo para un
proceso finito 0 <t < T deseamos obtener la respuesta impulso del sistema h(t).

El problema que se plantea es ambicioso y se ve que es necesario simplificar el problema para
hacerlo matematicamente tratable. Se puede observar sélo la entrada y la salida de nuestro periodo

de N veces, digamosle A segundos aparte en el intervalo [0,T] donde NA = T. Con base en estos
datos podemos mas o menos determinar la respuesta impulso en el intervalo [0,T].

La salida del sistema debida a una entrada W(t) y condiciones iniciales cero esta dada por la integral
de convolucién:

t
Y(t) = j h(t — 1)W(t)dt
0
Aqui se considera que la entrada W(r) es cero para t < 0 0 sea que W(0) = 0 si esto no se satisface
podemos hacer una traslacion finita en el dominio del tiempo para que W(0) = O.

Ahora consideraremos que la funcién W(t) por una aproximaciéon que es constante e igual al valor del
menor punto de muestreo entre cada dos puntos adyacentes o sea:

W(t) = W(nA) para nA<t<n(n+1)A

si también de la misma forma asumimos que t es constante entre los elementos de muestreo pero
con valor igual al valor en el punto medio del intervalo, de tal forma que:

2n+1

h(t) = h( ]A para nA<t<(h+1)A

también podemos hacer
W(t) = 0.5 [W(nA) + W(n + 1)A]
para
nA <t < (n+l1)A.

En estos términos de aproximacion para W(t) y h(t) la integral de la ecuacion
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t
Y(t) = j h(t — ))W(t)dt
0
si evaluamos para t = nA sera:

(2n DA

y(nA) = AZh —IAW(A)

Si definimos el vector de observaciéon de salida como:

yT(T) = [y(a)y(24)---y(na)]

si definimos el vector de respuesta impulso como:

- GHE )2

entonces la ecuacion
(2n DA

y(nA) = AZh —IAW(A)
se puede escribir como:
y(T) = A Wh(T)
donde la matriz W se define como:
W(0) 0 0 0 0 |
W(A) W(0) 0 0 0

W= w(2a) W(A)  W@O) 0 0

(W(h-DA Wnh-2)A -  W(A) W(0)]
Nuestro problema es resolver la ecuacion

(2n DA

y(nA) = AZh —IAW(iA)

para h. Ya que se necesita que W(0) = O es facil ver que W = [W(0)]" = 0 y W es no singular.
Podemos inscribir formalmente la solucién de la ecuacion

y(T) = A Wh(T)
como:

h:W'ly

Dada la forma triangular de W la solucion para h se puede facilmente escribir en forma recurrente:

1 [y(”A) Zh W(iA)}

"TWO)| A
donde:

N _h[Zn 1 A)yh1= y(A)
2 AW(0)

2.- ldentificacion de sistemas usando técnicas de correlacion
El problema basico de identificacion que debemos considerar se presenta en la figura 40.

Con base en reconocer los componentes de alta frecuencia de h(t) es necesario que W(t) sea una
sefial de gran ancho de banda y para identificar h(t) sin error, es necesario que W(t) tenga un ancho

83



de banda infinito. En la préactica es posible tener una sefial prueba con un ancho de banda mucho
mayor que el ancho de banda del sistema.

Vit}| Ruido
Observado

Entrada | Sistema Desu:u:unol:_lclo Salitla; Observacion

Wit) con Respuesta hit) Yit) Zit)
Sefal de : '
Prueba

Figura 40. Problema basico de identificacion.

Este método consiste en emplear una sefial de prueba (ruido blanco) y técnicas de correlaciéon y se
deben de considerar los errores debidos a la entrada de ruido blanco. En lugar de observar la sefal
de salida y(t) se observa la version de y(t) modificada por el ruido que se denoté por z(t). En la figura
41 se muestra un diagrama de bloques de la estructura de identificacion por correlacién cruzada.

Wit)
WWit) Sistema a
Identificar hit}
Zit)
L Filtra
Wit-§) Fromediador %.t)
Gdit-5) ' y it H —
! Xit) %| *(R)E

Figura 41. Diagrama de bloques de la estructura de identificacién por correlacién cruzada.

Si consideramos que el sistema ha estado en operacién por un periodo suficientemente grande de
tiempo como para que las condiciones de estado estacionario se hallan logrado, entonces los
términos de ruido W(t) se pueden considerar Ergédicos y Gaussianos con media cero. Como se llega
a ver, el medio en cero es una consideracion muy critica y se debe de tener un gran cuidado para
asegurar que el promedio del ruido es cero. La salida del promedio del correlador es:

Xa(t) =

-1

j x(A)dA
donde la relaciones: ’
X(t) = z(t)w(t — 1)
z(t) = y(t) + v(t)
y(t) = [ h(n)w(t —m)dn

directamente de

-l

X, (1) = jx(k)dx

X(t) = z(t)w(t — 1)
El valor esperado de la salida del correlador con la consideracion ergédica y la definicion:

Rwz(z) = Elw(t)z(t - 7)]
es:

el (O] = T [ X0 = 509 = Ruz(D)
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de donde vemos de las ecuaciones
1 t
X(0=7 ! x(L)dA

z(t) = y(t) + v(t)

y(t) = [h(mw(t—n)dn

el (0] = £ [l =00 = Rwz()

y la consideracién del cero medio en v(t) que con:

Rw(t) = g[w(t)w(t-t)
da

elx. (0] = Rwz(x) = [h(mRw(z - n)dn

Si tomamos la transformada de Fourier tenemos las relaciones de densidad espectral:
Rwz(s) = h(s) Rw(s)

Si el ancho de banda de Rw(s) es mucho mayor que el de h(s) entonces:

Rwz(s) = kh(s)  Rwaz(t) = kh(t)
Esta relacidn es exacta si w(t) es blanco tal que 8D es la Delta de Dirac:

Rw(t) = RwdD(t)  Rw(s) = Rw
y para Rw = 1:

Rwz(t) = E[xa(t)] = h(r)

La identificacion completa se obtiene empleando N correladores en paralelo, tales que midamos:

Rwz(t;) = h(t) i=1,2,..,n
Se notara que no hemos hecho uso de consideraciones Gaussianas, para que todo esto se pueda
emplear con otras fuentes que no sean gaussianas. Para determinar los errores estadisticos

asociados con la identificacion es conveniente determinar la funcién de correlacién asociada con x(t),
la salida multiplicativa. Tenemos:

R, (v) = EX(t), x(t + )] = E[z(t), 2(t + v), w(t — 1), W(t — T+ )] = E[vV(1), v(t + 7)]
a[w<t—r),W(t—r+y>]+a[j | h(xl)h(m}a[w(t—r),vv(t—r+v)]
xW(t— A )W(t+7y — 4, )dA,d,

Ahora emplearemos el cuarto producto de momentos para una gaussiana estocasticamente variable.
Esto establece que si a;, a,, a3, Yy a4 son gaussianas:

&@,a,,a3,a,) = &(a,a,)8(a3,a,) +&(a;,a5)8(a,,a,) + &(a1,8,4)8(a,,a;)

Usaremos esta relaciéon en la ecuacion
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Ry (v) = E[X(0), x(t +v)] = g[z(1), 2(t + ), w(t — ), W(t — T+ ) | = g[ (1), v(t +7)]
gw(t—1),W(t—t+7y)]+ é{f h(ll)h(lz)}é[w(t —7),W(t—t+7)]

00
xW(t— A )W(t+7y — Ay)dr,dh,

y se obtiene:
R,(1)=R, ("R, (v) + ”h(kl)h(kz)[Rw(v)Rw(v +h—h,)+
+R, (t=A )R, (t—A,) +R,, (t+7 = AR, (t—7 — ) A, da,

parte de la anterior expresién se puede reconocer como la sefial:

elx, (6] = Rwz(x) = [ hn)Rw(z —n)dn

y los otros términos representan un error en la medida.

Emplearemos la consideracién de ruido blanco
Ru(y) = Ru3D()
para obtener de la ecuacion
R (1) =R, (R (1) + [ [ A NO)IR, (R, (y + 2y =) +
00

+R, (T=A)R, (T=Ay) + R, (T+7 = AR, (t—7 = A,) A, da,
lo siguiente:

R, (1) =R, (1)R,,8D() + h* ()R}, + RLh(T+v)h(t—7) + R@SD(«/)T h(A)h(1, +v)d2,

Si definimos:
R, (v) =R% +R.(v) =h*(DRE +R,(7)
tenemos:

R.(v) =R, (1)R,,3D(y) + Rih(x + yh(z—7) + RiSD(v)I h(2,)h(k; +y)dA,
0
Esta es la funcién de correlacion del término de ruido en x(t). El primer término resulta del ruido
externo v(t) y los otros dos términos son solamente resultado del sistema a ser identificado y la sefal
de prueba.
Se puede mostrar que si se elige la funcién seudo azarosa apropiadamente en la sefial de prueba es
posible de la ecuacion

R.(1) =R, (1)R,3D(y) +Ryh(t + y)h(t—y) + RiSD(Y)I h(,)h(h, +v)d2,

eliminar los efectos de los dos ultimos términos. Este es el caso en muchas identificaciones practicas
de problemas en los cuales el ruido observado tiene variaciones considerablemente grandes en
comparacion con la sefial de prueba. Bajo estas condiciones la correlacion de término de ruido es:

R (v) =V, (v) =Ry (7)R,,8D(7)
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gue es la varianza de x(t) bajo la consideracion de que los ultimos dos términos de la ecuacion
R.(v) =R, (1)R,,8D(y) + RLh(z +v)h(t—7) + RiSD(v)f h(A)h(A, +v)dA,
0

son despreciables. El problema al que nos enfrentamos con esto es justamente la estimacion de una
sefal constante:
Ru (1) =R,h(x)

embebida en una gaussiana de ruido blanco con media cero y varianza:

V(1) =Ry (1)R,,3D(y)

El estimador 6ptimo bajo estas condiciones es justamente:

X, (t)%jx(t)dt

El valor esperado para el filtro de salida es: R,h(t). Si el filtro promediador de salida se divide po Ry,
el filtro promediador de salida es h(r), la respuesta impulso que deseabamos identificar. La varianza

del error es:
Varlh(t
[w]- [R

para un valor especificado de varianza, el minimo tiempo de identificacion es:

ton _(R (O)jVar[h( )]

R, (0)
tR

w w

]Var[x )=

w

16.2. Identificacion de procesos lineales variantes en el tiempo por medicién de la
respuesta senoide

Si se excita por una entrada de la forma Asin(wt) un sistema lineal invariante en el tiempo con funcién
de transferencia H(s), la salida estacionaria sera:

AR(w) sin[ot + ¢(w)]

Aqui R(w) es la razén de la magnitud del componente senoidal de la salida a la entrada y ¢(w) serd la
diferencia de fase entre la entrada y la salida. Es facil mostrar que R(w) y ¢(w) se relacionan con H(s)
por medio de:

R(@) = H@), =
do)argH(s)), =

Luego por medicién de la respuesta senoidal entenderemos: R(®) y ¢(w) par un nimero de valores de
o, tal que nos permita crear una grafica de amplitud contra fase (Bode).

El método de respuesta senoidal se puede extender a sistemas lineales variantes en el tiempo. Para
desarrollar un algoritmo discutiremos un método de transformacion. La transformada de Laplace para
un sistema lineal de coeficientes constantes es:

D(s) = T O(t—1)e S dt = (sl — A)*

87



Una caracteristica fundamental de los sistemas lineales constantes es que su matriz de respuesta
impulso se solo dependiente de la “edad variable” (t-t). Esta propiedad no la tienen los sistemas no
estacionarios y la matriz de impulso respuesta puede permanecer en la forma general ®(t-1). Se
puede por analogia definir una transformacién de la expresion anterior como:

D(t, jo) = j d(t—1)e M Idr

—o0

El limite superior s puede remplazar por t si:

O(t—1)=0 parat>t
Es conveniente definir el vector
r(t) =B(t) U()
para el sistema:
X(t) = A(t)x(t) + B(t)U(t)

Es posible mostrar que la expresion valida para el vector de estado de salida esta dada por:
17 : O\ it
X(1) == [ot-joR(jo)e"do
2n 7

que es sélo una generalizacion de la matriz de transformacion ara sistemas estacionarios.

Una propiedad importante de ¢(t, jm) es que satisface las ecuaciones diferenciales lineales que son
mas simples de resolver que la ecuacién de transformacién para la funcién de transferencia. Es
posible mostrar que la funciéon de transferencia fundamental debe satisfacer para su matriz la
ecuacion diferencial lineal:

2 o jw) + ol - AJR( jo) =

donde jo es un parametro fijo. Esta Gltima ecuacién es una interpretacion en variable de estado de la
ecuacion de Zadeh para transformaciones de tiempo variable. Si el sistema es estacionario:

0 .
— D(t, jw)=0
p t, jw)

y
o(t, jw) = [jol - A"
como se establecio.

para formular el problema en términos matematicos, el sistema lineal de entrada simple esta descrito
por:

X = A(t)x + B(H)U(t)

Z=CX+DU

En esta ecuacion x es el vector de estado de n dimensiones y Z es el vector salida definido en
términos de las matrices conocidas C y D.

Consideremos que al final el primer componente x; de X se puede obtener instantdneamente de Z. U
es el vector de entrada de m dimensiones que relaciona un simple escalén de entrada U de acuerdo a
la ecuacion:

m-1

u'= [u, pu, ..., p" U]
donde p indica d/dt.

Las matrices A(t) y B(t) no son completamente conocidas pero se consideran de la siguiente forma:
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0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0 0
A(D) = [a(®)] = [Bm(D) 220 3, 5(1) an () |
[0 0 0 0 |

0 0 0 0

0 0 0 0 0
B(t) = [by(t)] =P Pna(t) Dy 5(1) By (1)

0 se considera que se pueden convertir a estas formas por una transformacién lineal no singular de
variables. Luego puesto en términos de la ecuacion

X = A(t)X +B(t)U(t)
Z=CX+DU

el problema de identificacion es el de determinar las funciones del tiempo:

ant) i=1,2,..,n
b)) k=1,2,...,n

de las matrices A(t) y B(t). En el caso general algunas de las n + m funciones se pueden conocer a
priori.

La transformacion de tiempo variable a frecuencia h(jo, t) esta definida como:

h(jo, t) = T(jo) X(jo, t)
T(jo) = [ti((o)]

donde:
e T w
ty (jo) = m = {E}(—J(ﬂ) i~k
ti(jo) =0 y<k
| T(jw) =1

©

X(jot) = [ ot g)e ™ Vdg

—00

o(t, &) es la respuesta de las variables de estado cuando la entrada es un impulso unitario que ocurre
al tiempo t = €. Podemos verificar que la definicién de la ecuacién

h(jo, t) = T(jo) X(jo, t)
nos da las siguientes propiedades para los elementos de h(jo, t)
h(jo, t) = phiih(o, t) i=1,2,..,N

donde h(jo, t) esta definida en términos de la respuesta impulso a una excitacion senoidal. En efecto
una definicién alterna de h(jo, t) es:

h(o, 1) = €™ T(jo)g(jo t)

donde § (jo, t) es la respuesta del sistema U = et El esquema de identificacion que desarrollamos
emplea la ecuacion
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h(o,t) = e T(jo)(jo, t)
como un medio para determinar h(jo, t).

Los elementos de h(jo, t) son complejos y considerando o como un parametro fijo se puede mostrar
que:
p|:hk:| _ |:ER (joo 1) —E (joo, t):| N |:kR(j0~)a t):|
hi ] [E(ot)-E(ot)] | k(ot)

donde la matriz n x n E(jm, t) es la forma general de A(t) con elementos {C(jo, t)} relacionado a los
elementos {a,;(t)} de A(t) por la ecuacion:

nk (t)

B (k-1 (jo)
Crrllont) = kZ -1 (k—n)

los elementos adicionales a, ,.1(t) son -1. El n-vector k(jo, t) se relaciona con la matriz B(t) por:

1
k(jo,t) =B()  jo
(jo)™*

Si h y ph se pueden sustituir en la ecuacion

h]_[Exlio.D-Eio0)]_ [ke(io,)
PLh | 7B o) -ExGo | | k(o b

nos da con la ayuda de las ecuaciones

) =L (k-2 (jo)<"
Culind =3, %a (t
y
1
k(jo,t) =B(t) jo
(o)™

dos ecuaciones algebraicas en las funciones a,(t) y b,(t). Mediciones de h en frecuencias w;, w,,...,
®q Nos dan 2q ecuaciones de tales soluciones. Considerando que s de la n + m funciones a(t) y by(t)
se conocen apriori, se sigue que las matrices A(t) y B(t) se pueden identificar si:

n+m-s n+m+1-s
=—0qQ=—"-—
2 2

dependiendo de que expresiones resultan en un entero.

Luego si definimos:
A7) = [an(t), ana(®), ..., anm(), bra(t), ..., Bam(®)]

el problema de identificacién se puede establecer conscientemente como el determinar A(t).
Para desarrollar una expresién para A es conveniente definir:

fGo, ) = (p +jo) h(jo, 1)

mostraremos que esta cantidad se puede medir directamente bajo ciertas condiciones. Sustituyendo
la ecuacion
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fio, ) = (p + jo) hGo, 1)
h]_[Exlio.D-Eio.0]_ [keio,)
PLh | 7B o ) -ExGo | | k(o b

obtenemos una ecuacién vectorial cuyas n® columnas se pueden escribir:

en la ecuacioén

fojo, 1) = a, (1) (o, ) +b,' (1) ®
donde f, es el n’s elemento de fy a," y b,' son los n® renglones de A(t) y B(t) respectivamente. La
ecuacion anterior es equivalente a:
fao, ) = [h (oo, 1) @1 A0

porque f, y los elementos de h y o son complejos y las mediciones involucran nimeros reales, es
bueno separar esta relacion en su parte real e imaginaria.

Rescribiremos la ultima ecuacion de la forma:

fr _ hg 03% 2

fa h' o
Si llamamos a un indice colocado al lado derecho de la cantidad, designacién del parametro de
frecuencia por ejemplo: 'f, = f, la ecuacion anterior se puede extender:

e | | o
T | | ol
T |=| 7N Cof
| | el

Llamando al vector del lado izquierdo por y y a la matriz del lado derecho por G, es evidente que G
sera cuadrada si y esta dando la dimensién de A. Esto se satisface si el Gltimo elemento de A es:

% (q =n + m/2) para (n + m) par o %x (q =n + m /2) impar.

En general G ser& no singular y la solucién de la ecuacion

o | [0 ey
T | | ol
e [=] 700 Col
fu | | ol

se puede escribir como:
MY = G (o) (o)

Si la dltima ecuacion se emplea para identificar el sistema, se puede emplear para determinar h(jwit) y
fajoit) coni=1, 2, 3,..., g. En esencia el método empleado es perturbar el sistema con una sefial de
prueba y extraer la informacion necesaria de la respuesta del sistema. Para elegir que tipo de sefial
de prueba emplear se sugiere por la ecuaciéon

h(jo, t) = phi.ih(e, t) i=1,2,...,N

que presenta una simple relacion entre h(jmt) y la respuesta del sistema a

91



U;]_:ejmt

Si lo anterior no es realizable fisicamente se selecciona la entrada U; = coswt. Si llamamos y(jot) a la
respuesta a esta entrada y notamos que el sistema real sdlo tiene coeficientes de valor real, se tiene:

y(jo,t) =R, (jo, t} = h, (jo, t) cos ot —h,(jot) Sin ot
empleando este resultado y la definicion

f(o, ) = (p + jo) h(jo, 1)
se ve que:

py(jo, t) = Tz (jo, t) cos ot — 1, (jo, t) Sin ot

estas dos relaciones nos muestran que el problema de medida es demodular v y pv.
Afortunadamente no es necesario considerar estas dos ecuaciones por separado, se pueden
combinar en una sola. Para hacer esto definimos la transformacién vectorial de (n + 1) dimensiones
1(jo,t) se define como:

y"(jo,t) = [hT (joo,) - f, (joo, 1)

Notamos que y consiste de cantidades medibles. Si hacemos vy’ (jo,t) la respuesta del vector de
estado U; = coswt tenemos:

Y (jo, t) = yr(joo, t) cos ot —y,(joo, t) Sin ot
El problema es sdlo demodular la funcion simple:y (jo,t).

El primer paso es determinar yg y para esto se multiplica por ycoswt. Este hecho y el vector producto
de correlacion de (n + 1) dimensiones lo llamaremos p(jo,t). De la ecuacién anterior se tiene:

1 .
p =vy'cosot = E(yR + Yg COS2mt — v, S|n20)t)
Si se desea un analisis de p(jm,t) en el dominio de la frecuencia, es conveniente asignar el simbolo

p(jo,ju) para designar su transformada de Fourier, donde p es el parAmetro de frecuencia de la
transformada.

La funcién elegida debe tener la propiedad de ser proporcional a la magnitud o longuitud de p, lo que
nos sugiere una norma de p definida.

/
lpll = (p* p)**

donde el simbolo (*) denota una transpuesta hermitiana.

Para el caso de multifrecuencia, la sefial de prueba se elige como la suma de senoidales.

q
U(t) = > a cosat
i=1

Llamamos la respuesta del vector de estado aumentando esta entrada y v’ (jo,t). De la ecuacion

V' (jo, t) = yr(joo, t) cos ot —y,(joo, t) Sin ot
y la superposicion:

V(o)=Y alraio. ) cosat 1o, ) sinof]

i=1
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pensando que el espectro de la 'y tiene un ancho de banda limitado y los ®, son espaciados
suficientemente, el espectro de v consiste en un subespectro no sobrepuesto. Con el subespectro
bien separado este se puede recuperar individualmente empleando filtros pasa banda. Las salidas de
este filtro se pueden demodular con los métodos anteriormente discutidos para obtener 'yg y la 'y,

Es posible derivar un criterio que especifique las circunstancias bajo las cuales la medicion del vector
transformado se realiza considerando filtros ideales y de ruido despreciable. Escribiremos la ecuacién

q i - | . .
v(iot) =Y alra(o.Hcosot - 1o, Hsnot]
i=1
en notacién compleja:
> a

"(joo, 1) = hal
V' (joy, t) 2.7

e+ ey ]

Tomando la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacion:
v, 0= 2o, il - o))+ - jo, i+ o)
i=1

donde T representa la transformada de Fourier de y. Si el subespectro no se traslapa, el término
dentro de la sumatoria no es par lo que implica que el producto interno:

[, i ) i i ¥ 02)]=0

para i = 1, 2, ..., g. Se puede verificar que cuando esta situacion se satisface no solo se puede
separar una frecuencia de las otras por un filtro pasa banda, sino que cada salida de los pasabanda
se puede demodular para darnos 'yr y la 'yy

El problema del ruido en este esquema de identificacion lo discutiremos brevemente. Hay dos efectos
principales que son deseables: minimizacion de los efectos del ruido originados a la entrada y los
efectos de estimacion de y en presencia de ruido cuando no se pueden medir directamente cada
elemento de x.

El ruido a la entrada normalmente se conoce y se puede aumentar la amplitud de la sefal de prueba
hasta elegir la mayor frecuencia de ésta que soporte el rechazo del sistema.

Un método mas elaborado de minimizar los efectos del ruido introducido a la entrada esta basado en
el modelo de la figura 42.

En este esquema de cancelaciéon de ruido el modelo de rastreo se ajusta para identificar al sistema.

En esta condicion la respuesta del sistema debida a la sefial de prueba solamente es una entrada a la
computadora de identificacion.
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Entrada de

Prueha
+

Entrada, | Sistema

M | Primario

Modelo de + T
Referencia _,( Respuesta ala
de Rastreo -~ Entrada Prugha

F

Fy

Sefal de
Rastreo

Computadora
de Identificacian

Figura 42. Esquema de cancelacién de ruido.

16.3. Modelos que aprenden
Uno de los mas simples y a la vez mas flexibles sistemas de identificacion, es el de los sistemas que
aprenden o modelos de referencia. La idea basica de esto se representa en la figura 43.

Sistema
Desconocido

»Yt)

it) Computadaora de

—H Ajuste de E(:)

Parametros

T

b Modelo Y (t)

Figura 43. Sistemas que aprenden o modelos de referencia.

Se aplica una entrada conocida a un sistema desconocido y a un modelo que nos sirve para simular
el sistema. Se toma la diferencia entre las dos salidas y con ella se ajusta el modelo y se repite este
procedimiento. La forma del modelo normalmente se fija y s6lo se ajustan un numero finito de
parametros.

Este procedimiento puede ser empleado en linea dividiendo la sefial de entrada en eventos finitos en
el tiempo y y después se realiza la identificacion de cada uno de los eventos. Al aplicar este
procedimiento se deben de considerar varios problemas practicos:

1. Como elegir la estructura del modelo
2. Posibilidades de escalar en el tiempo
3. Criterios de error

4. Condiciones iniciales

5. Estrategia de ajuste.

Discutiremos cada uno de estos con mas detalle:
El problema de la seleccién del modelo es una parte integral de la mayoria de los métodos de

identificacién. En muchos problemas conocemos los procesos fisicos que son representados en el
sistema desconocido y so6lo tenemos que especificar los valores de los parametros. Si no conocemos
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la estructura del sistema escogemos varias estructuras de modelos y observar cual de ellos se
aproxima mas al sistema desconocido.

Existen situaciones donde se introduce a propdsito introduce un modelo que se sabe es diferente que
la descripcién actual del sistema. Este sera el caso si estamos buscando el mejor modelo lineal para
algunos sistemas que sabemos que tienen caracteristicas no lineales.

En algunos usos memorizar los resultados entrada salida sirve para incrementar la escala de tiempo
del modelo de tal forma que la seleccion del modelo en sus parametros sea rapida.

El modelo de referencia para el procedimiento de identificacion se sitlla en una computadora hibrida
de tal forma que la escala de tiempo sea de facil realizacion. Por supuesto en simulacion digital
escalar en tiempo es dificil dado que normalmente no hay relojes de tiempo real asociados con esta
aproximacion.

Si el modelo 6ptimo de aprendizaje siempre se hace por un proceso de desarrollo opuesto a la
técnica analitica, existen una gran variedad de criterios de error que se pueden emplear sin un
cambio significativo en complejidad. Las posibilidades incluyen integral de error cuadratico, integral de
error absoluto. Se puede emplear el criterio de error max-min, donde es deseable seleccionar
parametros que minimicen el maximo error.

La técnica de ajuste de pardmetros es probablemente la mas dificil de la técnica del modelo de
referencia. Las posibles fuentes de dificultades son:

e La existencia de multiples minimos locales

e Laenorme sensibilidad de algunos parametros y la insensibilidad de otros

e Pobre convergencia de algunos modelos

¢ Falta de ortogonalidad. El valor 6ptimo de algunos pardmetros, depende de los valores 6ptimos de
otros parametros.

Las técnicas mas populares son;

e Blsqueda Random
e Técnicas de Gradiente.

La primera técnica es muy efectiva para encontrar y descartar minimos locales y para obtener
soluciones en base al error de superficie. Las técnicas de gradiente son relativamente faciles de
programar y son algunas veces efectivas para localizar s6lo minimos locales.

16.4. Teoria de Weiner de sistemas no lineales

Es una técnica experimental en la cual los parametros del sistema desconocido se determinan como
coeficientes de un operador expandido en funciones de un espacio de Hilbert. La entrada al sistema
se expande en series de Laquerre. Estas funciones se derivan de los polinomios de Laquerre por la
inclusion de la raiz cuadrada de las funciones de Laquerre como tal. Para los polinomios de Laquerre:

n-1
5,0=—1 et 2
(n-!  dit"?

(t"*e)conn=12,...

La enésima funcién de Laquerre esta dada por:

6,(0) 1@ "L
0

Las funciones g,(t) son ortonormales para toda t €[0,0]. Podemos expandir el pasado de la entrada
como:
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U0 = 3 v,0,0t > 0

v, = j u(-t)h, (t)dt

Luego es posible obtener el coeficiente deseado de Laquerre empleando x(t) como la entrada a una
cadena de filtros lineales. Considérese la generacion de los coeficientes de Laquerre para el sistema
lineal que resulta de la transformada de Laplace de la ecuacién

~ 1 t dnil n-1.,-t
REGE e -(t""e " )conn=12,...
(n-1!' dt™
tenemos
. 1 n-1
1 _=
G\(8) = —7| —3
S+—|s+—
este resultado se muestra en la figura 44
1 fo 1] .'5_1'2 .'5_1'.3
Entrada 5—_1 % 112 % .......
2 1572] 1°72] 1572]

u. U- L|E U,

Figura 44. Coeficientes de Laquerre.

En virtud a explotar totalmente los beneficios de la expansién de las funciones de Laquerre de una
sefial de entrada, la teoria de Weiner insiste que la entrada usada para excitar el sistema en su
respuesta debe de ser un ruido blanco Gaussiano. Con esta eleccion se puede ver que las funciones
de Laquerre no estan correlacionadas y son procesos estocasticos gaussianos.

Si los polinomios de Hermite son ortonormales V t €[—w,00] es razonable expandir el operador del
sistema en funciones de Hermite. Si n, (u) es el enésimo polinomio de Hermite, Weiner define el ( n +
1)-ésimo polinomio de Hermite como:

_nz

H,(u) =€ 2 n,(u)

Weiner ha mostrado que la transformacién de los coeficientes de Laquerre dentro del espacio a la
salida se puede escribir en términos de la funcion como expansion:

XO =LY > Y a, HUH ) H,(u,)

0
i=1 j=1 n=1

Los coeficientes de esta expansion a; ., se pueden determinar multiplicando ambos lados de la
ecuacion por el producto apropiado H, (u) y promediando sobre t €[-,00]. Porque al elegir una sefial
de entrada y una expansion, el promedio requerido se puede encontrar por una simple correlacion
cruzada de la salida del sistema con los polinomios de Hermite, por ejemplo:

T P

8, , = (2n)? Iirg% [ umn,(u,)-n,(u,)dt = o) UV

-T
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