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RESUMEN

En el ambito de la ciencia y la técnica, los Circuitos Eléctricos y sus redes pasivas lineales ha jugado
un papel importante, podriamos asegurar que la vida actual, como la entendemos, no podria existir
sin la participacién de la teoria de los Circuitos Eléctricos y su aplicacion técnica en electricidad,
electronica y practicamente en todo lo que implica instalaciones eléctricas, por lo que estudiarlos y
entenderlos es fundamental para poder entender la Ciencia y la tecnologia actual.

El énfasis de estas notas esta colocado en lo fundamental, ya que consideramos que si se entienden
los conceptos fundamentales, los estudiantes estaran preparados para resolver los problemas de
circuitos que actualmente requieren la Ciencia y la Técnica.

Por este motivo el curso esta dividido en: Introduccién, Conceptos Basicos, Leyes de Kirchhoff,
Variables de Estado, Transformada de Laplace, Andlisis Senoide, Series y Transformada de Fourier y
Redes pasivas lineales.
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INTRODUCCION
El analisis de circuitos esta intimamente relacionado con cuatro manifestaciones basicas de la
electricidad que son:

Carga eléctrica q(t)
Flujo magnético f(t)
Potencial eléctrico V(t)
Corriente eléctrica i(t)

PwbnE

Por otro lado contamos con cuatro ecuaciones fundamentales para el analisis de circuitos:

()= 5o

Esta ecuacion nos dice, que la corriente eléctrica es la derivada con respecto al tiempo de la carga
eléctrica, y su unidad es el Ampere, que se define como:

Coulomb

Ampere=——
segundo

La segunda es:

wnziun

Esta ecuacion nos dice que la diferencia de potencial entre las dos terminales de un elemento de
circuito, para el cual el flujo magnético es un factor dominante, es igual a la derivada del flujo respecto
del tiempo. Su unidad es el Volt que se define como:

Volt= M
segundo

La potencia instantanea liberada por un elemento de circuito la definimos como:
p(t)= V() i(t)

donde V(t) e i(t) son el voltaje y la corriente del elemento de circuito respectivamente. Su unidad es el
Watt.

Finalmente la energia liberada por un elemento de circuito en el intervalo de tiempo (to, t), esta dada
por:

E(t,t) = [p(t)dt
o en forma equivalente:

E(t,,t) = jV(t) i(t) dt

donde E esta dado en watts por segundo, o0 sea en joules.

Las relaciones entre el voltaje y la corriente en un elemento de circuito, dependen de la naturaleza
fisica del elemento. El estudio de estas relaciones y las interconexiones de estos elementos, es el
objetivo de nuestro curso.



1. ELEMENTOS BASICOS DE CIRCUITO DE DOS TERMINALES
La representacion simbdlica de un elemento de dos terminales, es la que se muestra en la figura 1.

Iy (1) I (1)

Figura 1. Representacion simbdlica de un elemento de dos terminales

Los puntos finales marcados A y B, representan las dos terminales del elemento que tiene la
posibilidad de interconectarse con otros elementos del circuito.

Una propiedad basica de los elementos es que la corriente que entra en una terminal, es igual a la
corriente que sale por la otra. Es decir:

() = io(t) Wt

ya que fluye una corriente a través del elemento, se necesita que pueda medirse su caida de
potencial a través del elemento, y para que sea posible establecer una relacion voltaje corriente, es
necesario el poder establecer una convencion de signos, una polaridad.

La polaridad del voltaje en un elemento de circuito, se establece arbitrariamente considerando que
una terminal esta a un potencial mayor que otro. A la terminal que se considera a un mayor potencial,
se le asigna el signo +, y a la terminal considerada a un potencial menor, se identifica con el signo -.
La figura 2, nos muestra un elemento cuya terminal A estd a mayor potencial que la B, y V(t) nos
indica la caida de potencial a través del elemento.

o I

Figura 2. Elemento cuya terminal A esta a mayor potencial que la B.

donde:
Vi=Va-V,

y V.Y V,, denotan los potenciales en los puntos a y b respectivamente.

Ahora estamos en la posibilidad de establecer una convencién para la direccién de la corriente
eléctrica, de acuerdo a la adoptada de signos para el voltaje. A través del curso denotaremos la
direccioén de la corriente por flechas, y consideraremos que la corriente entra por la terminal (+) y sale
por la terminal (-).

Ya que la relacion entre voltaje y corriente, depende solo de la naturaleza fisica del elemento,
dividiremos estos en cuatro categorias béasicas:

Resistivos.
Capacitivos.
Inductivos.
Fuentes.

PwbE

Estudiaremos algunas propiedades de una clase especial de elementos de circuito que
denominaremos elementos lineales invariantes en el tiempo.

1.1. Resistor lineal invariante en el tiempo

El término resistencia, denota un elemento con la propiedad de convertir energia eléctrica en energia
calorifica. Al elemento cuya caracteristica predominante es la resistencia se le llama Resistor.
Matematicamente se modela un resistor, como una funcién que relaciona el voltaje de las terminales,
y la corriente que circula por él. En forma més precisa, lo definimos como:



Decimos que un elemento de circuito de dos terminales es un resistor lineal invariante en
el tiempo, si su caida de potencial se puede expresar como una funcion lineal invariante
en el tiempo de su corriente de entrada.

Matematicamente expresamos lo anterior por medio de la relacion:

V(t) = Ri(t)

donde R es el valor de la Resistencia del elemento, y se mide en Ohms (Q). i(t) es el valor de la
corriente de entrada en amperes y V(t), es el valor del voltaje en volts. Su simbolo esquematico se

muestra en la figura 3.

Figura 3. Simbolo esquematico de un resistor.

Se puede resolver la ecuacién para la corriente de la forma:

. 1
i(t) ==V(t
(t) R ®)
o en forma equivalente:
i(t) = GV(1)]
donde
G=1
R

y se denomina Conductancia, y sus unidades son Ohm™ = mho.

La relacion voltaje corriente de un resistor lineal invariante en el tiempo, se puede representar como
una linea recta que pasa a través del origen en el plano V,i. Cuando R = 0, la linea es horizontal y V =
0 para todos los valores de i. A esto se le llama corto circuito. Cuando R = oo, la linea vertical con i =
0 para todos los valores de V, define lo que se llama el circuito abierto.

Los diagramas esquematicos del resistor, corto circuito, y circuito abierto, se muestran
respectivamente en la figura 4.

Hesistor
EAM—

B Corto Circuito
=

o Circoito Abierto
o o o o

Figura 4. Esquematicos del resistor, corto circuito, y circuito abierto

1.2. Capacitor lineal invariante en el tiempo

El término Capacitancia se emplea para denotar la propiedad de un elemento que guarda energia. En
un elemento tipico de capacitancia, la energia almacenada esta acompafiada de una acumulacién de
cargas entre dos superficies separadas por un material aislante. Este elemento se llama Capacitor y
en la figura, se muestra esquematicamente.

Su simbolo esquematico es el de la figura 5. (Es uno de los simbolos usados pero no es menos
comun como el que considera abiertos los extremos menos del rectangulo)
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Figura 5. Simbolo esquematico del capacitor.

En un capacitor lineal invariante en el tiempo, para todo instante t, la carga almacenada esta
relacionada con el voltaje por:
q(t) = C V(1)

donde la cantidad C, es la capacitancia del elemento, y se mide en Farads, cuando g esta en
Coulombs y V en Volts. La ecuacion anterior representa la relacion entre q y V, y se representa en el
plano g, V como una recta que pasa por el origen, y cuya pendiente es la capacitancia del elemento.

La capacitancia de un capacitor linealmente invariante en el tiempo, que esta construido entre dos
placas paralelas, se puede encontrar como:

C= 8é
L
donde:

¢ = Permitividad del material aislante.
A = Area de la superficie.
L = Distancia entre las placas.

Asi podemos definir:
Un elemento de circuito de dos terminales es un capacitor lineal invariante en el tiempo,
si la carga eléctrica q esta dada como una funcion lineal invariante en el tiempo del

voltaje a través de él.

Si la corriente eléctrica que fluye a través de un punto en el circuito, es la derivada respecto al tiempo
de la carga, la ecuacion

q(t) = C V(1)

se puede escribir de la forma:
_da_.av
dt dt

Luego la corriente que pasa a través del capacitor, es proporcional a la derivada del voltaje, y la
constante de proporcionalidad es la capacitancia.

También se puede escribir la ecuacion
q(t) = C V(1)
como:
1
V(t) = Eq(t) =sq(t)
donde



y se llama Elastancia.

A menudo es conveniente tener una relacion para el voltaje del capacitor directamente en términos de
la corriente, en lugar de la carga. Se puede obtener esta relacién de la ecuacion

dt dt

dg Cdl

dividiéndola por C, e integrandola:

éﬁmm+k:vm

donde k es la constante de integracion. Si se esta calculando el voltaje al tiempo t, el limite superior
debera de ser t, y como parte de un tiempo inicial, el limite inferior sera t,. Luego:

1.
Epmm:vm
Esta ecuacion debe de valer al principio del intervalo de tiempo de observacion, o sea t = tg, luego:

éﬁmm+k:vm)

La ecuacién anterior indica que
k = V(to),

luego si la variable de integracion es muda, se puede emplear s en vez de t, y se obtiene la relacion:

1.
wn:Eymm+vm)
que es la relacion deseada entre el voltaje y la corriente del capacitor.

1.3. Inductor lineal invariante en el tiempo

El término Inductancia se emplea para denotar la propiedad de un elemento de circuito de almacenar
energia en un campo magnético. Este almacenamiento de energia esta acompafiado del hecho de
establecer un flujo magnético dentro de un material ferromagnético. La figura 6 muestra un inductor
simple que se construy6 enredando un alambre de cobre alrededor de un aro de acero.

Para un inductor lineal invariante en el tiempo a cualquier t, el flujo magnético esta dado
aproximadamente por la relacion:

o0 ~ {“NLA} ©

donde:
WA _
A

h

es la inductancia del elemento, y sus unidades son los Henries, y se denota por h.

K = Permeabilidad.

L = Longitud

A = Area de la seccion de la bobina.
N = Numero de vueltas del alambre.



Fluja
Magnética

Figura 6. Inductor simple que se construyé enredando un alambre alrededor de un aro.
Con esto se puede dar la siguiente definicion:
Se dice que un elemento de circuito de dos terminales es un inductor lineal invariante en
el tiempo, si su flujo magnético se especifica como una funcion lineal invariante en el
tiempo, de la corriente.

Por la ley de Faraday el voltaje en las terminales del inductor es:

do
V(t)=—"
(t p
Combinando las ecuaciones

do
V(t)=—+
(® .

y .
o(t) = Li(v),

se tiene la relacién V, i del inductor de la forma:

di
V(t)=L—
O=Lg

Integrando:

. . 1
i(t) =it, )+ E‘J;V(t)dt
donde i(tp) es la corriente inicial del inductor.

1.4. Concepto de energia en elementos de dos terminales

Como se vio anteriormente, los elementos Resistivos, Inductivos, y Capacitivos, disipan energia
eléctrica en forma de calor, almacenan energia eléctrica en campos magnéticos y en campos
eléctricos respectivamente. La potencia instantanea que esta definida como la derivada respecto al
tiempo de la energia esta dada como un producto de elementos de voltaje y corriente
respectivamente.

p() = Vi(t)

Esta energia liberada por el elemento en un intervalo de tiempo (t,t) es:

E(t,t) = jV(t) i(t) dt



Esta energia puede ser positiva 0 negativa, dependiendo de los valores relativos de los signos de i(t)
y V(t). Con la convencién de signos establecida para los elementos R, C y L, el valor positivo de la
energia se asocia con el flujo neto de energia dentro de los elementos del circuito como lo indica la
figura 7.

it)

‘—_
+ Flujo de Energia

Figura 7. Convencién de signos para los elementos R, Cy L
1.5. Energia disipada por un resistor
Para un resistor lineal invariante tenemos la relacion:
V(t) = Ri(t)

La cual nos da la energia fluyendo en un resistor:
_ t " _ 1 t )
E(t,,t) = R£| (t)dt = —Riv (t)dt

donde i*(t) y VA(t), son siempre mayor que cero. La ecuacién anterior indica que la energia fluye
siempre dentro de un elemento con resistencia positiva.

1.6. Energia almacenada en un capacitor
Para un capacitor lineal invariante tenemos la relacion voltaje corriente:

(0~ c VO
i(t)y=C p

gue nos da la energia fluyendo en un capacitor:
~dV(t)
E(t,,t) = C| —2V(t)dt
(to,) J i VO

con un cambio simple de variable:
V(t)
E(t,,t) = C [V(t)dv

V(tg)
E(t,.t) = %[vza) —ve(t,)]

por lo que:
Eto,t) = [E(t) - E(to)]

1.7. Energia almacenada en un inductor
Para un inductor lineal e invariante en el tiempo, tenemos la relacion:

10



_ i)
v =L"

que nos da la energia que fluye dentro del inductor como:

E(t,.t) = Lj%i(t)dt

cambiando variable:
i(t)
E(t,,t) =L j i(t)di
i(to)

Integrando:

() = [0 -]

1.8. Fuentes

No todos los elementos fisicos se pueden describir en términos de los tres elementos estudiados. Por
ejemplo, no hemos visto ningun elemento que represente una fuente de energia eléctrica. Con base
en esto, modelaremos elementos fisicos que satisfagan esto, y son las fuentes ideales de voltaje y de
corriente.

Una fuente ideal de voltaje, es un elemento de dos terminales que mantienen un voltaje
en sus terminales, sin importar la corriente que pase por ellas.

Este elemento se representa esquematicamente de acuerdo a la figura 8.

o
+ —_—
1 it}
— Vit)
o L

Figura 8. Representacion esquematica de una fuente.

Notese que es costumbre tomar la direccién de flujo de la corriente asociada saliendo por la terminal

(+).
Una gréfica V-i del voltaje y la corriente en la terminal es la grafica mostrada en la figura 9.

Wit}

e

Wy

L it)
Figura 9. Gréfica V-i.

En cualquier instante el valor del voltaje en las terminales del elemento de circuito es constante con
respecto al valor de la corriente i(t). Cuando V = 0, las caracteristicas V-i de la fuente son las de un
corto circuito.

Una fuente ideal de corriente es un elemento de dos terminales que mantiene una

corriente i(t), fluyendo a través de sus terminales sin importar el valor del voltaje v(t)

entre ellos.

Una gréfica V-i de esta fuente es la de la siguiente figura 10.

11
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W
ift)
Figura 10. Grafica V-i de esta fuente.

Su representacion esquematica se muestra en la figura 11.
it) V(t)

Figura 11. Representacion esquematica de la fuente de corriente.

1.9. Elementos lineales variantes en el tiempo
Existen muchos circuitos practicos en los cuales sus resistores, capacitores e inductores, varian con
el tiempo. Realizaremos un sencillo estudio de ellos.

Se dice que un resistor lineal es variante en el tiempo si su resistencia R es funcién del tiempo.
V() = R()i(t)
Se dice que un capacitor lineal es variante en el tiempo si su capacitor C es funcién del tiempo.
q(t) = CHOV(t)
Para encontrar la corriente a través de un capacitor lineal variante en el tiempo, se deriva la ecuacion
anterior con respecto at.
. dq(t av dC
i(t) = % = C(t)E + V(t)a
Un inductor lineal es variante en el tiempo, si su inductancia L es funcién del tiempo:
o(t) = L(D)i(t)
El voltaje entre sus dos terminales lo encontramos derivando la ecuacion anterior en el tiempo:

dL(t)

v = 0 -1 U0 4 iy O

dt gt T
Hemos estudiado los elementos fundamentales de circuito y en cada caso hemos obtenido su
relacion voltaje corriente. Ahora estudiaremos cuales son las caracteristicas de estos elementos
cuando se conectan para formar una red o circuito. Cuando se conoce la configuracion de la red, nos
interesa saber que pasa en las terminales de cada elemento, o en una combinacion de elementos
cuando el circuito esta conectado a una fuente, sea de voltaje o de corriente.

Si consideramos una interconexion simple de elementos RLC para formar una red de la forma de la
figura 12, con dos resistores, un inductor y un capacitor, conectada a una fuente denotada por V.

12
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Figura 12. Interconexion simple de elementos RLC
Definiremos algunas cantidades o términos:
Brazo: El brazo de una red usualmente representa a un elemento de dos terminales de una red.

En la figura anterior los puntos marcados con los nimeros 1y 2, estan interconectados por medio del
resistor R;. Los puntos 3 y 4, estan interconectados por el brazo capacitivo C.

Nodo: Esta definido como el punto final de un brazo, o donde dos o mas ramas terminan. En la
figura, los puntos 1, 2, 3y 4 son nodos.

Gasa: Es una interconexion de ramas, las cuales forman una trayectoria cerrada. En la figura, las
ramas L, R2, y C, forman una gasa.

Rama: Representa un elemento de dos terminales de una red. Estos pueden ser resistores,
inductores, capacitores y fuentes.

13



2. LEYES DE KIRCHOFF

Introduciremos ahora dos leyes basicas relacionadas con las corrientes y los voltajes de los
elementos basicos después que se interconectan para formar una red. Estas son llamadas leyes de
Kirchhoff. Se aplican a cualquier configuracion de red, sean lineales o no, variantes o invariantes en el
tiempo.

2.1. Ley de corriente de Kirchhoff.

Antes de establecer la ley de corrientes de Kirchhoff (LCK), haremos una convencién de signos. Para
una red dada, asignamos una direccién arbitraria a las corrientes en cada rama, y la designamos por
una flecha. Le ponemos signo positivo a las corrientes cuyas direcciones llegan a un nodo y signo
negativo a las corrientes que salen de un nodo. La ley de corriente dice:

La suma algebraica de las corrientes que entran y salen de un nodo, es cero.

En forma equivalente: La suma de las corrientes que llegan a un nodo, es igual a la suma de las
corrientes que salen del mismo nodo. Por ejemplo la figura 13:

Ramai1,n Rama?

Iy I-
z

Rama 3

Figura 13. Ramas.
Analicemos la figura anterior: Sean las corrientes en las ramas 1, 2,y 3, iy, i, Y i3, respectivamente, y

fluyan en la direccion mostrada. De acuerdo con LCK, la corriente que fluye entrando al nodo n, debe
de ser igual a las que fluyen saliendo de él. Asi que:

i1:i2+i3

Podemos formular lo anterior diciendo que las corrientes que fluyen dentro del nodo por las ramas 1,
2, 3, son iy, -y, -i3, respectivamente, y entonces:

il 'i2 -i3 =0
gue es la misma ecuacion, que la ecuacion
il = i2 + i3

Ley de Voltaje de Kirchhoff (LVK). Consideremos la gasa simple de la figura. Denominaremos la
gasa simple con: La fuente de voltaje con V, y las ramas que restan seran: a, b, c.

Escojamos una orientacion arbitraria para esta gasa (sentido de las manecillas del reloj) y
denotaremos las caidas de potencial en las ramas a, b, ¢ por V,, Vy, V. respectivamente. Estas caidas
se indican con flechas en la figura 14.

Figura 14. Caidas de potencial.

14



Como una regla general consideraremos que la caida de voltaje en cada rama es de la polaridad (+) a
la (-). Si la caida de voltaje a través de una rama, es en la misma direccion que la direccion de la
gasa, le asignamos signo (+), y en el otro caso (-). Por ejemplo en la figura anterior las caidas a
través de a y ¢, son positivas y a través de b es negativa.
Con la anterior convencion podemos establecer la ley de Voltaje de Kirchhoff (LVK).

“La suma algebraica de todas las caidas de voltaje en cualquier gasa es igual a cero."

Esta ley es general.

Aplicando LVK a la gasa de la figura

+I_I_

‘_
Vo

Figura 15. Ley de voltajes.

tenemos:
Va-Vb+Vc-V=0

Consideremos la red X que consiste de resistores, inductores, capacitores y fuentes. Sustituyamos
cada brazo de esta red por un segmento de linea y cada nodo por un punto. La figura que resulte es
la grafica N, y se denota por G. Como un ejemplo considere la red de la figura 16.

Figura 16. Red .

Su gréafica correspondiente serd la de la figura 17.

Figura 17. Grafica correspondiente a la red .

En lared N existen 6 ramas y cuatro nodos. Las ramas las numeramos con letras b; a bg, y los nodos
con N; a N4. Nétese que cada rama termina en un nodo.

15



En general se puede decir que una grafica G, de una red X, es una coleccion de segmentos de lineas
y nodos indicando como se interconectan las ramas de la red correspondiente.

Una gréfica se llama planar, si esta se puede dibujar en un plano, de forma tal que ninguna rama
intercepte a otra, excepto en un nodo. La grafica de la figura 18 es planar y la gréfica de la figura 19
no lo es, ya que sus ramas se interceptan en puntos que no son nodos. En los apuntes solo
estudiaremos graficas planares.

Figura 18. Gréfica Planar.

Figura 19. Gréfica no planar.
Todas las gasas en una gréfica planar que no contengan ramas en su interior, se llaman mallas.
Un conjunto corte de una grafica, es un conjunto con un nidmero minimo de ramas, que si se quitan,

separan la gréafica en dos partes. En la figura 20, las ramas: (by, bs, bs, by), (b1, by, bg), (b;, bs, bg) son
conjuntos cortes.

bs
L, )
b, by bs
b, Ly } b, L, b. L. b.
by

—
in

Figura 20. Conjuntos cortes

Para la figura 21 que tiene cuatro nodos podemos escribir solamente tres ecuaciones linealmente
independientes. Se puede establecer la siguiente regla general:

"Para una red con N nodos se pueden escribir a lo mucho N - 1 ecuaciones de LCK
linealmente independientes".

Para implantar esta regla, podemos aplicar la LCK a cualquiera N nodos de la red bajo consideracion.
El nodo que queda es llamado nodo de referencia. Luego en una red dada, primero se elige la
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referencia y luego escribimos las ecuaciones LCK para el resto de los nodos. Las ecuaciones LCK
son todas linealmente independientes.

S b L ) hE.E b,

Figura 21. Red de cuatro nodos.
También se puede establecer el siguiente hecho:

"Para una red con N nodos y B ramas, hay exactamente B — (N — 1) ecuaciones LVK
linealmente independientes".

Por ejemplo en la red de la figura 22, tenemos seis nodos y nueve ramas, o seaN =6y B = 9, asi
que el nimero de ecuaciones de gasa LVK linealmente independientes es:B-N=9-5=14,
bs
Ls )
b b: b

Figura 22. Red con seis nodos y nueve ramas.

Para escoger las ecuaciones de gasa se emplean varios métodos, ya que no es tan simple como en
el caso anterior.

2.2. Métodos de analisis
Consideremos el circuito de la figura 23, en el existen seis ramas y cuatro nodos. Luego segun lo ya
visto, podemos escribir tres ecuaciones independientes de nodos y tres ecuaciones de gasa
independientes. Si tomamos el nodo n; como referencia y escribimos las (LCK) y (LVK), tenemos:
Para la (LCK):
No: i 'iRl -iRz =0
N3: iRl - ic 'i|_ =0
Ng: i|_ + iR2 'iR3 =0

En el existen seis ramas y cuatro nodos. Luego segun lo ya visto, podemos escribir tres ecuaciones
independientes de nodos y tres ecuaciones de gasa independientes. Si tomamos el nodo n; como
referencia y escribimos las (LCK) y (LVK), tenemos: Para la (LCK):

No: i 'iRl 'iRZ =0

N3: iR]_ - i(; -i|_ =0
Ngy: i|_ + iR2 -iRg =0
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Figura 23. Red con seis ramas y cuatro nodos.

Las ecuaciones para (LVK) son:
mi: Vg1 + Ve -V = 0
m,. V| +Vr3 -Vc =0
mas: VRZ —V|_ -VR]_ =0

También se pueden escribir las relaciones voltaje corriente para las ramas excepto para la fuente de
voltaje. Estas son:

R1= Vg1 = Riir:
Ro= Vg2 = Rairo
R3= Vg3 = Rairs

. dv 1t
C=>iC—= o V. =—|i{h)dt'+V (0
C . C!c() .(0)

L:VL:L% 0 iL:%IVL(t’)dt’+iL(O)
0

El conjunto de ecuaciones
i-ir1-irR2 =0
iRl -iC-iL=0
iL + iRZ 'iR3 =0
VRl + VC V=0
VL +Vgr3-Vc =0
Vg2 =V -VRr1 =0
Vr1 = Ruirs
Vg2 = Rairz
Vg3 = Rairs

1o

vV, :Eluc(t )dt' + V. (0)
L=V +i.0)
L L0 L L

nos dan once ecuaciones linealmente independientes con once incégnitas que son: (Vri, Vr2, Vrs, ir1,
iRz, ir3, Ve, i, VL e, ).

En algunas aplicaciones practicas s6lo se estd interesado en algunas de todas las incégnitas; por
ejemplo el voltaje a través del inductor o la corriente a través del resistor R;. En este caso, para evitar
resolver once ecuaciones integrodiferenciales en once incégnitas, se acude a los siguientes métodos.
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2.3. Método No 1

Para una red planar con n + 1 nodos y B ramas, se dibuja la grafica de la red e indicamos en ella
todas las mallas por inspeccion. Nos daremos cuenta que el total de mallas es B - N. Ahora, si
escribimos las ecuaciones de LVK para estas mallas, las ecuaciones resultantes seran linealmente
independientes. Consideremos como un ejemplo la red de la figura 24.

Figura 24. Primer método.

Esta red tiene cuatro nodos y seis ramas y por lo tanto N = 3 y B = 6. Tomamos n; como el nodo de
referencia y podemos escribir las tres ecuaciones LCK linealmente independientes:

n2:i4-i5+i6:0
n3:i1-i2'i4:0

Ng=-ig-i;-ig=0

Hay también B - N = 6 - 3 = 3 ecuaciones LVK linealmente independientes, por lo que tenemos 12
incognitas en el circuito.

Las tres ecuaciones LVK son para las mallas my, m,, ms y son:
my-V+Vi+V,-V3=0

m,. V4 +Vs5-V,=0

ms: Ve-Vs-Vi=0

con las ecuaciones anteriores, se tienen 6 ecuaciones. Para resolver el sistema nos hacen falta otras
seis que obtendremos de las relaciones voltaje corriente de las ramas.

Por ejemplo, supongamos que la rama uno es resistiva, con resistencia R;, asi que su relacion es:

Vl = Rlil
Si la rama dos es capacitiva:

- dv,

2 2 dt

donde C, es la capacidad de la rama, y asi todas.

2.4. Método No 2
En este método escogemos las gasas y llegamos a las ecuaciones LVK por inspeccion. Para escoger
las gasas debemos ver que se cumplan dos condiciones:

1. Paraunaredcon N + 1 nodos y B ramas, debemos escoger N - B gasas.
2. Cada nueva gasa que seleccionemos debe de contener a lo menos una rama que no esté
contenida en las gasas antes seleccionadas.

Hay que tener cuidado en no eliminar todas las ramas sin satisfacer la condicién del nimero de gasas
para la red en estudio.
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Consideremos la red de la figura 25.

Figura 25. Seleccion de tres gasas.

Esta red tiene cuatro nodos y seis ramas por lo que N =3 y B = 6. De esto podemos escribir 3
ecuaciones (LCK) independientes y tres ecuaciones (LVK) independientes. Tomando el nodo n; como
referencia:
Ng: 'i6 'il =0
Nas: il -i2 'i3 -i4 =0
Ngy: i4 + i3 -i5 =0

Para escribir las ecuaciones de gasa linealmente independiente (LVK) necesitamos escoger 3 gasas
como my, my, y mz como lo muestra la figura 25. Vemos que en cada una de ellas hay al menos una
rama no contenida en las demas, asi que las ecuaciones para éstas son:

m1:V1+V2-V:0
my: Vi +V3—Vs-V=0
ms. V4+Vs5-Vo,=0

Tenemos seis ecuaciones para once incognitas. Las que faltan se obtienen de las ecuaciones voltaje

corriente de las ramas.

2.5. Analisis Nodal
Consideremos la red de la figura 26.

Figura 26. Red.

Si llamamos a los voltajes en los nodos ni, n,, n3 y ng por Vi, V, Vs, V4 respectivamente.
Consideremos que V; = 0, y escribimos las ecuaciones LCK para los nodos ny, nz y ns empleando las
relaciones voltaje corriente dadas por la ecuacion

R13 VR]_ = RliRl
R23 VR2 = RZiRZ
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R3Z> VR3 = RgiRg

. ~dvc 1.
C C—— V, == |i(thdt'+V, (0
=iCT 0 Ve=glimdr+v.0

L=y L% o i =LV +i 0
dt L
tenemos:
IRl — V2 _V3 , iRz — V2 _V4 i IR3 _ V4 _Vl
Rl RZ R3

También sabemos que la corriente a través de un capacitor linealmente invariante en el tiempo, esta
dada por:

. d
i.=C—(V,-V,
c=C (V=W

y la corriente a través de un inductor lineal e invariante en el tiempo, esta dada por:
.1 , A s
L= (M@ -voldr +i.0)
0

por simplicidad consideremos que i, es muy pequefa, luego empleando estas relaciones voltaje
corriente, podemos rescribir las ecuaciones

No: i 'iRl -iRz =0
N3: iRl - ic -i|_ =0
Ng: i|_ + iRg 'iR3 =0
de la siguiente forma:

n, :i_VZ_V3_u:O
R, R,
_Vz_Vs d i 1t ! gt =
= Vi[O Vo =0

Vz_V4 _V4_V1 _
R R

2

n, = i_j:[vs(t’) —V,(t)]dt’ + 0

3

También de la figura 27 se puede ver que:

Figura 27. Red.

Vo=V y V1:0

Luego las ecuaciones anteriores se pueden escribir como:
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i—Ri(V—vg)—Ri(V—v4):o

1 2

1 dv, _11 N Nyt
E(V_VS)_CF L'[[VS(t) V4(t)ht_0

1

1 Novndar e L vov). Ly L
L VoO)Jdt (V= V )=V =0

3

Las ultimas ecuaciones representan tres ecuaciones integrodiferenciales independientes que se
pueden resolver para i, Vs, V4. Luego tenemos que cada voltaje y corriente de rama en la red, puede
encontrarse empleando los voltajes de nodos V,, Vs y Vi Por ejemplo, la corriente a través del
inductor i, esta dada por:

. 15 , NLper
L= I [V, (1) -V, (1)t

por lo que un conjunto de once ecuaciones con once incAgnitas, se puede reducir a otro de tres
ecuaciones con tres incognitas, empleando los voltajes de nodos como variables auxiliares. Este
analisis se emplea en circuitos que tienen muchas ramas y pocos nodos.

2.6. Analisis de gasas

Este método de analisis se emplea para circuitos que tienen muchos nodos y pocas gasas. En este
método definimos la corriente de la gasa para cada una de las mallas, y escribimos las ecuaciones
independientes para la LVK en términos de las corrientes de las gasas.

Consideremos la red de la figura 28. Existen tres mallas en esta red:

Figura 28. Red de tres mallas.

Denotamos las corrientes de las gasas por: Iy, I, 3. Estas son corrientes hipotéticas circulando por
las gasas; las corrientes de las ramas estan dadas por:

iRy = 1,
icy =11 -2
iRz = I2
iL=lz- 13,
iRs = I3

Las ecuaciones linealmente independientes para la LVK son:

—V+R1|1+i (,-1,)dt=0
clO

1! d
_al(ll —1,)dt +R,], +La(lz -1,)=0
d 1
—La(lz —1,)+Ry, +C—2£|3dt =0
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Estas son tres ecuaciones integrodiferenciales en tres incégnitas que pueden resolverse para las
corrientes de las gasas I, Iy, Is.

Habiendo resuelto las ecuaciones anteriores para Iy, |, I3, es facil encontrar las corrientes en cada
rama y los voltajes a través de resistores, capacitores e inductores.

Notemos que las corrientes de gasa no son corrientes medibles en un laboratorio; son variables
auxiliares que escogemos para reducir el nimero de ecuaciones integrodiferenciales que se deben
resolver.

2.7. Combinacion en serie

Después de haber estudiado los métodos de andlisis, definiremos lo que vamos a entender por redes
equivalentes. Decimos que dos redes son equivalentes con respecto a un par de terminales, si sus
caracteristicas voltaje corriente son las mismas.

Las redes equivalentes las podemos emplear para reducir la cantidad de hechos necesarios para
establecer las caracteristicas del circuito. Aqui estudiaremos algunos métodos para establecer
equivalentes simples.

Decimos que dos 0 mas elementos de circuito de dos terminales estan conectados en serie, si la
corriente a través de ellos es la misma.

Si tenemos dos o mas elementos del mismo tipo conectados en serie, se pueden sustituir por un
elemento equivalente para simplificar la red. Veremos esto para cada tipo de elemento en detalle.

2.7.1.Resistores
Sean R; y R, dos resistores lineales conectados en serie. Si aplicamos una fuente de voltaje V a sus
terminales, la corriente | que fluira por ellos sera la misma. Aplicando la LVK tenemos:

V =IR; + IR, = I(R;+Ry) =R
Como se ve la serie Ry, Ry, se puede sustituir por un simple resistor:
R=R;+R;
Esto es valido para cualquier nimero de resistores. En general los resistores lineales conectados en

serie, se pueden reemplazar por un simple resistor cuya resistencia es igual a la suma de las
resistencias de los resistores en serie.

Rl, Rz, Rg,..., RnE R= R1+ R2+ R3+ ....... +Rn

2.7.2. Inductores
Sean L; y L, dos inductores lineales e invariantes en el tiempo conectados en serie. Si les aplicamos
un voltaje V y consideramos una corriente i, tenemos por la LVK:

di di di di
VELIE‘FLZa:(Ll'FLZ)aELa

Como se ve, se puede sustituir la serie Ly, L, por un inductor equivalente L, tal que:
L=L;+L;
2.7.3. Capacitores
Sean C; y C, dos capacitores lineales e invariantes en el tiempo, y que estan conectados en serie. Si

les aplicamos un voltaje V, se pueden aplicar la LVK para obtener:
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W0=éﬁmm+éjmmu{é+éjﬁmmzéﬁmm

dénde:

Si reemplazamos C; y C, por un simple capacitor, su capacidad deberé de ser:

c_ [ C,+ CZJ
CC,
2.8. Combinacién en paralelo
Decimos que un conjunto de elementos de circuitos esta conectado en paralelo, si estos estan
conectados al mismo par de nodos. Consideraremos cada caso en particular.

2.8.1. Resistores
Si consideramos dos resistores en paralelo y aplicamos un voltaje V a la combinacion, podemos
escribir:

V= ilRl = i2R2
donde por la ley LCK:
i]_ + i2 =i

Si combinamos estas ecuaciones obtenemos:

v ov oo RR. g
R

1 2 1+ 2

Esto implica que dos resistores en paralelo R:| R, se pueden reemplazar por un simple resistor con
una resistencia igual a:

RR

— 12

R, +R

1 2

2.8.2. Inductores
Si empleamos argumentos similares a los del caso del resistor en paralelo para desarrollar la relacion
entre dos inductores en paralelo tenemos:

V= Llﬁ =L, di,
dt dt
Pero por LCK:
i]_ + i2 =i
de aqui:
di _di _di,
dt dt dt
De esto:
_ Lk, di_ di
L,+L, dt dt
lo implica que:
— L1L2
L,+L

1 2
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2.8.3. Capacitores

Consideremos dos capacitores de capacidades C; y C, en combinaciéon en paralelo. El voltaje a
través de cada capacitor sera V y tenemos:

. dv : dv
Ilzcla y L :CZE
donde por LCK se tiene:
g+ =i
por lo que:
av dv
C=(C,+C)—=C—
(C,+C,) p ot

por lo que la combinacion en paralelo de dos capacitores se puede sustituir por un simple capacitor
con capacidad:

C:C1+Cz
= R, R, = Ri+R,+ Rt +Ry
—Ay AMA——A— A = A
CyCC50,
Cy Cz Gy & Cy+ Cat Gyt + 0
— i = - -
Ly L Ls Ln LytLy+tly++Lls

I N i R T e Vo I e T

LyLglgLn

Ri+R,+ Rt +R,

Ry+R,+ R+ +R,

:|:C1 102103 %Cn = %C1+Cz+03+"'+on

Figura 29. Combinaciones en serie y paralelo.
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3. ANALISIS SENOIDE

Las funciones senoide se usan comunmente en el andlisis de redes dadas sus propiedades
matematicas. Por la superposicion de las redes lineales podemos calcular la respuesta de las redes a
una entrada arbitraria, calculando la respuesta de cada uno de sus componentes senoide.

3.1. Respuesta de frecuencia de redes

La relacion entre la funcion de excitacion y la respuesta en estado estacionario, esta descrita por la
funcion de transferencia de estado estacionario H(jo). Esta funcion es una relacién de dos polinomios
en

B(jw) _ b,(jo)" +b,,,(jo)"" ++Db,(jo) + b,

)= Ajo)  a,(jo)" +a,,(jo)" +-+ ay(jo) +

como notamos anteriormente, H(jo) es en general una funcién compleja que puede ser representada
como una magnitud multiplicada por una exponencial compleja:

H(jo) = | H(jo) | gltt@)
donde:
[H() | = [H{o)H*(o)"

o ImH(Go)]
O(w) =19 {Re[H(jco)ﬂ

y:

Si H(jw) es conocida para todos los valores de o, la respuesta a cualquier funcién senoidal de manejo
se obtiene simplemente multiplicando H(jw) por la funcion exponencial de manejo. Por ejemplo: si la
funcién de manejo es: sin(ot + ¢), la respuesta se encuentra de:

Y(t) = Im[H(jw)e"* 9]

Luego es Uutil el considerar a H(jo) como funcién de una variable o bajo la funciéon de excitacion
especificada en la frecuencia.

Para obtener una descripcion de la respuesta de un sistema a senoides de varias frecuencias,
podemos graficar H(jw) como una funcion de la frecuencia w.

Para especificar por completo H(jw), se necesitan dos curvas. Normalmente éstas se toman como la
magnitud de |H(jm)| y la fase ¢(w). |H(jco)|es la respuesta en amplitud de la red, ya que ésta
especifica el efecto de la red en una amplitud senoide como una funcién de la frecuencia.

Similarmente ¢(w) es la respuesta en fase de la red, ya que ésta especifica el efecto de la red en una
fase senoide como funcién de la frecuencia.

Es una convencion graficar veinte veces el logaritmo de la magnitud de la funcién. Esto permite una
gran variacion en la funcién | H(jw) | al ser graficada en una grafica compacta. Estas gréaficas son las
graficas de Bode.

Definiremos el decibel, que tiene por abreviatura db de la forma:

20 log | H(jw) | = 10 log| H(jw)|? = db

3.2. Fasores

La variacion en el tiempo de los voltajes y corrientes de un circuito en el estado estacionario senoide,
pueden representarse en forma exponencial compleja €. Como sabemos la variable de tiempo t,
entrara dentro de nuestra solucién de esta forma, pero a menudo es conveniente suprimir la variacion
del tiempo y simplemente desarrollar una solucion invariante en el tiempo en términos de una funcién
de manejo compleja y de una impedancia compleja.
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Despues de que se ha obtenido la solucion invariante, la variacion del tiempo puede incorporarse en
la solucién multiplicandola por "',

Por ejemplo en la figura 30.

Wit = A senfat+¢) FLC

Figura 30. Ejemplo de red.

se desea calcular la corriente estacionaria i(t), por medio de calcular la respuesta exponencial

compleja I(t) por una funcién de manejo:
Al

Tomando la parte imaginaria, por ejemplo:
I(t) = Im | A6 (o) |
donde Y(jw) es la funcién de admitancia equivalente de la combinaciéon RLC.
Se ve que la ecuacioén anterior se puede escribir como la parte imaginaria de la solucion invariante:
_ I = Ae®Y(jo)
multiplicando por " _
i(t) = Im|1e"!

Para desarrollar la parte invariante de la solucién, podemos emplear la red de la figura 31.

V= Aelt el

Figura 31. Parte invariante de la solucion.

en la cual la variacion del tiempo €' se ha eliminado. La funcién de manejo de voltaje es:

V= Ae®
y la respuesta de corriente:

I =VY(jw)
Para obtener la respuesta en el tiempo multiplicamos la ecuacion

I =VY(jw)
por €'y tomamos la parte imaginaria de la ecuacion

i(t) = Im| 1"

Las cantidades | y V se denominan Fasores.
Para trabajar con fasores es necesario establecer una convencion para relacionar los fasores con la

solucién en el tiempo. Si hemos definido la solucion en el tiempo correspondiente al fasor, como la
parte imaginaria del producto de éste y la funcién del tiempo €, nuestra convencion sera representar
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todas las variaciones senoides en términos de la funcién seno. Esto requiere que toda funcién de

manejo de la forma cos(ot+¢), se escriba en su equivalente sen(wt + ¢ + n/2), para desarrollar el
modelo de fasores.

Por ejemplo empleando fasores desarrollaremos la solucion estacionaria para V,(t) en el circuito de la
figura 32.

i)

20 10

Wit =8 cos(t+Td) @-Et:l 0.5f — gzg

Th

Figura 32. Ejemplo del uso de fasores.

La funcién de excitacién en este caso es:

T
V(t)=8 cos(t + 4}

Siguiendo nuestra convencion de fasores, rescribimos V(t) como:

V(t)=8 cos[t + nj = 85en(t + %j
4 4

y la funcion fasorial de excitacién correspondiente a V(t) es:
V = 8e/®%4
Construimos en la figura 33 nuestro modelo fasorial. La respuesta fasorial VL esta dada por:

V=il

Figura 33. Modelo Fasorial.

Para calcular I3 convertimos la fuente de voltaje a una fuente de corriente (ver equivalentes de Norton
y Thevenin), y el circuito fasorial equivalente se muestra en la figura 34.

Empleando la relacién de division de corriente para obtener:

1

I, =4ej[%] 1 '1+1j 1 |” 4 et = 202 o
BN I ) 3
2 2 2 1+]
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Luego:

V =jl,=e? |32fei“
Por lo que:
V(1) = Im(zf e"“e“”‘J = 2fsen(cot + 1)

I3

L
*

1l =y

Figura 34. Circuito Fasorial equivalente.

3.3. Respuesta de redes a funciones senoides
Consideremos la red de la figura 35

Figura 35. Red CR en paralelo.

Si calculamos la respuesta de voltaje V(t), de esta red a una fuente de corriente senoide,

i(t) = sen[t + gjvo(t) t>0

La ecuacién de operacion sera:

dv(t)+V(t):sen(t+nj t>0
dt 8

Podemos calcular la respuesta V(t) resolviendo la ecuacién diferencial, para obtener:

V(t) = é{sin(t —gj + {sing + ﬁvo}el} >0

Donde V, es el voltaje inicial del capacitor. Notese que la componente de estado estacionario de la
solucion es una senoide con la misma frecuencia que la sefial de manejo, pero con fase distinta y
diferente amplitud. Se ve también que la componente de estado estacionario es justamente la
solucion particular de la ecuacion diferencial. Luego si s6lo estamos interesados en la componente de
estado estacionario, necesitamos s6lo calcular la solucién particular.

Aparece otra simplificacion debido a la propiedad de linealidad de la red. En lugar de considerar la
funcién de manejo sinot podemos trabajar con la funcion coswt + jsinet = ejot. Dada la propiedad de
superposicion, sabemos que nuestra solucion serd una sumatoria de dos componentes, la
componente real sera la respuesta debida al Coswt, y la componente imaginaria sera la respuesta
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debida al sinot. Luego para considerar problemas senoides de estado estacionario, podemos calcular
la solucion particular manejando la funcién €. La parte imaginaria de esta solucién es la respuesta
estacionaria al sinwt y la parte real es la respuesta estacionaria al coswot.

Para ver mejor todo lo anterior, calcularemos la respuesta estacionaria de voltaje del circuito de la
figura 36.

Figura 36. Circuito para calcular la respuesta estacionaria.
Consideremos la funcién de excitacion e™®. Nuestra solucién particular es de la forma:

cel"s)

Sustituyendo esto en la ecuacion de operacion de la figura 37:

Figura 37. Circuito para calcular la respuesta estacionaria.

la ecuacion
VO | viy=sen[t+ =] t=0

dt 8
da: _ _ _

jKeJ(HrdS) + Ke](t+n/8) — eJ(H-Tr/B)
o:

ko 1 _1-
1+j 2

Si la respuesta de estado estacionario estd dada por una solucién particular, la respuesta al
sen(t+n/8) esta dada por:

i_j j(t+n/8) 1
V(t)=Im|—¢€' =—sin(t-=/8
(1) [ 2 :l \/E in(t—m/8)

gue es la misma que la ecuacion

2

Para generalizar este resultado necesitamos considerar la respuesta de una red arbitraria formada
por elementos R, L, C. Ya se vio anteriormente que las respuestas a tales redes se pueden describir
por una ecuacion diferencial de la forma:

V(t) = 1{sin[t —gj +[sing +ﬁv0je‘} t>0
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Z Y(t) wa(t)

donde la funcion U(t), es la funcion de manejo de la red, y y(t) es la respuesta de la red.

Como se ha visto para el caso especial de la figura 38:
ift) Wit

Figura 38. Caso especial.

podemos encontrar la respuesta en estado estacionario a la funcion de manejo Sin(wt+¢), calculando
la solucion particular a la ecuacion diferencial con la funcién de manejo €“"?. Luego de la ecuacion

Z Y(t) bzw(t)

reemplazamos la funcién de manejo U(t) por la funcién exponencial compleja: € y asumimos la
solucién exponencial compleja:

Y(t) = K e
esto nos da:

|:kzn: a, (jg))':|el(mt+¢) _ |:zm: bi(jw)lilej(wum

Resolviendo para K, tenemos:
2_b,(jo)
k — i=1

ja.(jm)‘

Notese que K es una constante con respecto a la variable t, pero es variable con la frecuencia de la
funcién de manejo, por lo que definimos a K como una funcién de j:

K =H(jw)

que se llama la caracteristica de transferencia de la red a estados estacionarios senoides. No6tese que
la H(jo) es idéntica en forma a la funcion de transferencia H(s), si se cambia s por jo.

Empleando la notacion de transferencia de estado estacionario, la solucion particular a la ecuacion
diferencial es: _
Y(t) = H(jw)e

La funcién H(jw) es en general compleja y puede ser representada en forma exponencial compleja
como: _
H(jo) = |H(jo) | "

donde:
[H(jo) | = [Hio)H* ()]
y:
o ImH(jo)]
)=t {Im[H(j@)]j

y por lo tanto la ecuacion
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Y(t) = H(jo)e "
se puede escribir como: .
Y(1) = [H(jw) | oo

Tomando la parte imaginaria de la ecuacion
Y(t) = | H(jow) | el
se obtiene la respuesta de la funcién de manejo sin(ot+¢).
Y(®) = Im[Y(®)] = |H(jw) | sin (ot + ¢ + 6(w))

Por lo que el efecto de estado estacionario de la red a una entrada senoide, esta descrito por un
cambio de amplitud y de fase a través del término | H(jw) | y 6(w) respectivamente.

Comparando las ecuaciones

az Y(t) bZAJ(t)

|:kzn: a, (ju))':|ej(m+¢) _ |:zm: bi(jm)lilej(wum

podemos ver que el paso siguiente a estudiar en el estado estacionario senoide, por medio de la
funcién exponencial compleja, es reemplazar el operador diferencial d"/dt" por (jo)" donde éste
aparezca en la ecuacion de operacion. Una pregunta que se nos puede presentar aqui es si es 0 no
indispensable desarrollar la ecuacion diferencial cuando trabajamos con estado estacionario senoide.
¢Es posible desarrollar las caracteristicas del estado estacionario directamente del circuito sin pasar
por la ecuaciéon diferencial? La respuesta la obtendremos considerando las relaciones voltaje
corriente para elementos individuales bajo las condiciones del estado estacionario.

Consideremos la corriente de un inductor de la forma:

IL(t) = gllotra)
El voltaje en el inductor sera:

di (t)

Vi) =L—==(joL)1(t)

Similarmente la corriente en un resistor de la misma forma nos puede dar un voltaje de resistencia:

Vr(t) = Rlr(t)
Un voltaje: _
Ve(t) = gl(et+d)

aplicado a las terminales de un capacitor nos hace aparecer una corriente:

dv, (1)
L(=Cc=st

= (JoC)Vc (1)

Empleando estas tres relaciones tenemos una descripciéon algebraica de las relaciones voltaje-
corriente para L, R, y C, bajo las condiciones del estado estacionario senoide, como:

V() = (ol
Vr(t) = (L/R)Vr(Y)
le() = (oC)Ve()

Notese que este estudio del estado estacionario por medio de la funcién exponencial compleja, nos
permite reducir las relaciones voltaje-corriente para los elementos L y C, a una analogia con la
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relacion para un resistor. Para poder explotar esta analogia definimos las reactancias inductiva y
capacitiva respectivamente como:

X|_ = J(DL

En este estudio podemos reemplazar L y C por los valores de su reactancia, y emplear las relaciones
voltaje-corriente de las ecuaciones

VL) = (oL)I(t)
VR(t) = (1/R)Vr(t)
Ve() = (joC)lc(t)
0 sus equivalentes en términos de voltaje:

IL(t) = (MjoL)VL(1)

Ir(t) = (1/R) Vr(1)

le(t) = (joC)Ve()
Notese que estudiando el estado estacionario senoide por medio de funciones exponenciales
complejas nos permite reducir las relaciones terminales voltaje-corriente para L y C a operaciones
multiplicativas simples con una analogia cercana a las relaciones terminales resistivas voltaje-
corriente.
Para explotar por completo estas analogias, definimos las reactancias inductivas y capacitivas por

X|_ = JO)L

¢ joC ®C
Resolveremos un caso como ejemplo: Evaluar la corriente para estado estacionario senoide del

circuito de la figura 39, por el método de derivar la ecuacion diferencial y reemplazar el circuito por su
equivalente de estado estacionario.

Figura 39. Circuito RLC en serie.
Donde V(t) = sen(2t+n/3).
La ecuacién diferencial que describe la respuesta de corriente es:

5 .
2£+ ﬂ+ 6i :d—v
dt®> dt dt

Tomando la funcién de manejo como funcién exponencial compleja:
V(t) — ej(2t+7'r/3)

La respuesta de corriente es:
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(1) = <L giew3
0=y )5

1
|(t) _ T gi@t3) :ﬁe(1n14)ej(2:+n/3) _ \/Eej(ZHT[/lZ)
-]

Para obtener el circuito equivalente reemplazamos L por joL y C por 1/joC, y el circuito equivalente es
el de la figura 40.

it)

Figura 40. Circuito equivalente
Aplicando la LVK en la red tenemos:
Vi) + Va(®) + Ve(t) = €470
Aplicando las relaciones voltaje-corriente para cada elemento:

ViL(t) = 4jI(t)
V() = I()
Ve(t) = -3ji(t)
Sustituyendo estas ecuaciones en las ecuaciones obtenidas por la LVK tenemos:

I(t) = [4j+1-3j]e" "
1 j[ZH%) 1 J(ZHIL[Z]
I(t)y=—¢ ——e
RAETTRNF

La corriente en estado estacionario es:

I(t) = M]IW@HJ

3.4. Graficas de bode de respuesta en amplitud

Recordemos del capitulo de transformada de Laplace, que el tipo de términos que aparecen en la
funcion de transferencia H(s) eran de la forma:

Py(s) =s"
Pa(s) = (s+a)"
P3(s) = S*+2E0nS + 0

esto implica que los polinomios A(jw) y B(jo) de la ecuacién

B(jw) _ b,(jo)" +b,,,(jo)"" +-+b,(jw) + b,
Ajo)  a,(jo)" +a,,(jo)"" + +a,(jo) + 2,

H(jo) =

se pueden escribir como productos de un escalar y un factor de la forma:
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Pi(jo) = (jo)"
P2(jw) = (jota)n
P3(jo) = (on +02)+I2E0n0
luego:
20 log | H(jw) | =20 log |B(jo)| - 20 | Ajw) )

Si la funcién de magnitud se escribe como:

oy = 20

|A(jo)

En concreto, la magnitud de cada uno de los términos polinomiales es simplemente el producto de las
magnitudes de cada uno de los factores.

20log | H(jw) | = 20log | By(jo) | + **+ 20log | Bm(jw) | - 20l0g | 1AGw) |- = - 20log | Aq(jw) |

donde se ha considerado:
B(jo) = Bi(jw) Ba(jo)....Bn(jo)
Ajo) = Ai(jo) Ax(jw)....Aq(jo)

y cada B(jw), Ai(jw) esta dado por uno de los polinomios de la ecuacion

Pi(jo) = (jo)"
Ps(jo) = (jot+a)n
Ps(jo) = ((x)n2+(x)2)+J2§0)nw

Luego la gréafica de la funcién 20log | H(jw) | consiste en la suma y resta de graficas que corresponden
a la magnitud de los términos de la forma dada en la ecuacién

Pi(jo) = (jo)"
P,(jo) = (jota)n
Ps(jo) = (mn2+m2)+.]2é’;u)nm

El Término

Pi(jo) = ()"

La magnitud de este término es:
[Pi(jo) | = o
Luego el término a considerar es:

20 log | H(jw) | = 20 log "

para o = 0.1, este término es -20n db, par o = 1, su valor es de 0 db y para @ = 10 su valor es 20n
db. Es de notar que la funcién se incrementa 20 db por década.

El Término
Pa(jo) = (jo+ a)"
La magnitud de este término es:
| Pz(j(k)) | — (0)2+a2)n/2
gue se puede expresar como:

20 log |H(jo)| = 10n log (»*+a?)

es conveniente normalizar el argumento de esta funcién por el parametro a® para llegar a una funcion
de frecuencia normalizada variable U.

u=2
a

La funcién a graficar sera:
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20 log |H(jw) | = 10n log(1+u®) - 10 n log a?)

Consideremos el término 10n log(1+u?). Para U<<1, este término es aproximadamente 10n log(1) 0
cero db. Para U>>1 este término llega a ser aproximadamente 10n log (U?), que es el mismo del
estudio anterior. El valor u = 1, se llama un punto de corte y en este valor de U, la magnitud es: 10 n
log(2) o 3ndb.

El Término
Pa(j®) = (o’ - @°) + j2Emn ©.

La magnitud de este término es:

|Psjo) | = [(0n>- 07) + 4620320
La funcién a considerar es:

20 log |H(jw) | = 10l0g [(on>- ©°)? + 4820, 07

De nuevo es conveniente normalizar el argumento dividiendo por el parametro w,", para obtener la
funcién de frecuencia normalizada U.

u=2
()

n

La funcioén se puede escribir como:

20 log |H(jw) | = 10 log [1+2(2¢£%-1)U*+U-10 loge,*
Consideremos el término: 10 log [1+2(2&%-1)U*+U*-10 loge,’. Para U’<<1, este se aproxima a 10
log(1) = 0 db. Cuando U*>> 1, esta funcion es aproximadamente 10 logU*, que se grafica como una
linea recta que se incrementa 40 db por década. Usando estas dos lineas como asintotas de la curva
de magnitud. Las asintotas intersectan la frecuencia de corte u = 1. Las caracteristicas exactas de la

curva de magnitud para U en la region de la frecuencia de corte dependen del valor de x, que se
denomina coeficiente de amortiguamiento.

3.5. Graficas de bode para respuesta de fase

Como se discutié anteriormente, la caracteristica de fase:
Re[H(jo)]

describe la fase de la respuesta de la red en estado estacionario senoide relativa a la fase de la
funcion de manejo. Como se ha visto el numerador polinomial y el denominador de H(jw), B(jo) y
A(jw), son productos de factores del tipo de la ecuacion

P1(jo) = (jo)"
P2(jo) = (jota)n
P3(j0) = (on°+0°)+I2Emnm
Escribiendo A(jo) y B(jo) como productos de términos de este tipo:

A(o) = Ai(jo)Ax(jo)....An(jo)
B(jo) = B1(jo)B2(jo)....Bn(jw)

Se ve claro que:

36



_ B.(jo)B,(jw):-{B,(jo)
AL (o)A, (jo)-|A,(j0)

exp[io, (©) + i, (©) +-+ jo, (©) = jd(®) =~ jd, ()]

Ho)e™

donde:

_ [ mB)] | _
0.(0) =tg {Re[Ai(jm)]} i=1,2,..,m

b, (0) =tg {Re[Bk(jm)]} 1,2,...n
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4. VARIABLES DE ESTADO

En los puntos anteriores hemos visto que los circuitos que contienen elementos que almacenan
energia (Capacitores e inductores), nos llevan a obtener ecuaciones integrodiferenciales. Si un
circuito es de primer orden, la ecuacion diferencial que lo describe es de primer orden, si el circuito es
de segundo orden, la ecuacion que lo describe sera de segundo orden, y asi sucesivamente. En
muchas aplicaciones practicas, los circuitos que contienen muchos elementos que almacenan
energia, tienen ecuaciones de orden superior para describirlos.

Una ecuacion diferencial de n-ésimo orden, no es en lo general de facil solucién, es preferible obtener
un conjunto de n ecuaciones simultaneas de primer orden de la ecuacion diferencial de n-ésimo
orden, empleando un conjunto de variables auxiliares llamadas: Variables de Estado.

Primero veremos métodos sistematicos para obtener las ecuaciones de estado, para las ecuaciones
diferenciales de primer orden, después veremos métodos para describir las variables de estado para
redes, y pasaremos a analizar por este método ecuaciones de estado para redes lineales e
invariantes en el tiempo.

4.1. Método directo para escribir ecuaciones de estado

Veremos un método mediante el cual la ecuacion de estado de la red, puede escribirse directamente
de ella. En este método escogemos las variables de estado a partir de las variables fisicas de la red,
como corrientes a través de inductores o voltajes a través de capacitores. Es por esta razén que las
variables de estado son variables fisicas.

En general podemos considerar dos tipos de variables en una red dada, que sean calificables de
variables de estado:

1.) Voltajes a través de capacitores y corrientes a través de inductores.
2.) Carga en capacitores y flujo en inductores.

Para poder formalizar el método lo haremos con un ejemplo.

Consideremos el circuito de 1% orden de la figura 41.

Figura 41. Circuito de primer orden.
Este tiene sélo un elemento que almacena energia, (capacitor) por lo que necesitamos definir sélo
una variable de estado. Suponemos que ésta es el voltaje a través del capacitor, Vc, por lo que
esperamos establecer una ecuacion diferencial de primer orden. La LVK nos da:

V() = Ri(t) + V()

pero:
o av
i(t)=i_(t)=C—=
(1) =i.(t) at
Por lo que tenemos:
v(t) =rc Ve 1 v (1)
dt
0.
av. 1 1
v+ tv
dt RC oV RC ®
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denotando la variable de estado Vc(t) por X(t), tenemos:

. 1 1
X = —— X(t) + — V(t
RC ) RC (t

donde la Ultima ecuacion es la ecuacion de estado deseada.

Veremos ahora un circuito de 2° orden:

Consideremos el circuito RLC en serie de la figura 42.

Figura 42. Circuito RLC.

El voltaje VC y la corriente i. son dos posibles variables de estado

La ecuacién para este circuito es por LVK:

V(t) = RiL+L%+ V,
dt

La relacion voltaje corriente para el capacitor es:
dV,
dt

i =C

Reagrupando las dos Ultimas ecuaciones tenemos:

d_ R —lvc+%V(t)

dt LY L

Y.
dv, _ 1.
d C*

Estas ecuaciones las podemos poner en forma de una ecuacion matricial de la siguiente forma

di, R 10 1
— - L
d |_| L C L
dv. 7| T ' +| = V()
dt C ¢ 0
Si ahora:
Xa(t) = i(t)
U(t) = V(1)
y
Xa(t) = Vc(t)
la ecuacion
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di, R 1, 1
e AR Y i
dt |_| L L 4 V(1)
ave |71 1 gy
dt C ¢ 0
toma la forma:
x.] [_R _1x] |1
= F b v
1 e 21x] o

y la ecuacion vectorial, toma la forma:
X(t) = AX(t) + BU(t)

Analicemos ahora un circuito de tercer orden: Sea el circuito de la figura 43.

Figura 43. Circuito de tercer orden.

En el hay tres elementos que almacenan energia, por lo que hay tres variables de estado posibles de
especificar. Los pasos para obtener la ecuacién de estado son:

1.) Escoger V1, i, V3 como variables de estado.

2.) Escribir las ecuaciones para los nodos, y las ecuaciones para las gasas.

n1:i=i4+i1+i2
nz:i2:i3+i5
Il:V1=VL+V3

3.) Empleando las relaciones voltaje corriente para las ramas, se expresan todas las variables en
términos de las variables de estado: V4, i, V3, y sus derivadas.

i4 = Vl
av,
dt
v, =L g
dt
i, —cdV
dt

i5 = V3

i =C

4.) Empleando las ecuaciones anteriores en
n1:i:i4+i1+i2
No: i2 = i3 + i5
|1: V=V, +V;3

para eliminar todas las variables que no son de estado, tenemos:
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dv,

i=V,+ dtl +1,
. dv.
i,=—2+V,
2 dt 3
v, =28y
dt
Reagrupando las ecuaciones se tiene:
dd\il ==V, -, +i
d_1, 1,
da 2 2
d(;f" =-V, +i,

5.) Se escriben las ecuaciones de las relaciones del paso No 4, como una ecuacién matricial para con
ella obtener la ecuacion de estado en forma normal:

av,
dt | [-1 -1 0 [v,] [1
%:% o -1l |+|oj
dv,| [0 1 -1]V] [O
dt

La dltima ecuacién es un conjunto de tres ecuaciones diferenciales de primer orden.

4.2 .Métodos para pasar de ecuaciones diferenciales a ecuaciones de estado
Empezaremos por considerar un circuito de segundo orden como el de la figura 44.
& L

oc +
ilt) - I senwt (D 4_-_(

Figura 44. Circuito de segundo orden.

. i
| il: +

R
R

Este circuito contiene dos elementos que almacenan energia. Esperamos que la ecuacion diferencial
que lo describe sea de segundo orden.

La fuente de corriente i(t) es la entrada y el voltaje a través de los tres elementos V(t), es la
respuesta. Aplicando la LCK al nodo n1, tenemos:

iZiIR+iC+iL

De las relaciones voltaje corriente para las ramas del circuito tenemos:

t
R=2vi c=ci L=Llva
R dt L
Luego de la ecuacién
i=iR+iC+iL
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tenemos:
ey Iy Vi1, sinot
a "RV

Diferenciando ambos lados de la ecuacion, y dividiendo por C tenemos:

v 1dv 1 o}
s +t———+—V=—l cosnt
dt* RC dt LC Cc

Esta es la ecuacion diferencial que describe al circuito de la figura 45

- : i
Dc TR ip *
+
ilt) - I sent (D R T & L
Figura 45.

Como un primer paso para escribir la ecuacién

v 1dv 1 ©
st~ —+—V=—lcosnt
dt* RC dt LC C

en forma de ecuacion de variable de estado, introduciremos dos nuevas variables: X;(t), X,(t), tales
que:

X (t) = V(1)
_av(
X,(t) = pm

El siguiente paso sera eliminar la cantidad V de las ecuaciones

v 1dv 1 ®
st —<—+—V=—lcosnt
dt* RC dt LC C

X1t = V()
y
dv(t)
X, (t)=—*~
»(t) it
asi que se tiene:
. dv(t)
X,(t)=—"*~
O="y
y:
X =X,
Diferenciando
dVv(t)
X, (t)=—=~
2(t) ot

y empleando la ecuacién

v 1dv 1 ®
s t————+—V=—lcosnt
dt* RC dt LC

se tiene:
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X, = V(t) :—R—lc\'/—éV+%l0 coswt

. 1 1
X,=——X, ——X, +9I0 cosot
LC RC C

Escribiendo en forma de matriz las ecuaciones

se tiene:

v 0 1 0

K e

X, Lc rclXd [c®
La ultima ecuacion, es la ecuacion de estado deseada. Consiste de dos ecuaciones diferenciales de
primer orden simultdneas. Queda claro que si podemos resolver estas ecuaciones de estado para
Xi(t) y Xy(t), resolverlas para otras variables de la red es facil. Por ejemplo, para encontrar V(t)
empleamos la ecuacion

Xa(t) = V()

Daremos un método sistematico para resolver cualquier ecuacién diferencial matricial de primer orden
de la forma:

X(t)=AX+BU
Consideremos un circuito de tercer orden cuya ecuacion diferencial esta dada por:
VE(t) + asVA(t) + a,V(t) +a; = U(t)
donde V™(t) denota la n-ésima derivada de V(t), a;, a,, as, son constantes y U(t) es la entrada. El
objetivo ahora es transformar esta ecuacion diferencial de tercer orden a un conjunto de tres
ecuaciones diferenciales de primer orden simultaneas.
1% paso
Definimos un conjunto de variables de estado X;(t), Xx(t), Xs(t), tales que:
Xy(t) = V()
Xa(t) = V(1)
Xa(t) = Vo (t)
Tomamos las derivadas de las ecuaciones anteriores:
X 1(1)(1) = Vo ()

X o(1)(t) = Ve 1)
X3(1)(®) = V(D)

2%paso

Las ecuaciones anteriores se puede expresar V), V(z), V() en términos de X;, X;, X;, empleando las
ecuaciones

VO(t) + azV@(t) + aV(t) + a; = U(t)

43



Xi(t) = V(1)
Xa(t) = V(1)
Xa(t) = V(1)

como
X4(t) = Xz
Xo(t) = X3
X3(t) = U(t) - a1 Xy - apX5 - asXs
3%paso

Ponemos las ecuaciones obtenidas en el 2° paso en forma de matrices:

X, 0 1 0 | X,| |O
X,|=| O 0 1 | X,|+|0U
X, -a, —a, —-a,| X, 1

4.3. Cargas y flujos como variables de estado
Consideremos la red de la figura 46.

Figura 46.

Si se escribe la ecuacién de estado de esta red, usando la carga en los capacitores y el flujo en los
inductores como variables de estado, los pasos a dar en este caso son:

1.) Se escogen gy, Qs, Y ¢ como variables de estado.
2.) Se escriben las ecuaciones de nodo y gasa.

i:i4+i1+i2
i2:i3+i5
V1=V|_+V3

3.) Se emplean las relaciones voltaje corriente de las ramas, para expresar todas las variables en
términos de las variables de estado qi, 0. y ¢, Y sus derivadas.

V= b

1 C:1

i _da,

toodt

=%

2 C3
|4:i:q1
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i _da,
Podt
_ do,
T dt
A

|5 | - q3

4.) Se emplean las ecuaciones
i= i4 + il +i2
i2 = i3 + i5
V]_ = V|_ + V3

v,=%
C

para eliminar las variables que no sean de estado.

1 .
q, :_q1_5¢2+|
(I)z =Q,—0,
1
4, :§¢2_q3

5.) Se ponen las Ultimas ecuaciones en forma matricial.

1

a] |71 -5 Ofa] [2
o, 1=l 1 0 ~—1f¢,|+|0]i
4, 0 -119,] |0

2

y la ecuacion es otra representacion de estado del circuito de la figura 47.

Figura 47.
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4.4. Representacion en ecuaciones de estado para circuitos no lineales variantes en el tiempo
Uno de los puntos importantes del método de variables de estado es el hecho de que los circuitos que
contienen elementos no lineales o variantes en el tiempo, se pueden estudiar tan facilmente como los
circuitos lineales e invariantes. Para esta clase de circuitos, es generalmente mejor escoger como
variable de estado la carga o el flujo.

Los pasos a seguir para escribir la ecuacion de estado de un circuito no lineal son las mismos que en
el caso de los circuitos lineales, a excepcién del paso (3). En este caso la corriente a través de un
capacitor variante en el tiempo, se puede sustituir por la derivada de ¢.

Consideramos en forma tipica que los capacitores son de carga controlada, y los inductores de flujo
controlado, y es por esto que podemos considerar que los capacitores, como los inductores no
lineales, estan dados en la forma:

Ve = fi(q)
i = f(9)

donde f; y f,, son funciones no lineales.

También en este caso, la corriente a través de los capacitores se pueden reemplazar por la derivada
de la carga, y los voltajes a través de los inductores, se pueden reemplazar por las derivadas de los
flujos.

Consideremos el circuito de la figura 48.

Figura 48.

Es un circuito de 2’ orden variante en el tiempo.

Si consideramos R invariante, pero los elementos que almacenan energia son lineales pero variantes,
los pasos a seguir para obtener la ecuacion de estado son:

Paso No 1.- Se eligen ¢ y g como variables de estado.
Paso No 2.- Se escriben las ecuaciones de gasa y nodo:

ni= i= iC + iL
|13 Vc = R|L + VL

Paso No 3.- Se escriben las relaciones voltaje corriente de ramas para expresar las variables que
aparecen en la ecuacién anterior en términos de las variables de estado q y f, y sus

derivadas:
e = ()
Ve = 40
= ?ﬁ)w)

Paso No 4.- Se emplean las ecuaciones
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n= i= ic + i|_
|1:> VC = R||_ + V|_

y
ic = q(t)
1
Ve = @q(t)
. 1
I = @d)(t)

para eliminar las variables que no sean de estado.
1 .
=———¢+i
q 0 ¢
1

R
d):@q—m‘b

Paso No 5.- Se ponen las ultimas ecuaciones en forma de matriz.

1 1

:1_@+i

Moo Lol
gue es la ecuacion de estado.

Ahora consideremos el circuito no lineal de la figura 49.

Figura 49. Circuito no lineal.

Consideremos los resistores como lineales e invariantes en el tiempo, el inductor es de flujo
controlado, y el capacitor de carga controlada. Ademas consideremos que:

Vi =fi(0y)
V3 = f3(03)
ip = f2¢2

Los pasos para escribir la ecuacién de estado son:
Paso No 1.- Se escogen gy, ¢,, gz como variables de estado.

Paso No 2.- Se escriben las ecuaciones para nodos y gasas.

n1:i:i4+i1+i2
nz:i2:i3+i5
Il:V1=V2+V3
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Paso No 3.- Empleamos las relaciones voltaje corriente de las ramas para expresar todas las
variables de las Ultimas ecuaciones en términos de las variables de estado: s, ¢2, ¥ O3
y sus derivadas.

i1 =01, i2=T2d2), 13=0s, is =F1(qQ1), is = f3(qa)

Vi = fi(qu), Vs =fa(gs), Vo= 2

Paso No 4.- Se emplean las ecuaciones:

n1:i:i4+i1+i2
Ny: i2 = i3 + i5
|1: Vl = V2 + V3
y
i1 =0y,
iz = f2(d2),
i3 = s,
ia = f1(q),
is = f3(Qs)
V1 = fi(qy),
V3 = f3(0a),
Vi=¢,

para eliminar las variables que no sean de estado.

g, =-f1(a1) - fad2) +1i
&, = fa(aa) - f3(qa)
¢, = fa(f2) - f3(as)

Paso No 5.- Se escriben las Ultimas ecuaciones en forma matricial:

a, -1 -10 fl(ql) 1
d)z =1 0 -1 fz (¢2) +/0
q3 0 1 -1 f3 (q3) 0

y es la ecuacion de estado.

4.5. Solucion analitica de las ecuaciones de estado
Desarrollaremos un método analitico para resolver un conjunto de ecuaciones diferenciales de 1%
orden: Consideremos la ecuacion diferenciales de la forma:

X(t) = aX(t) + BU(H)
X(to) = Xo

dondea y B son constantes escalares, y X(t) y U(t) son funciones escalares de t. X(t) denota la
derivada de X(t) con respecto a t. La constante escalar X, es el valor de X en t = t.

Definicion

Se dice que una Unica funcién escalar X (t) definida para toda t > t, es solucién de la ecuacion

X(t) = aX(t) + BU()... X(t,)
Si:
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1) )~((t) satisface la condicion inicial:
X(to) = Xo
2.) Satisface la ecuacion diferencial:

X (f) = aX(t) + BU().
Supongamos una solucién del tipo:

t
X(t) = ey + Ie““’"BU(r)dr

Para demostrar que es solucién, mostraremos que satisface las dos condiciones anteriores:

1)
X(t,) = e 9x, + [ BU(r)dr = X,
Si
e’ =1
y

[f(t.7) = 0ovi
2.) Si la integracion en la ecuacion
X(t) =e““x, + .[e““")BU(r)dr

es con respecto a t, se puede dejar fuera e*'y escribirla en la forma:

t
X(t) = ey +e I e"BU(t)dr
derivando respecto de t:

v a(t-tg d at “ at
X(t) = e*0x_ + dt[e j e BU(I)dr}
e* %, + ae"“J' e “BU(t)dt + e [e""‘BU(r)LI

Por ejemplo:
X(t) = e““x, + ae“‘ljle’“‘BU(r)dr +e e U]
Luego: ’
X(t) = o{e‘”“")x0 + j.e““‘)BU(r)dr} +BU(t)
Empleando la ecuacién ’
X(t) =e““x, + j‘e“("‘)BU('c)dr
yla ’
X(t) = o{e“(“‘”x0 + j‘e““”BU(r)dr} + BU(t)

tenemos:
X(t) = aX(t)* BU(t)
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luego es una solucién y la escribiremos de la forma:
t
X(t) = e""x, +e* [e "BU(r)dr
to

Consideremos el circuito de primer orden de la figura 50.

M

We(0) = N
Figura 50. Circuito de primer orden.

El andlisis por la LCK en el nodo n; nos da:

Y/
| = EC + CVC
gue es la ecuacion diferencial:

V, = —ivc +ii
RC C
Se ve que la ecuacion es del tipo:

X(t) = aX(t) + BUL)... X(t,) = X,
doénde:

Empleando la ecuacion
t
X(t)=e“ ', +e" [e “BU(r)dr
to
tenemos:

=

1.t 1
Vo) =e ™V (0)+e ™ [e*i(r)de
to

Supongamos que R = 2Q, C = 0.5f e i(t) = escaldn unitario, luego se tiene:

t
V.(t)y=e"+ 2e‘_[e‘dr
to
Esto es:

V() =e'[l+2(e' —e%)| = e(2e' -1)

V ()=2-¢"
parat> 0.



5. SERIES Y TRANSFORMADA DE FOURIER
Cualquier funcién que se repite a si misma cada ndmero T de segundos, se dice que es una funcién
periédica con periodo T.

f(t+T)=1(t) (-oo<t <o)
es una funcién periddica y tiene una frecuencia dada por:
f=1/t

Esta discusion la limitaremos a funciones que satisfagan la condicién de Dirichlet. Este tipo de
funciones deben de satisfacer lo siguiente:

1.) Es en todos lados finita la funcion.

2.) Tiene un numero finito de maximos y minimos en un periodo.
3.) Tiene un numero finito de discontinuidades en un periodo.
4.) Es absolutamente integrable en un periodo, o sea:

ﬂf(t)dt\ <o

T

Una funcion que satisface la condicion anterior, por el teorema de Fourier si la funcién es periddica,
se puede expandir en una serie infinita de la forma:

f(t) =a, + 3 (A, coska,t +b, sinkot)
k=1
donde
o =2
CT

Si analizamos la serie se notara que a, es una constante que representa el valor promedio de la
funcién periddica, si todos los componentes senoides tienen valor promedio cero.

La frecuencia mas baja de la serie esta asociada con K = 1, asi tendra una frecuencia minima o, que
se llama frecuencia fundamental. Todas las demas senoides de la serie tendréan frecuencias que son
multiplos enteros de o, (la fundamental); estas reciben el nombre de frecuencias armonicas.

Para encontrar la expansién en serie de funciones periodicas, se deben de evaluar todos los

coeficientes a y b. Esto se puede hacer mediante el empleo de la propiedad de ortogonalidad. Se dice
gue dos funciones fi(t) y f,(t) son ortogonales sobre un intervalo (ty,t) si:

Tfl(t)fz(t)dt =0

Para funciones senoides tenemos las relaciones siguientes con

2n

W, = 7
2 Osim=n
jT sinmaogtsin(o,dt =T &
< 2
3 Osim=#n
Lcos(mwot) cosno,t)dt = %si m=n
2
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—

sin(ma,t)cos(ne,t)dt=0vmyn

INIEE

Luego para evaluar a, para n = 0 se necesita multiplicar ambos lados de la ecuacion
f(ty=a, + Y (A, coska,t+b, sinko,t)
k=1

por cos(nay t), e integrar sobre un periodo como se indica:

Z .
f(t)cos(nm,t)dt = J'cos(nu)ot){a0 + Z(Ak cosko,t +b, sin kwot)}dt
T k=1

2

ey [~

NIE]

Si integramos el lado derecho de la ecuacién anterior término a término, y se usa la relacién de
ortogonalidad de la ecuacion

3 Osim=#n
£cos(mw0t)cos(nmot)dt = %si men
2

todos los términos son cero con excepcién de los que contienen a, y se obtiene:

—Hl\)
—

NIE]

f(t)cos(nm,t)dt
Similarmente:

b = f(t)sin(nm,t)dt

_2 s
"TT

N\—c'—c"“_'

para n = 0 se tiene solamente el coeficiente ay y éste es simplemente el valor promedio de f(t).

f(t)dt

—Hl—\
N‘A{'—'N‘ﬂ

Veamos esto claro por medio de un ejemplo. Evaluaremos los coeficientes de la expansién en series
de Fourier de la onda cuadrada de la figura 51.

t—

-1
Figura 51. Onda cuadrada.

Para esta funcion T = 2, mg = 7, ¥ a9 = 0. Si elegimos el intervalo de integraciéon como (0,2), se tiene:
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a = %J{f(t)cos(nnt)dt = j(l)cos(nnt)dt + f[(—l)cos(nnt)dt =0

b, = ;if(t)sin(nnt)dt = I(l)sin(nnt)dt + .j[(—l)sin(nnt)dt =9 nr

0 n=246,..

Asi que la expansion en series de Fourier de la onda de la figura 52 es:

f(t)= % (sinnt + Tsin3nt+ “sinSat+-) =+ > Lsinkat
T 3 5 T k4135,

x|

1

t—

4

Figura 52. Expansion en series de Fourier de la onda.

5.1. Forma exponencial de la serie de Fourier
Si empleamos las relaciones de Euler se tiene:

1 ko —jkoy
coska,t = 5 (et —gteot)

sinka,t = Zij(ejkmol _ e,,-kmo[)

Si las sustituimos en la ecuacion

f(t)=a, + i(Ak coska,t +b, sinko,t)
k=1

se tiene:
2 a, — b e A& —jb.
f(t)Zao+Z Kk ] kelkgt+ K ] kejkr)ol
k=1 2 2
Definiremos nuevos coeficientes complejos:
a —jb
(xk — k 2] k
y:
. a+jb
OLk — ak — k J k
2
Esta ecuacion nos da el termino a, de la ecuacion
2a —jb e & -—jb
f(t):a0+z K ]kejknl+ Kk ]kelk)ol
= 2 2

4 n=135,...

y solo da el exponente negativo si el intervalo de n abarca tanto los enteros positivos como los

enteros negativos.
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La expansion en serie de la ecuacion

f(t)=a, +Z b, e 1 & _Zjbk gl
se puede escribir como:

f(t) — Zakejkwol
k=—o0

La dltima ecuacion se conoce con el nombre de forma exponencial de la serie de Fourier.

Los coeficientes de la serie se pueden evaluar calculando a y by y empleando la ecuacion
a —jb
ak — k J k
2

o0 se pueden calcular directamente por integracion. Rescribiendo las ecuaciones

b = f(t) sin(nw,t)dt

_2
"TT

N\—('—'N‘_'

f(t)dt

—HH
—

N

en forma exponencial con el empleo de las relaciones de Euler y sustituyendo en las ecuaciones

_a b,
X 2
y:
., a+jb
o, =0 « 2J
se tiene:
T
1 ? —jkogt
o == ij(t)e Koot it
2
y:
T
l 2
— [f(t)e*dt
bo=gr [T0
2

Una de las ventajas de esta forma de las series de Fourier es que con una sola ecuacion se puede
expresar todos los coeficientes incluyendo ay.

De la ecuaciéon

a, = — |f(t)e™dt

1
TS

o 4=l

se puede ver que ax puede ser real para aquellas series que contengan solo términos de coseno, e

imaginaria para aquellas que contengan solo términos seno y compleja para series que contengan a
ambos.
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Si retomamos el ejemplo de la onda cuadrada, y la expresamos en forma compleja, como ya
conocemos a, y b, empleando la ecuacién

f(t)e *odt

=~
—

|
INIES

a, =

se tiene:

a, —jb, -2 n=+1+2+3,...
O =——>"=1nn
2 0 n=+1+243,. ..

Luego la expansion en serie se puede escribir como:

f(t) = _a i%e’*‘”‘)‘n =impar

T =

5.2. Lineas espectrales

Investiguemos la relacion entre el coeficiente complejo a,,, la amplitud y el angulo de fase de las
componentes senoides correspondientes de la serie de Fourier. Cada coeficiente a, se asocia con
una componente senoide de la forma:

_ koot * —Jkogt
s(t) = a, e +a, e
La ecuacion se puede escribir de la forma:

S(t) = 2Kk,

" cos(na,t+ < a,)

Luego la amplitud de cada componente senoide es doble, la magnitud a, y el angulo de fase es el
angulo o argumento de a,. Por esto a, es un fasor cuya amplitud es la mitad de la amplitud de la
componente senoidal. Si graficamos 2 | o | y Za, para cada n > 0 se tiene el llamado espectro de
amplitud y fase respectivamente. De la misma forma si graficamos | ot | y Za,paran>0yn<0se
tiene el espectro de doble lado. En cada caso la interpretacion de las lineas espectrales en términos
de las amplitudes y angulos de fase de las componentes senoides se obtiene de la ecuacion:

0 2k

" cos(na,t+ < a,)

En la figura 53 se muestra un espectro de doble lado de amplitud y fase.

Figura 53. Espectro de doble lado y amplitud de fase..
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La potencia promedio en el tiempo, asociada con una sefial es proporcional con el valor cuadratico
medio que esta dado por:

. _S;

max __

RS = o T_

P =S

Si graficamos | otn | 2 para toda n se tiene un espectro de doble lado, pero ahora cada linea nos dira la
potencia promedio asociada con cada valor de n. La potencia promedio total se obtiene sumando las
potencias de cada linea espectral:

2

Plol z a‘n
De la misma forma, dentro de un ancho de banda dado, -N < n < N, la contribucion total de potencia
es:

N 2

FLambl}E: a

n
n=-N

La gréfica de | o | 2 contra n se denomina un espectro de lineas de potencia.

5.3. Aproximacion de funciones periédicas por series truncadas de Fourier
Las igualdades en las ecuaciones

[[ftydt] < oo

]
f(t) =a, + Y (A, coskayt +b, sinka,t)
k=1
significan que la sumatoria es f(t) en el limite:
k .
—h nagt
f(t) = lim n:Zkﬁne

donde n y k son enteros. Si truncamos la serie después de un numero k de términos, la funcion
resultante fi(t) = f(t), pero serd una aproximacion a f(t).

Existen varias formas de definir el error f;(t) y f(t). Si tomamos la diferencia f(t) - f(t), tenemos un error
que es una funcién del tiempo. Para poder dar un nimero o razén constante daremos el error
cuadréatico medio. Consideremos la serie truncada:

k
fl(t) = ZBneanot
n=—k
donde los coeficientes B, se calcularan de forma tal que minimicen el error cuadratico medio.
f(t)=a, + Y_(A, coska,t +b, sinkao,t)
k=1

Una condicién necesaria para que el error sea minimo es:

a—ezo vm

B,
Derivando la ecuacion
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f(t) =a, + 3 (A, coska,t + b, sinkat)
k=1

se tiene:

oe _1
B, T

ey | =

k
2|:f(t) _ Z Bnejnmgl j|ejnmotdt — 0
n=-k

SIS

o Si integramos el lado derecho de la ecuacion término a término, se obtiene:

f(t)e"'dt =

—
—

$peman
n=-k

I
NI

N

Si:
™™ = cos (n+m) oot + j Sin(n+m) ot

y si la integral tanto de los senos como de los cosenos, es cero, se tiene solo una contribucién en el
lado derecho de la ecuacién, y es para n = - m, asi que:

—n i

f(t)e™dt =T, ,,

Nl

Si se divide por T, el lado derecho de la ecuacion es om) Y:

Bm = oy

Si sumamos los elementos de las series de Fourier, se tienen en una serie truncada una
aproximacion a f(t), que es optima en el sentido de un error cuadratico minimo.

5.4. Funcion Delta
Consideremos un pulso rectangular de altura H y ancho W, como el de la figura 54.

—x—#

Figura 54. Pulso rectangular de altura H y ancho W.
El area del pulso sera HW. Si doblamos la altura a 2H y reducimos el ancho a W/2 el area sera:

2H(W/2) = HW.
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Si repetimos el proceso tantas veces como se desee el area no cambiara. Si empleamos el proceso
con el pulso de area unitaria, en el limite el ancho del pulso sera infinitesimal, pero el area sera
unitaria.

Esta funcién limite es el impulso unitario o delta de Dirac.
Esta funcién limite esta descrita por las caracteristicas siguientes:

8 (t-1) = O(t =)
S (t-1) Hwo (t=1)

[8(t-r)dt=1
Hay otra interpretacion que se le puede dar al pulso unitario, esto es: de las propiedades indicadas en
las ecuaciones anteriores tenemos:
[8(t-r)dt = U(t-1)
Alternativamente se puede pensar en un impulso como la derivada de la funcién escal6n unitario, la
cual tiene pendiente cero en todos lados excepto en un punto, donde la pendiente es infinita. La

aproximacién de un pulso rectangular a un impulso corresponde a la aproximaciéon de un escalén
unitario como lo indica la figura 55.

i

Figura 55. Escaldn unitario.

En la practica la funcién impulso estd multiplicada por alguna otra funcion, y el producto se integra.
Supongamos que multiplicamos un pulso rectangular por una funcion continua, e integramos el
producto. Como se ha aproximado el pulso a un impulso llega a ser suficientemente angosto que
durante su duracion la funcién continua f(t) es constante como se ve en la figura 56.

+ t
g

Figura 56. Aproximacion del pulso a un impulso

Luego en el limite f(t) se puede tomar fuera de la integral, y se tiene:

Tf(t)a(t —1)dt = f(r)fa(t —1)dt = (1)

Luego el valor de la integral es justamente el valor de f(t) cuando el impulso se da. Como un caso
especial se tiene:
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Tf(t)@(t)dt =1(0)

5.5. La funcion impulso y la transformada de fourier

La funcién impulso al no satisfacer las condiciones de Dirichlet no puede tener una transformada de
Laplace. Por lo tanto hay de nuevo que volver a un proceso de limite y definirla como el limite de la
transformada de un pulso finito en su aproximacién a un impulso. La transformada de un pulso
rectangular es:

. Wo
sin——
F(jo) =Ho

Wo
2

Si incrementamos H y decrementamos W de forma tal que HW = 1, luego F(jw) = 1 para toda o.
Usando la propiedad de la ecuacién

Tf(t)ﬁ(t —t)dt = f(r)fa(t —7)dt = f(x)

tenemos

[a(ye dt=e" =1

Si el impulso no esta en el origen:

Is(t)e—wndt — e—](ut
Se ve que la funcién impulso tiene una amplitud y energia espectral constantes.

5.6. Respuesta a un impulso

Si tenemos un circuito inicialmente relajado, y le damos una funcién forzante impulsiva, su salida sera
la respuesta del circuito a un impulso. Si denotamos el sistema a su entrada por x(t), y la salida por
y(t), en el dominio de la transformada se tiene:

y(o) = H(jo) X (jo) = H(jo)
si x(t) = 3(t).

Si y(t) en este caso es la respuesta al impulso que denotaremos por h(t), se concluye que la
respuesta al impulso y la funcion del circuito son el par transformado de Fourier:

H(jo) = F [h(H)]

Como ejemplo encontraremos la respuesta a un impulso del circuito de la figura 57.

. 4 2

i) C’[ Ro=C Vi)

o

Figura 57. Respuesta a un impulso.

La entrada es un impulso y la salida es el voltaje terminal.
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La funcién del circuito es:

R 1
V(o) jeC R c
H(io) = - - -
(o) =) Ry L IoRC+1 1
joC RC

Luego: h(t) = Respuesta al impulso. Asi que:

h(t) = ée?tcu(t)

5.7. Respuesta a un pulso y a un impulso
Consideremos el circuito de la figura 58.

Calculemos su respuesta a un impulso donde la entrada es la corriente y la salida la corriente. La

funcién del sistema es:
@ ») 2

Figura 58. Circuito prueba.

H(.Q)J(j@)f 1 R 1 1
: “V(jo) z(jo) R+joL L

. R
jo+—

L
Si h(t) = Respuesta a un impulso de la corriente.

1 R
- L
0t>0

1

h(t) = Eeif‘U(t)

Si ahora aplicamos un pulso rectangular de voltaje en lugar del impulso y el pulso tiene una altura H y
dura el intervalo (0,0) se puede expresar en términos de la funcion escalén como:

V(t) = H [u(t) - u(t-w)]

Si en la respuesta resulta un escalén unitario de voltaje:
1 t

i(t)==|1-e " |u(t

() R( J (t)

donde t = L/R. El pulso de voltaje de la ecuacién

V(t) = H [u(®) - u(t-w)]
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nos da por superposicion la respuesta:

. _H -+ o)
|(t)=R{[l—e ‘]u(t)—{l—e . }u(t—m)}

La gréfica de la respuesta se muestra en la figura 59.
Si aumentamos H y disminuimos w de tal forma que
WH = A =cte

sobre el intervalo (0,W) la corriente subira rapidamente, pero por un intervalo menor de tiempo.
Alcanzara su valor maximo en t =W, y ese valor es:

w
i = H(l— e‘)
R

Wit)

Figura 59. Grafica de la respuesta.

Si

H=A/W
y

A = cte
se tiene:

SiW — 0, imax de la ecuacion
w
imax = i 1_ eiT
RW

esta indeterminada. Aplicando la regla de I'Hépital y derivando respecto a W se tiene:

i queT—
max " oo Rt -

2 A
L
y si este valor ocurre en t = W = 0, la respuesta total es:

i(t) = %e%u(t)

y que es idéntica a la respuesta del circuito a un impulso.

V() = AS(t)
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5.8. Convolucion

Si consideramos un sistema caracterizado por una funcién de entrada X(t) y una de salida Y(t), con
una funcién de sistema H(jo), tendremos:

Y(joo) = FIY()] = H(jo) x(j) = Th(t)e“”"dtfx(t)e’j‘“‘dt

donde h(t) es la respuesta a un impulso. Si cambiamos la variable de integracion, se puede escribir la
ecuacion anterior de la siguiente forma:

Y(jo) = T_Th(t)x(t)e’“’(”’dt dr

—00—00

Si cambiamos de nuevo variables haciendo que: t +t = A, y dt = dA se tiene:

Y(jo) = j _Th(k —O)x(t)e  dadt

—00-00

La dltima ecuacion se puede escribir como:

Y(jo) = j T[h(k —1)x(t)dtfe " da :Fﬁh(x - r)X(r)dr}

—00—00

De aqui:

YO = Th(x —)x(x)de

Y()) = Th(t—r)x(r)dr

Para circuitos fisicamente reales, la respuesta impulso no puede empezar antes de que el impulso se
dé, asi que:
h(t)=0(t<0) y h(t-1)=0(z>1)

Asi que para estos circuitos:

Y(0) = Th(t—t)x(r)dr

A la integral de la ecuacion anterior se le llama integral de Convolucion. Esta es en el dominio del
tiempo, la contraparte a la multiplicacion en la transformada de Fourier en el dominio de la frecuencia.
La Convolucion se denota por:

h(t) * X (1) = Y(t)
que corresponde a la operacion:

H(jo)x(jw) = Y(jo)
en el dominio de la frecuencia.
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6. TRANSFORMADA DE LAPLACE
La transformada de Fourier de una funcién f(t), es una representacién de la funcién como una suma
continua de funciones exponenciales de la forma:

Y=¢e"

donde o es una funcioén real. Esta interpretacién de la transformada de Fourier nos da una idea fisica
de la transformacion mateméatica abstracta. La transformada de Laplace se puede visualizar como
una extension de la transformada de Fourier, en la cual se representa una funcion f(t) por una suma
continua de funciones exponenciales de la forma:

Y=¢e"
donde:
S=s+jo

es una frecuencia compleja. Desde este punto de vista, la transformada de Fourier es un caso
especial en el cual s = jo.

Recordando la transformada de Fourier para f(t):

o) = [ f(t)e™dt

1 -
f(t):a LF(m)e dt

Definiremos una funcién a(t) como f(t) veces la funcién e™ donde j es real:

a(t) = f(t) e™
La transformada de Fourier de a(t) es:

Sa(t)} = [a(tye "dt = [f(t)e e =[f(t)e' "

La ecuacioén anterior se puede escribir como:

F(o + jo) = [f(t)e “*dt
y f(t) se puede expresar como:

1 .
f(t) = — | F(c + jo)e " dt
()= _[Flo+jo)
Ahora sea s una frecuencia compleja o + jw; o + jw= s, luego se tiene que:

do = 1'dS

J
y las ecuaciones

F(o + jo) = [f(t)e “*dt

() = 2% [Flo+ o)t

son:
F(s) = [f(t)e ™t

1 otjo
— | f(s)e®ds
27 j )

o-jo

f(t) =
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Los limites de la integral anterior resultan de la sustituciéon de

S=0o+jw.
Las ecuaciones

F(s) = [f(t)e “dt
1 otje
— | f(s)e*ds
27 I ()

o-jo

fi(t) =

constituyen la transformada compleja de Fourier, o la transformada bilateral de Laplace.
La notacion que se emplea es la siguiente:

F(s) = Lb{f(t)}
f(t) = Lb™{F(s)}

Las dos formas de la transformada de Laplace de f(t) se pueden obtener de la transformada de
Fourier de f(t) por la mera sustitucién de s por jw, considerando a f(t) absolutamente integrable.

Para funciones que poseen transformada de Fourier sélo en el limite, se pueden evaluar las
transformadas de Laplace directamente empleando f(t) por e®'. Esto significa que la transformada de
Laplace existe para muchas funciones que no tienen transformada de Fourier, esta es una de las
ventajas principales de la transformada de Laplace, la habilidad de transformar funciones que no son
absolutamente integrables

6.1. Aplicacion de la transformada de Laplace a redes
Para poder aplicar esta transformada debemos primero determinar como se van a considerar los
elementos fundamentales de circuito en la notacion de transformada de Laplace.

Antes de aplicar esto, se debe de recordar que la transformada de Laplace sélo es valida para
circuitos lineales e invariantes en el tiempo. Consideremos el circuito RLC en serie de la figura 60.

ity R

——
C

Figura 60. Circuito RLC en serie.

Aplicando la LVK se tiene:

V(1) = VR(t) + V() + Vc(t)
Aplicando la LCK tenemos:

i(t) =ir(t) +i(t) =ic(t) =C

Las relaciones de voltaje corriente para las ramas son:

VR(t) = Ri(t) = Rc 3Ve
dt
Y.
H 2
v =L 3O _y cd V
dt dt
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Sustituyendo Vg(t) de la ecuacion
dv,
dt

y V() de la ecuacion
di(t) _LC d*V,

VL(t) =L——+=
= dt dt?

en la ecuacion
V(t) = VR(t) + VL(t) + V(1)

nos da:
Lc9Ve L re Ve L v~ vy
dt?
2
dve +deC +iV —V(t)

d®* L dt LC ° LC
0 se puede escribir de la forma:

V(t) =i(t)R + VC(O )+—Il(o)do+L%---t >0

Podemos resolver cualquiera de las dos ecuaciones

v, RdV, 1
dtt L dt LC

V, = Tt
c=c v

V(1) = (R + VC(0") + é j I(G)dG+L% >0

directamente o aplicarles la transformada de Laplace y resolver para I(s) y luego tomar la
transformada inversa para obtener i(t). Transformaremos la ecuacioén

V(O =I(OR+ VOO )+ ¢ j i(o)do + L% t>0

0
empleando las caracteristicas:

p{d (f(t))} = sF(s)-f(0")

dt
{ [f(c)do } Hs) f“)éO*)
y tenemos:
V(s) = I(s) + (O ) '(S) +sLi(s)~Li(0")
Luego de la ecuacién anterior tenemos que I(s) es:
I(s) = ]:_L{V(S) AN Li(O)}
R+—+sL
sC

La ecuacion

V(s) = ()R + i’) '(S)+su(s) Li(0")

representa una solucion para la transformada de la funcién deseada. Conociendo V(s), podemos
resolver para i(t), obteniendo directamente del circuito la ecuacion
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I(s) = 711 {V(s) _v(@) (Sof) ; Li(O)}

R+—+sL
sC

sin tener que escribir la ecuacion integrodiferencial primero. Para esto necesitamos examinar las LVK
y la LCK y las relaciones voltaje corriente para R, L, C y determinar su representacion bajo la
transformada de Laplace.

6.2. Leyes de Kirchhoff

Estas leyes de voltaje y corriente representan relaciones lineales en variables de voltaje y de corriente
de una red eléctrica. La transformada de Laplace preserva estas relaciones lineales. Por ejemplo en
la red de la figura 61.

o+ v -
+

it} Wait)| | Valt)

Figura 61. Red de ejemplo.
la aplicacion de las leyes de Kirchhoff nos da las siguientes relaciones:
V() = Vi(t) + Va(t)
0 =Vx(s) - Vs(s)
Tomando la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacion anterior tenemos:

V(s) = Va(s) + V2(s)
0 = Va(s) - V4(s)

Ahora derivaremos de esto las relaciones voltaje corriente para las ramas que son: Resistores,
Capacitores, e Inductores lineales e invariantes en el tiempo.

6.2.1. Resistores
Los elementos resistivos estan especificados por su relacion voltaje corriente:

VR(t) = Ri(t)
o de otra forma:

i(t) = GV(t)
gue se transforma en la ecuacion:

V(s) = RI(s)
o de la forma:

I(s) = GV(s)
Comparando las ecuaciones

V(s) = RI(s)
y

I(s) = GV(s)

vemos que la constante R describe completamente la relacion entre las transformadas del voltaje y la
corriente.

6.2.2. Capacitores
Los elementos capacitivos estan descritos por la relacién del tiempo:
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V,(1) = V,(0) +éiic(6)dc

o de la forma:
dv.
dt

Ic(t) =C

tomando la transformada de la ecuacién anterior tenemos:

V. (07) 1
V.(s)=—=2+"—I_(s
(s) s oC <(s)
o tomando la transformada de la ecuacion
. av,
i.(t)=C—=
(1) at

tenemos:
le(s) = sCVc(s) - CVc(0)

Como se ve, el elemento capacitivo que estaba descrito por una ecuacion diferencial o integral en el
tiempo dependiendo si es corriente o voltaje, al transformarla se convierte en una ecuacion
algebraica. El parametro 1/sC y la condicién inicial VC(0-), describen por completo al elemento
capacitivo después de la transformada. Como se puede ver si comparamos la ecuacion

VC(O’)+L|C(S)

VC(S) = s sC

con la ecuacion
Ir(s) = GV(S)

1/sC es similar al parametro R en describir la relacion entre la transformada para el voltaje y la
corriente. Por esta razén al parametro 1/sC se le llama impedancia capacitiva compleja de los
elementos capacitivos. Al inverso de este parametro sC se le llama la admitancia capacitiva
compleja. La relacion expresada en la ecuacion

V.(0)

Vc (S) = s

1
+—I.(s
c®

indica que la transformada de Laplace de un elemento capacitivo esta representada por una
reactancia compleja de valor 1/sC en serie con una fuente de voltaje de valor V¢(0.)/s.

6.2.3. Inductores
Un elemento inductivo esta descrito por la relacién voltaje corriente:

di,

VL(t)=L="
O=L

0 por la relacion:

LO=10)+ [V

que si aplicamos la transformada de Laplace tenemos:
V(s) = sLI(s) - Li.(0)
y por la otra relacion:

IL<s):@+SiLvL(s>
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Comparando las ecuaciones
V| (s) = sLI(s) - Li.(0)
y

i(0) 1
1 (s)="2+-"V (s
(s) s ‘sl (s)
con las ecuaciones
di,

VL(t)=L—"
O=L"

L0=10)+ ! [V.(o)io

se ve que el parametro sL para el elemento inductivo es equivalente al parametro 1/sC para el
elemento capacitivo. Luego sL recibe el nombre de impedancia Inductiva compleja.

Para mostrar la aplicacién de esto, transformaremos el circuito en serie RLC de la figura 62.

iit) R
() L

&
Figura 62. Circuito en serie RLC
y obtendremos una expresion para la transformada de Laplace de i(t).

Reemplazando cada elemento en la red por su equivalente transformada, la representacion nos da el
circuito de la figura 63.

Notese que las condiciones iniciales se han sustituido por fuentes de voltaje. Si aplicamos la LVK a la
red transformada obtenemos:

V(s) =I(s)R+I(s)sL—Li (0°)+ |(S)i L Ve(0)
sC s
Iis) R
’ Ay

Figura 63. Circuito equivalente transformado.

Resolviendo para I(s), tenemos:

(s)=— * G Li(O’)]—i\/C(SOi)
R+sL+—
sC
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gue es el mismo resultado obtenido con anterioridad.

Resolveremos el circuito de la figura 64.

|
@ |,

W () Li (07

Figura 64. Circuito ejemplo.
pero para conocer su respuesta a un pulso escalén unitario, bajo condiciones iniciales cero.

Empleando el desarrollo para I(s) en el caso anterior, hacemos que i.(0) = Vc(0) y V(s) = 1/s, que es
la transformada del escaldn unitario y se obtiene:

1 1
I(s) = L = L
52+5%+i (S+Sl)(S+SZ)

donde s; y s, estan dados por:
2
w22
para el caso en que s;# S,, se emplea la expansién en fracciones parciales para obtener:
1 1

|(S) _ L(Sz _sl) + L(sz _sl)
S+S, S+S,

Cuando s; = sy, tenemos:

1
I(s) L

- (s+s,)?

Para cualquiera de estos casos, la respuesta escalén esta dada como la transformada inversa de
Laplace:

. 1 s 1 st
i(t) = me u,(t) + 7L(sl “s) e ?u,(t)

it) = %te’sﬁuo(t)

6.3. Impedancia y Admitancia

La aplicacion de la transformada de Laplace permite una generalizacion de los conceptos de circuitos
resistivos a circuitos RLC, ya que la transformacién establece relaciones matematicas algebraicas
entre las transformadas de voltaje y corriente.

69



En un circuito RLC en serie, encontramos que la transformada de la respuesta de la corriente era de
la forma:

V(s)+Li(07) - % = I(S){R +sL+ slc}

En condiciones iniciales cero y definiendo:

:@:R+SL+i

Z(s) I(s) sC

Se puede rescribir la ecuacién

V(s)+Li (07) —@ = I(s){R +sL+ slc}

como:
V(s) = I(s)Z(s)

en la que la analogia con la ecuacién V = Rl es aparente. La funcion Z(s) se llama la impedancia de
entrada del circuito RLC en serie. La impedancia es una funcion racional de s, que es la razén de la
transformada de la funcion voltaje de excitacion, a la transformada de la respuesta de corriente bajo
condiciones iniciales cero. Las impedancias siguen para su combinacién las mismas reglas que los
resistores. Las impedancias en serie entre dos terminales se suman y en paralelo se suman sus
inversos.

Ejemplo:
Encontrar la impedancia equivalente del circuito de la figura 65.

it) R C

Figura 65. Circuito para encontrar la impedancia equivalente.

La red transformada para el calculo de la impedancia equivalente se ve en la figura 66.

lyi=)

Figura 66. Circuito transformado.
Todas las condiciones iniciales son cero. Aplicando la LVK se tiene:

V(s) = I(s) + sl(s) -sli(s)
0 = -sl(s) + 2sly(s) + % 11(s)
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Combinando estas dos ecuaciones por eliminacién de 14(s):

3

V(s) = I(s) + sI(s) ﬁ I(s)

V(s) s’+2s’+s+1
I(s) 2s? +1

Z(s) =

Podemos también calcular Z(s) por combinacion sucesiva de impedancias en serie y en paralelo.

La impedancia equivalente de un capacitor y un inductor en serie es:

1
Ze(s)=—+s
s
La impedancia equivalente del inductor restante en paralelo con Zei(s) es:

1 s’ +s
Z8.(8)= L1 257 +1

Ze,(s) s

Por dltimo la combinacion en serie del resistor con Z;e,(s) nos da:

s®+2s* +s+1
Z(s)=1+Ze,(S)=————

(s) 2(S) st 11
Se puede también definir la funcién admitancia Y(s) como la razon de la transformada de la respuesta
en corriente, a la transformada de la fuente de voltaje bajo condiciones iniciales cero. Por ejemplo:
considérese la transformada del circuito RLC en paralelo con condiciones iniciales cero de la figura
67:

2 1
@_‘:@ G =L =—=sC

Figura 67. Circuito transformado RLC.

Aplicando la LCK tenemos:
1
I(s) = V(s)G + V(s)—L +V(s)sC
s

La definicién de admitancia equivalente de la red es la razén de la transformada de la corriente a la
transformada del voltaje. De la ecuacion anterior se tiene:

Y(s)—@—6+i+sc

B V(s) B sL

Notese que en este caso las admitancias en paralelo se suman para encontrar la admitancia
equivalente.
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6.4. Funciones de transferencia de redes

En suma a los conceptos de impedancia y admitancia se tiene otra funcién de gran interés en el
andlisis de redes. Esta funcion es la funcién de transferencia para el voltaje denotada por HV(s) y
definida como la razon de la transformada del voltaje de salida, a la transformada del voltaje de
entrada bajo condiciones iniciales cero. De la misma forma, la razon de la transformada de Laplace
de la corriente de salida se llama funcion de transferencia de corriente y se denota por H(s).

Como un ejemplo calcularemos la funcion de transferencia para voltaje del circuito de la figura68.

R I(=)

L s

0 T

Figura 68. Circuito ejemplo.

ol

La corriente I(s) esta dada por:

R, +Rq+—
1 TRQ <C
y el voltaje V,(s) es:
1 R, + %
V,(s) = (Rl + Scjl(s) =S5 V()
R, +Rg+—
sC
y la funcién de transferencia de voltaje para la red es:
1
R i
Hoe 2 V) T Tsc
1 R, +Rg+—
sC

6.5. Relacion con variable de estado

Ya vimos que la transformada de Laplace es una fuerte herramienta para la formulacion y solucion de
redes lineales e invariantes en el tiempo. La transformada de Laplace es también una gran
herramienta para establecer la ecuacion de operacion a partir del diagrama esquemaético.

Discutiremos su relacién con las variables de estado. Como se vio con anterioridad la descripcion por
variables de estado de una red lineal e invariante en el tiempo es:

X(t) = AX(t) + BU(t)
donde X(t) es un n-vector y U(t) es un m-vector. A es una matriz de n xny B es otra matriz de n x m.

Si tomamos la transformada de Laplace de la ecuacion

X(t) = AX(t) + BU(t)
tenemos:
SX(s) - X(0) = AX(s) + BU(s)

donde la transformada de Laplace de un vector es simplemente la transformada de cada uno de sus
componentes. Resolviendo para X(s):
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X(s) = [sl - A X(0) + [sl - A]'BU(s)

como se vio, la solucion a la ecuacion
X(t) = AX(t) + BU(t)
es:
X(t) =*X(0) + [ "BU(t)de
0
tanto la ecuacién
X(s) = [sl - A]* X(0) + [sI - A]"BU(s)

como la ecuaciéon

X(t) = e*X(0) + [ e BU(r)dr

deben de valer para todos los valores de U(t) en particular para U(t) = 0. Luego bajo condiciones de

entrada cero, tenemos de la ecuacién
X(s) = [sl - A]* X(0) + [sl - A]"BU(s)
Lo siguiente
X(s) = [sl - A]"X(0)

De la ecuacion

t

X(t) = €*X(0) + [ e* "BU(r)dr
0

tenemos:
X(t) = e*X(0)

De la ecuacion
X(s) = [sl - A]*X(0)

tenemos después de la transformada inversa lo siguiente:

X(t) = L™{[sl - A™}X(0)
Si las ecuaciones

X(t) = e*X(0)

Y

X(1) = L{[sl - A™}X(0)
valen para todos los valores de las condiciones iniciales X(0), debemos de tener:

e =LYl - A]Y}

Luego la transformada de Laplace nos da un método para calcular la matriz ™.

Consideremos el circuito de la figura 69.

Figura 69. Circuito RCL.
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Aplicando los métodos de variables de estado escogemos i () y Vc(t) como variables de estado.

Aplicando las LVK y LCK tenemos:

. di,
V() =i ()R + V(1) + LE

. dV,

IL(t) = CT

que en forma de matriz es:

dfi®]_[-Ric —uLTiw] [uL Vo
dt|v.()| | vc o |v.@®)| | o

A~ -R/C -1/L| |-3 -
luc o] |2 o0
Usaremos la transformada de Laplace para encontrar e*. Primero calcularemos:

[s|+A]{S+3 ﬂ

La matriz A es luego:

-2

[s1-A]" =1[S -1 }

Calculando la inversa:
s’°+3s+2|2 s+3
Luego calculando la transformada inversa:

&% L {(s]-A]' = {— e'+2e? —e'te™ }

2e' -2 2e*-2e™

Luego podemos emplear la ecuacién
X(t) = e*X(0) + j A BU(t)dt
0

para obtener la solucion parai_ y Vc.
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7. REDES PASIVAS LINEALES

Muchos de los detalles de los problemas de circuitos de gasa simple estan contenidos en el
desarrollo de la funcion basica de respuesta. Los circuitos RC, LR, y la serie LRC tienen en la practica
respuestas del tipo | y Il. Los resultados se deben sumar para cada caso en particular para obtener
una tabla de respuestas caracteristicas de las mas elementales combinaciones de componentes
pasivos.

7.1. Circuitos de una Gasa
Un aspecto de las formas cuadraticas LRC es la variacion de los polos conforme L, R, y C cambian
de valor. La forma cuadrética basica es:

s’ +2as+w;

doénde:
R
a=—
2L
y
1
2
@2 = —
°LC
Sus raices son:
s’ +2as+w; = (s+a+4/a2 +0; Xs+a—4/a2 +co§)
Cuando:
az>o

= or

las raices estan en el eje real y a decrece conforme o, por lo que las raices se mueven en un circulo
de radio wy.

7.1.1. Variaciéon en L
L entra tanto en la expresion para a como en la expresion para wy. Como:

1
2 _ =
T

o varia como 1/4L, o sea que un incremento en L reduce a, lo que implica una reduccién en w.

Consideremos un circuito RLC. Inicialmente los polos estan en el eje real. Si incrementamos a L y
dejamos a R y C fijos, los polos se mueven uno hacia el otro en una circunferencia de radio 1/RC
centrada en (-1/RC) del plano complejo. El lugar de todos los puntos en el plano s para los valores
fijos de Ry C esta dado por:

, 1) 1
O+ o+—| = ;
RC (RC)
como se ve en la figura 70.

Moviriento del polo -

conforme L se incrementa EhlEliic e

Maovirmiento del polo -y
conforme L se incrementa

Figura 70. Lugar de todos los puntos en el plano s.
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7.1.2. Variaciéon en R

Si L y C permanecen constantes y variamos R, los polos se mueven a lo largo del eje real negativo y
en un circulo de radio @y centrado en el origen, ya que solo a se afecta y un incremento en R es un
incremento en el amortiguamiento, como se ve en la figura 71.

Ly Cfijos |jo

Movimiento del polo -y
conforme R se incrementa

Movimiento del polo -y*
conforme R se incrementa

Figura7l. L y C permanecen constantes y se varia R.

7.1.3. Variaciénen C
El valor de la capacitancia C so6lo afecta a la frecuencia wp. El lugar de los puntos para R y L fijos es
una linea vertical de a = cte 0 un movimiento a lo largo del eje real, como se ve en la figura 71.

7.1.4. Redes de Tres Puertos
Uno de los problemas que se encuentran en circuitos lineales es la relacion algebraica entre la
corriente y el voltaje en relacién a la tierra de tres puertos, como se ve en la siguiente figura 72.

E;

t

3
[
En(8) = 2 Fu(S(s) . 2o <2
kZ:; T E o OB

Figura 72. Red de tres puertos.

En el problema de la figura anterior los voltajes E; se dan relativos a la tierra. Si el elemento en la caja
es lineal, podemos escribir las relaciones entre E;(s) y las I,(s) como:

El hecho de que la suma de los voltajes en las terminales es cero y el hecho de que la carga total se

conserva nos da una constriccion muy Util que nos sirve para reducir el nimero de dimensiones a
dos. En otras palabras:

(El_E2)+(E2 _E3)+(E3 _Ez) =0
L(S)+1,(s)+1,() =0
Trabajaremos en términos de la caida de voltaje (E; — E3) y (E, — E3) para lograr la reduccién. Sea:
El(s) = (E1 - E3)
y
EZ(S): (Ez _Es)

La corriente I5(s) ahora es:

1,(8) = ~(1,(5) +1,(s))
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como se ve en la figura 73, Las relaciones entre Ep,(s) e Ii(s) son:

Il
—

Ey="%,—"%;
Ep=,%

fa+1y)

53

Figura 73. Circuito Reducido.
El(S) = le(S)|1(S) + le(s)lz (s)

E2 (s)= 221(S)I1(S) + Zzz (S)Iz (s)

gue escritas en forma de matriz es:

E Z,(s) Z,)Y!
o-leo] o5 Ziole

Z tiene una inversa que podemos escribir como:

Z(s)=Y(s)
con
I(s) = Y(s)-E(s)

Si la matriz Z no existe, como en el caso de una serie de impedancias, se puede iniciar el analisis con
Y(s). Si Z(s) no existe, la magnitud de Y(s) es cero y Y(s) es una matriz Gtil. También el inverso es
cierto.

Maovimiento del Polo -¥

Conforme se Incrementa C
»

L y R fijos t

L L o
L]

Movimiento del Polo —p=
Conforme se Incrementa C

Figura 74. Lugar de los puntos para R y L fijos.
7.2. Combinaciones de redes pasivas
Vamos a estudiar las Redes Pasivas, y para esto veremos las siguientes combinaciones:

La Combinacién Hibrida G para Conexiones Serie Paralelo
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La Combi

7.21. La

nacion Hibrida H para Conexiones Serie Paralelo

Combinacion Hibrida G para Conexiones Serie Paralelo

Si ahora vemos el problema como que o es el vector invariante. Ver la figura 75.

|1+]_.1

—n *l?-_
E 2E' I G T
1[5 1
-— —

Ep+Es
_h . .‘_
g G I,
-+~ —»
I'1 ].|2=|2

Figura 75. Conexion hibrida G.

Los elementos de G son los elementos inversos de H:

p=H"-0=G.o

por lo que:

G=H'

La combinacién de las dos redes es:

con:

Los ele

p[olal :p+p':(GGl)0

G, =G+G

total

mentos de matriz para una red de cuatro terminales especifica se deben obtener

experimentalmente. Como ejemplo vamos a tomar los elementos de la matriz H, y para obtener el
minimo nimero de elementos debemos realizar cuatro mediciones, que son:

Hu(s) =

H12 (S) =

Hn(s) =

Hn(s) =

Estos p

'E . . . .
— | = Laimpedancia de entrada con la salida en corto circuito.

L Il E,
E . o . .

—1| = Elinverso de la transferencia directa de voltaje con la entrada abierta.

=0
2} = La transferencia directa de corriente con la salida en corto.
E,=

0
_|li|
L E2 Lb=0

arametros son de gran utilidad en transistores cuando la transferencia directa de corriente es

La impedancia de entrada con la salida en corto circuito.

un factor importante.

7.2.2. La Combinacion Hibrida H para Conexiones Serie Paralelo
La siguiente forma de conexiéon que nos es Util es la de la salida serie-paralelo, como lo muestra la

figura 7

6.
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I 41t
L 2t

Ei+E}
—
. T
H la
Iy=1,

Figura 76. Conexién hibrida G Serie paralelo.

La variables comunes son E, = E', e I; = I';. Para poder usarlas combinadas generamos los vectores
oy p donde:

La matriz hibrida H(s) se define como:

oo {E} Hop- (Hn HJ{ L }
IZ H21 H22 E2

Para relacionar las H,, con las anteriores matrices, notaremos que:

o=P -E+P, I E=P.o+P,-p

y
o=P:1+P,-E 1=P,-p+P, 0.
Si empezamos porque:
E=2Z1
tenemos:
(P.-Z-P,)-0=(Z-P-P)p

dando:

2z,

4 z

22 22

Se pueden obtener por la misma técnica la relaciéon entre Hy, y los elementos de otras matrices. El
problema de la figura 76 representa la combinacion de:

o=H-p
y

o=H-p
con

pP=p
Luego:
0,,=0+0'=H+H)-p
0
o, = HT P
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Esto define la matriz H para la combinacién como:

H

total

— H + H| — (Hll + Hlll H12 + Hlle

H21 + HI21 sz + lez

7.3. Las matrices

Vamos a estudiar las Matrices, y para esto veremos los siguientes puntos:
Matriz de admitancia

Matriz en cascada

Matriz de impedancia

7.3.1. La Matriz de Admitancia
La matriz de admitancia o la inversa de la matriz Z, se obtiene de las relaciones:

|(S) = Y(S) .E= [Yn(s) le(S)]|:E1(5):|.
YZl(S) Yzz (S) E2 (S)

Se puede calcular directamente la matriz Y(s), o se puede obtener de la relacion:

Y(s)=Z"(2)
donde:
v - (=1)""menor Z,,
Im ‘Z‘ "
Luego:
_Zn _Ln
Y11 - ‘Z‘ Y12 ‘Z‘
_ ZZl _ Q
Y21 - ‘Z‘ Yzz - ‘Z‘

La forma de admitancia es Util para combinaciones de dos redes de cuatro terminales cuando el
vector de voltaje es el mismo para ambas. Esta se llama la combinacién paralelo-paralelo en la cual el
vector total de corriente de la red equivalente es la suma de los dos vectores de corriente, como se

muestra en la figura 77.

I+L L+1,
7 T S 7
: 1 . z :
E,=E Y E,=E,
) 5
— Y -—
S e
I i

Figura 77. Combinacién paralelo-paralelo.
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Para este caso:

I =1+I=Y-E+Y'E=(Y+Y)-E

total

| Y.

T

‘E,

total

doénde:
Y, =Y+Y"

7.3.2. La Matriz en Cascada

Para conectar dos redes de cuatro terminales en cascada, es necesario construir vectores hibridos,
ya que los elementos de la matriz en cascada tendran diferentes unidades. En la figura 78 se
muestran dos redes de cuatro terminales en cascada.

I, Iy =1y 5

P 2 2
E4 Y E, Ey Y E,
Iy -1y Iy I

Figura 78. Conexién en cascada.

Los elementos en comun de las dos redes en cascada son los voltajes intermedios.

y las corrientes intermedias

El vector final para la red equivalente tendra E; e I, como variables de entrada y E,' e I,' como
variables de salida. Definiremos el vector de cascada como:

_|E(®)
s[5
y
_|E(9)
o-[2)]

Las variables estan conectadas por las ecuaciones lineales:

E1 = A11E2 - A12|2
y
|1 = A12E2 - Azz'z-

- {E} N (An AQJ{EZ}
' I1 ’ A21 Azz _Iz
Las Ay se pueden relacionar directamente a la suma de Z,, 0 la de Yn,,. Para analizar esto usaremos
el método de los operadores de proyeccion. Para esto vamos a definir cuatro operadores Py

10 00
P1 = 1 P2 =
00 10

En forma de matriz:
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1
(01, p_[00
00 01

Los vectores g((s) se pueden generar de los vectores E e |, por ejemplo:

§, =P -E+P,1
y
§,=P,-E+P, 1L
Las relaciones inversas son:
E1 =P1'§1+P2 'gz

I=P,-§ +P, &,
El dltimo par de ecuaciones se obtuvo de relaciones del tipo:

E=(P,-P,+P,-P,)-E

y
I=P,-P,+P,-P,)I
o}
P-P+P,-P.=P,-P,+P,-P, =1

También

P =P, P,
y

P, =P, P,

Para convertir Z a A sustituimos E(g,, &) y I(¢;, &) en
E=2Z

(P,-2)-P,)-§, =—P,-2)-P,)§,

e v

0 -z, 1, 1 -2,)-,

Si invertimos la matriz del lado izquierdo y multiplicamos por la izquierda por esta inversa, tenemos:

lo que nos da:

y se encuentra:

z, 2
VA Z
=A-& = 21 22 |.
3 g, B g,
ZZl ZZl

Esta ecuacion define los elementos A, en términos de los elementos de Z. Una relacion similar de:

I=Y-E
nos da la relacion entre Yy, y las Ay.

Cuando dos redes de cuatro terminales se conectan en cascada, se usan las siguientes ecuaciones
para obtener la matriz del par:

§'=Ag,

§1 =A'§2
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En cascada &, = &,"; luego:
§1 = A~§1'= A'Al'gzlz AT '§2I

La matriz equivalente de la cascada es el producto interno de las matrices individuales:

A =A-A

2
M — '
AJk - z AimA mk *
m=1

7.3.3. La Matriz Z o Matriz de Impedancia

El formalismo convencional de cuatro terminales es en realidad una teoria de dos puertos y esta
particular representacion es Util en muchas aplicaciones. El problema reducido de tres puertos se
puede representar como un problema de dos puertos, problema que se conoce como las redes de
cuatro terminales, como lo muestra la figura 79.

Iy I,
) 0
Eq E,
L |

I Iy

Figura 79. Red de cuatro terminales.

La corriente del tercer puerto se ha dividido proporcionalmente en esta aplicacion. Para lo que viene
debemos mantener la corriente de las gasas invariantes en cada puerto. En cualquier conexion si |;
fluye hacia dentro del puerto, |; debe fluir hacia fuera en las terminales menores de ese puerto.

Las relaciones lineales basicas son de la forma:
2
E/(S) =Y. Z,(s)(s)
k=1

E(s) = Z(s)-K(s)

Esta representacion es (til cuando se combinan dos redes de cuatro terminales con una entrada y
una salida en serie. Esta conexién se llama como conexién serie-serie, como lo muestra la figura 80.

La combinacion se logra simplemente sumando las matrices Z. El vector total de voltaje Er es la suma
de los vectores de voltaje E y E":

E, E/
E =| ' '|=z1+Z1
E, E,

2 2

Como los vectores | e I' son iguales:
E, =(2Z+Z)1=2,1
y la matriz equivalente Z para la combinacion es la suma:

Z-2+2
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I I,
— o
il
=1
E1+E1 l E?+E2‘
7
o S,
M —
1

I2 = I._Jr
Figura 80. Conexion serie-serie.
Z _ [[le + Z‘ll] [212 + ZIlZ J

T [221 + Z‘Zl] [ZZZ + ZIZZ]
como se ve en la figura 81.

Iy
Ti
E1+E:| ET=E+E. E‘_]-"'E.g
-—
Iy

Figura 81. Matriz equivalente.
Esta es la matriz total de impedancia.
7.4. TEOREMAS DE REDES
Vamos a estudiar los siguientes teoremas:
Teorema de dualidad,
Teorema de Norton,
Teorema de Thevenin
7.4.1. Teorema de Dualidad
La forma algebraica de la relacién entre corriente y voltaje en los tres elementos pasivos es simétrica
bajo el intercambio de elementos, corrientes y voltajes. Es decir que la operacion de integracion,
escalamiento, y derivacion estan presentes en forma simétrica en la operacion de los tres elementos
pasivos agrupados. Un capacitor integra la corriente y deriva el voltaje que aparece a través de sus

terminales, la inductancia deriva la corriente e integra el voltaje. La tabla 1 nos muestra estas
relaciones:
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Elemento Voltaje Corriente

ﬂ. den dVC _ 1o

i(ty=C i V_(t) = Eju(t )dt
(% .

E e j. (8)=Lfi(h] =CsVe(s)-CVL0H) () g . vcfﬂ

i . v, )

Y i) =Gvy ()= Vi) =Ri(t) =

Ve(s) _ _Iis)

I(S) = GV (s) = ~=& V,(s) =RI(s) =

e v (B (=) &)="g G

i) .

2 i(t) = % j v, (t')dt v, (t) = L%

o (s) = VT(SS) . @ V,(s) = LsKs) - Li(0+)

Tabla 1. Relacion entre corriente y voltaje en los tres elementos pasivos.
Lo que nos dice que para cada circuito excitado por voltaje existe un dual que estd excitado por

corriente. Algebraicamente el dual se logra al convertir la ecuacion inicial del circuito. Consideremos
un circuito LRC excitado por voltaje, la ecuacion del circuito es:

VL(0) + V(1) + Ve (1) = e(t).

Este circuito lo mostramos en la figura 82.

L]

PN

Figura 82. Circuito LRC.

El circuito dual se puede construir si e(t) se convierte en una fuente de corriente i(t) y cada voltaje se
cambia por una corriente a través del elemento reciproco. Luego:

i () i, (1) +i.(1) =i(0).

El circuito dual se muestra en la figura 83.

fl iGI iLI
ift) T C e L

Figura 83. Circuito dual.

Esta es la ecuacién de conservacion de la corriente para un circuito de tres ramas C', G' y L'
alimentado por un generador de corriente.
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Para construir el circuito dual debemos seguir estas reglas:

Una resistencia en serie en el circuito original, es una conductancia en paralelo en el circuito dual.
Un capacitor en serie en el circuito original, es una inductancia en paralelo en el circuito dual.

Una inductancia en serie en el circuito original, es un capacitor en paralelo en el circuito dual.

Un generador de voltaje en el circuito original, es un generador de corriente en el circuito dual.
Los interruptores en serie abiertos en el circuito original son interruptores en paralelo y cerrados
en el circuito dual.

agbrwdE

El generador de voltaje ideal presenta una impedancia interna cero y el generador ideal de corriente
presenta una impedancia interna infinita, lo que es una clara dualidad.

7.4.2. Teorema de Norton

El teorema de Norton es el teorema dual del teorema de Thévenin y establece que una red lineal vista
desde dos puntos a y b se puede simular por un generador de corriente constante en paralelo con
una admitancia interna Yiy(s). Si el generador es peridédico, podemos emplear la representacion de
Fourier y separar equivalentes para cada frecuencia. También podemos trabajar en el dominio
complejo de la frecuencia con una red equivalente. Podemos usar la siguiente red que se muestra en
la figura 84.

Y cargs

o () Vi (1) Weargalt) E

Figura 84. Red para el dominio de la frecuencia.

Estamos interesados en la caida de potencial entre los puntos a y b. En la representacion de la
transformada de Laplace, la solucion que se busca es:

[Y,(8) + Y (S)]V, 0 (8) = 1. (5)

Para relacionar la ecuacion anterior con lo que se obtuvo en el teorema de Thévenin, la escribiremos
para la corriente Iy(s) = I.(s) en la gasa de salida:

{Yl ' ZL(s)}IN(s) = S

El voltaje en la carga es:
VL.(8) = Z.(s)I(s),

7.4.3. Teorema de Thevenin

En un circuito que consista s6lo de elementos pasivos y generadores lineales, sin importar la
complejidad que éste tenga, las caracteristicas entre dos puntos cualesquiera en la red se pueden
reemplazar por un generador de voltaje en serie con una impedancia Z;(s).

La salida del generador es igual al voltaje de circuito abierto Ec,(s) entre los dos puntos. Si
calculamos las corrientes I(s) que fluyen en el circuito abierto cuando los dos puntos se conectan, se
puede calcular la impedancia interna de la forma:

Zm[(s) = ?ca((ss)) *

cc
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Si aplicamos este teorema al eje imaginario del plano s, tenemos un circuito de Thévenin equivalente,
gue se tiene que construir para cada componente de frecuencia individual.

Si tenemos cualquier circuito el teorema establece que una rama lineal Z,(s) conectada entre los

puntos, digamos a y b, respondera como si los puntos a y b estuvieran en serie con el generador
Eca(s) Yy una impedancia Zi(s), como lo muestra la figura 85.

£ carga

Figura 85. Circuito equivalente.

Las terminales de carga liberan una corriente I (s) que esta dada por:

[Z,(8)+Z.(9)]L(5) =E.(5)
Bajo la condicién inicial en cada rama existen conexiones que deben ser consideradas en estado
estacionario para E.(S) e l.(s), ya que de otra forma las variaciones en los transitorios hacen el
problema muy dificil, por lo que consideramos a los elementos del circuito inicialmente relajados.
Aungue el teorema es valido para sistemas que no son planos nosotros vamos a considerar un
sistema plano porque la matriz es simple. Vamos a ver una red plana con N circuitos con terminales a

y b y con impedancia de carga Z,(s) en la gasa n-ésima. La rama de impedancias z;, la podemos
combinar apropiadamente para formar la matriz Z,(s).

Z"(S) = Zk: Z, (S);
Z,(s)=2,(s) (I=m)

La matriz para las corrientes de las gasas en términos de la gasa fem es:

Zn(s) le(s) Z1N(S) I1(S) E1(S)
ZZI(S) Zzz(s) ZZN(S) |2(S) _ Ez(S)

ZNl(S) ZNZ(S) [ZNN(S)+ZL] IN(S) EN(S)

Separamos Zyn(S) Yy Z.(s) para indicar que Z.(s) es variable y exterior a las terminales a y b.
Empleamos un operador de proyeccion N para separar Z,(s) de la matriz interior Zy(s), donde:

0 0O 0
0O 00 -0
N=|--- 0 0 O
0O 00 - 1
Luego:
Z.i(s) =[2,+Z (sN]-is) = E(s)
con:
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le(s) le(s) ZlN (S)
ZD(S) _ Zz1:(s) Zzz:(s) ZzN:(S) i
ZNI(S) ZNZ (S) ZNN (S)

Vamos a encontrar una expresion para Iy(s) en términos de la gasa de fem Ey(s). Para esto
calculamos el operador inverso Z. Podemos calcular el operador en dos partes. Primero multiplicamos
por la derecha por:

Yy (8)=Z/(s)

[iI+2,(s)Y, -N]-Ks) = E(s)

la matriz en la izquierda es simple:

1 0 ZY,
01 ZY,,
(1+zY,-N)=|0 1 ZY,,
000 - 1+ZY,,
La inversa es:
100 - 0
010 0
i+zY,N'=|0 O 1 0
000 1
1+2Z.Y,,

Si resolvemos para el vector total podemos escribir:

Is)=(+2Y,-N)"-Y, -E(s)

Si expandimos para obtener la corriente de carga:

i YNkEk (S)

l(s)="*t———
u(8) 1+2Z.Y,,

El voltaje de circuito abierto es:

E.(5)=lmz}, == _—
NN

La corriente en corto circuito es:

1.(9) = M, (8) = Y Y,,E,(5)

La expresion general para In(s) se puede escribir como:

N
ZYNKEK

1 k=1
|:YNN + ZL(S):||N(S) = Tv

[2,.(5)+ Z. ()]l (S) =E..(5)
por lo que:
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E. 1
Icc YNN (S)

Zim (S) =
Lo que demuestra nuestro teorema.

Como ejemplo consideremos el circuito de la figura 86. El generador en este caso es un pulso
cuadrado.

g, (t) = E,[ut) - Ut -T)]

rta
I 1
1
1
1
1

1
1 £ carga
1
1
Figura 86. Circuito ejemplo.
En notacion de transformada de Laplace tenemos:
Z,tZ,+2Z, -Z, —Zy
Zo = —Z, Z,+2Z,,+2Zy, —Zy g
—Zy —Zy Zy+2Z, t 275
y
(Z,+2Z N)-1(s) =E(s)
o]

1,(S) = Y. (S)V. ()

El voltaje de circuito abierto y la corriente de corto circuito son:

Yll‘lt(s) = YNN(S) — %

N
Icc (S) = ZYNkEk(S)
k=1
La ecuacioén anterior se puede escribir de la forma:

1,(S)+ Y Z,|

wlih =l

[Y,.(8)+ Y.(S)]Vi(s) = .. (5)

Lo anterior prueba el teorema y muestra que la amplitud de la corriente dada por un generador esta
dada por la corriente en corto circuito.
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