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Rafael Prieto Meléndez

Grupo Académico de Modelado y Simulacion de Procesos

RESUMEN

Estas notas fueron compiladas y editadas por el Grupo Académico de Modelado y Simulacion de
Procesos con el objetivo principal de contar con documentos propios en los que se integren los
fundamentos de la teoria matematica de sistemas generales. Para esto, estamos tomando como guia dos
textos clasicos en la teoria de sistemas: “System Theory” editado por L. A. Zadeh y E. Polak, y “An
Approach To General Systems Theory” de George J. Klir, ambos de 1969. Ambos textos nos sefialan
claramente que los antecedentes fundamentales de la teoria matematica de sistemas comprenden a la
teoria de conjuntos y temas afines. Por esto Ultimo se deben entender la teoria de relaciones y funciones,
y la teoria de las estructuras algebraicas. Es decir, los fundamentos de la teoria matemética de sistemas
se basan en las matematicas discretas. No es de extrafiar pues que las mateméticas discretas se hayan
constituido en las Ultimas décadas del siglo XX y muy especialmente en la primera década del siglo XXI
como una de las herramientas matematicas mas importantes para la descripcion de muy diversos
fenomenos fisicos y quimicos. Por ejemplo, basta revisar las aplicaciones de la teoria de graficas (o
teoria de redes) al estudio de la estructura molecular y de los circuitos y redes de reacciones quimicas
para observar el impacto de las matematicas discretas en la quimica contemporanea.

Con base a lo anterior, se consideré escribir tres reportes sucesivos y relacionados: uno sobre la teoria
intuitiva de conjuntos, o enfoque de Cantor, otro sobre relaciones y funciones, y un tercero sobre
estructuras algebraicas. En este primer reporte presentamos los resultados de las tareas de revision,
compilacién, actualizacion y sistematizacion de los supuestos y principales resultados de la teoria intuitiva
de conjuntos. Esta es la teoria propuesta e iniciada por Georg Cantor (1845-1918), un matemético de
origen aleman, a finales del siglo XIX, razén por la cual también se le conoce como teoria de conjuntos
de Cantor.

Cabe sefialar que si bien en la actualidad no existen cursos sobre matematicas discretas, en lo general, y
teoria de conjuntos, en lo particular, en los planes de estudio de las carreras de Quimica y relacionadas,
el trabajo de compilacién de estas notas nos convencio de la necesidad de incluir conceptos de la teoria
de conjuntos y temas afines en el bagaje de conocimientos matematicos de los quimicos
contemporaneos, particulares aquellos quimicos interesados en problemas de quimica fisica como la
estructura molecular y la cinética quimica. Asi pues, sefialamos que estas notas tienen un segundo
objetivo. Pretendemos que nuestro documento se pueda considerar como material de consulta para los
antecedentes matematicos de un futuro curso, muy posiblemente a nivel de posgrado, sobre modelado
matematico de sistemas quimicos; tal curso puede ser impartido a estudiantes de Quimica, Ingenieria
Quimica, o de Matematicas Aplicadas y Ciencias de la Computacion interesados en problemas de
modelado y simulacién de procesos.
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INTRODUCCION A LA TEORIA MATEMATICA DE SISTEMAS
PARTE |: FUNDAMENTOS
TEORIA DE CONJUNTOS

INTRODUCCION

La Teoria de Conjuntos como una disciplina matematica fue propuesta e iniciada por Georg Cantor
(1845-1918), un matematico de origen aleman. Una descripcion completa de su génesis y primeros desa-
rrollos esta fuera de lugar en estos momentos ya que para su comprension se requiere de un conocimien-
to considerable de las mateméticas. En lugar de esto, y a manera de introduccion al tema que nos inter-
esa, proporcionaremos un amplio bosquejo de las ideas y conceptos que estan involucrados en la teoria.

Las investigaciones que Cantor estaba realizando hacia finales del siglo XIX sobre series trigo-
nométricas y de numeros reales lo llevaron a reconocer la necesidad de contar con medios para compa-
rar el tamano de conjuntos infinitos de numeros. Para hacer frente a este problema, Cantor introdujo la
nocién de potencia (o tamafio) de un conjunto definiendo que dos conjuntos tienen la misma potencia si
los miembros de uno de los conjuntos se pueden aparear con aquellos del otro conjunto. Debido a que
dos conjuntos finitos sélo pueden ser apareados si, y s6lo si, tienen el mismo numero de miembros, la
potencia de un conjunto finito puede ser identificada con un nimero contante. De esta manera, la nocién
de potencia para conjuntos infinitos proporciona una generalizaciéon de los numeros contantes de todos
los dias. Cantor desarroll6 la teoria, incluyendo una aritmética, de estos numeros generalizados (o trans-
finitos) y, al hacerlo, cred la teoria de los conjuntos. Sus logros en esta area son vistos como un ejemplo
sobresaliente de creatividad matematica.

La insistencia de Cantor de tratar al infinito como un hecho —él veia que los conjuntos infinitos y
los numeros transfinitos estan a la par con los conjuntos finitos y los nimeros contantes— fue una inno-
vacién en su época. Los prejuicios contra este punto de vista fueron los responsables del rechazo inicial
al trabajo de Cantor por algunos matematicos, aunque otros reaccionaron de manera favorable debido a
que la teoria proporcionaba una prueba de la existencia de los numeros trascendentes. Casi simultanea-
mente se encontraron otras aplicaciones al analisis y a la geometria, con lo cual, la teoria de conjuntos de
Cantor gan6 aceptacion, al grado que para 1890 ya era reconocida como una rama auténoma de las
matematicas. Sin embargo, al iniciar el nuevo siglo se produjo un cambio de actitud con el descubrimiento
de que se podian derivar contradicciones dentro de la teoria. Curiosamente, estas contradicciones no
fueron vistas como defectos serios, lo cual se sugiere por la manera en las que se les denominé: parado-
jas, queriendo decir con esto que se trataba de defectos que podrian ser resueltos una vez que se hubie-
se adquirido una comprension mas completa de la teoria. Los problemas planteados por la teoria de Can-
tor, junto con su innegable utilidad, gradualmente crearon un interés independiente en desarrollar una
teoria general de conjuntos abstractos en la cual aparecieron las ideas de Cantor en una forma amplia-
mente extendida. Tal teoria general es la que sera revisada en estas notas.

Uno podria cuestionarse la sensatez de elegir un punto de partida que se sabe que finalmente
conducira a un desastre. Sin embargo, nosotros confiamos que los temas importantes de estas notas son
independientes de aquellas caracteristicas del enfoque Cantoriano, o intuitivo, a la teoria de conjuntos.
De hecho, cualquier teoria de conjuntos, si va a servir como una base para las matematicas, incluira los
supuestos y resultados que aparecen en estas notas. Unicamente los métodos que empleamos para
obtener esos resultados son intuitivos, y no se genera un dafio irreparable en usarlos; en realidad son
herramientas estandar de las matematicas.

En estas notas se asume que hay familiaridad con los sistemas de niumeros enteros, racionales,
reales y complejos. Estos conocimientos elementales incrementaran las posibilidades de construir ejem-
plos que ilustren y permitan asimilar las definiciones, resultados y conceptos que se presentaran. Usare-



mos los simbolos Z, Q, R y C para denotar a los conjuntos de nimeros enteros, raciones, reales y com-

plejos, respectivamente, y usaremos los simbolos Z*, Q+ y R* para denotar a los conjuntos de enteros,
raciones y reales positivos, respectivamente.

Las notas comienzan con una discusion sobre la nocién intuitiva de conjunto, los peligros que ge-
nera el uso indiscriminado y poco cuidado de tal nocion y la forma mas usada en la actualidad para evitar
los peligros sefialados. Se continia con una discusion de los supuestos basicos de la teoria intuitiva,
esencialmente la idea de no definir lo que es un conjunto, sino establecer las caracteristicas que todo
objeto matematico que acordemos reconocer como un conjunto debe satisfacer. Esta forma de razona-
miento puede parecer extrafia, pero es muy comun en las matematicas contemporaneas. Continuamos
con una descripcion de los dos métodos fundamentales para obtener nuevos conjuntos a partir de con-
juntos dados. El primero se basa en el concepto de inclusion o de subconjunto. El segundo se basa en la
idea de introducir operaciones para conjuntos que explicitamente nos sefalen que elementos de los con-
juntos dados seran considerados en los nuevos conjuntos. La introducciéon de operaciones para conjuntos
nos lleva de manera natural a considerar el desarrollo de un algebra de conjuntos, que es el tema con el
que cerramos estas notas. Al final se presenta una breve resena historica del desarrollo de la teoria intui-
tiva de conjuntos.



INTRODUCCION A LA TEORIA DE CONJUNTOS

1.1. LA IDEA DE CONJUNTO

Nociones iniciales

Debido a que vamos a tomar a un conjunto como un concepto primitivo no tenemos porque definirlo. Sin
embargo, es instructivo ilustrar las dificultades que surgirian en un intento por hacerlo.

Comencemos diciendo que Cantor establecid que un conjunto debe ser entendido o razonado
como una pluralidad o coleccion concebida como una unidad. En otras palabras, la idea de conjunto invo-
lucra colocar mentalmente un cierto nimero de cosas (u objetos como técnicamente los vamos a deno-
tar) juntas y asignar a las cosas asi puestas juntas una identidad como un todo, es decir, una identidad
separada de las de cada una de esas cosas. Las cosas van a ser llamadas elementos o miembros del
conjunto obtenido al concebirlas juntas. De esta manera, un conjunto consiste de, o comprende a, sus
miembros pero por si mismo es una entidad diferente de cualquiera de sus miembros.

Por ejemplo, un equipo (esto es, un conjunto) de jugadores de futbol no es igual a ninguno de los
jugadores (incluso del capitan). Esta distincién debe ser observada escrupulosamente incluso cuando un
conjunto consiste de un solo elemento; asi un equipo de un solo jugador debe ser distinguido del unico
jugador que lo forma. De hecho, un equipo es una entidad que no tiene existencia material. Por supuesto,
podemos asignar a un conjunto ciertos atributos en términos de los atributos correspondientes de sus
miembros, ya sea por medio de una convencién, o por implicaciones de sentido comun. Asi, podemos
entender que la oracion “un equipo de jugadores que va de Guadalajara a Monterrey” significa que cada
jugador del equipo va de Guadalajara a Monterrey. Por otro lado, un conjunto tiene ciertos atributos que
no pueden ser descritos en términos de ninguno de los atributos de los miembros individuales. Asi tene-
mos que “una gran bandada de aves” no es lo mismo que “una bandada de aves grandes”. Similarmente,
la longitud de un segmento de linea es una propiedad del segmento como un todo y no de los puntos
individuales que lo constituyen.

Es obvio que los conjuntos de objetos materiales son tan viejos como el pensamiento humano
Pero a menudo tenemos que considerar conjuntos de objetos abstractos, tales como los niumeros ente-
ros, los numeros reales, las lineas, etc. De hecho, con frecuencia nos vamos a topar con conjuntos cuyos
objetos son ellos mismos conjuntos de algunos otros objetos, por ejemplo, el conjunto de todos los equi-
pos que participan en un torneo. Sin embargo, se debe tener cuidado al manejar tales conjuntos. Por
ejemplo, el conjunto de conjuntos de leones no es un conjunto de leones de la misma manera que un
conjunto de leones no es un ledn.

Si podemos formar conjuntos cuyos elementos son ellos mismos conjuntos, surge de manera na-
tural el cuestionamiento de si podemos formar el conjunto de todos los conjuntos; esto es, literalmente de
todos los conjuntos. Notese que este conjunto seria extraordinario en el sentido de que seria miembro de
si mismo, a diferencia de un conjunto de leones o de un conjunto de nimeros reales. Acordemos enton-
ces denominar a un conjunto como ordinario si no es un miembro de si mismo, y extraordinario en caso
contrario. La mayoria de los conjuntos con los que nos vamos a topar son ordinarios, pero algunos (como
por ejemplo el conjunto de conjuntos que acabamos de considerar) son extraordinarios. Hagamos ahora
que S represente al conjunto de (literalmente) todos los conjuntos ordinarios. Una pregunta engafosa-
mente inocente es si el conjunto S es ordinario. Estamos condenados a obtener una contradiccion ya sea
que la respuesta sea afirmativa o negativa. Tal situacién es conocida como una paradoja’. Esta paradoja
en particular es debida a Bertrand Russell y, junto con muchas otras, ha revolucionado el enfoque a la
teoria de conjuntos ya que claramente muestra que un conjunto no puede recibir una definicion tan sim-

' El término paradoja tiene numerosos significados, pero nosotros, siguiendo a Martin Gardner, lo tomamos en un sentido amplio,
capaz de contener todo resultado que por contrario a la intuicion y al sentido comun alcanza a provocar de inmediato un sentimiento
de sorpresa. [Gardner, Martin, jAja! Paradojas que hacen pensar. RBA Coleccionables S. A., Espaia, 2007.]



plista como “una coleccion de objetos”. (Mas adelante profundizaremos un poco mas en el problema de
las paradojas.) Asi las cosas, o debemos poner algunas restricciones sobre esos objetos (por ejemplo,
requiriendo que todos sean objetos materiales) o tenemos que admitir que la mayoria, pero no todas las
colecciones de objetos son conjuntos. Resulta ser que la segunda alternativa es la menos mala.

El enfoque a la teoria de conjuntos en el que se hace un intento para definir un conjunto y postu-
lar un cierto nimero de axiomas acerca de los conjuntos con el objetivo de evitar paradojas es conocido
como teoria axiomatica de conjuntos. Aunque de considerable interés por derecho propio, en estas
notas no vamos a seguir este enfoque porque nuestro interés en los conjuntos es como bloques de cons-
truccion a partir de los cuales vamos a construir todo lo que nos interesa. Resulta ser que la mayoria de
los conceptos en matematicas pueden ser expresados de manera sucinta y precisa en términos de con-
juntos. Incluso los numeros enteros (y por ende los numeros reales e incluso los complejos), asi como
sus operaciones, adicién, multiplicacion, etc., pueden ser definidos en términos de conjuntos. Aunque en
estas notas no iremos tan lejos, si presentaremos amplia evidencia que muestra la utilidad de los conjun-
tos en proporcionar expresiones precisas de lo que de otra manera sélo podriamos describir intuitivamen-
te. No es una exageracion decir que los conjuntos son los alfabetos de las matematicas modernas.

Debido a que nuestro interés en los conjuntos es como un medio mas que como un fin, vamos a
sequir el asi llamado enfoque intuitivo a la teoria de conjuntos. En este enfoque se evitan las paradojas
confinandonos nosotros mismos a ciertos conjuntos. La eleccién mas comun es fijar algun conjunto, di-
gamos U (el cual denominaremos mas adelante como conjunto universal o simplemente el universo), y
acordar que todos los conjuntos bajo consideracién consistiran Unicamente de elementos de U. La elec-
cion del universo no necesita ser especificada pero, por supuesto, debe ser suficientemente grande como
para incluir todos los simbolos, expresiones y conceptos con los que vamos a tratar. La existencia de un
conjunto universal con propiedades suficientemente agradables es un tema de la teoria axiomatica de
conjuntos.

El enfoque de Cantor

El enfoque de Cantor no considera una definicion de conjunto, en su lugar describe lo qué uno puede
hacer con las entidades de las que se habla. En este enfoque, llamémosle intuitivo o semiaxiomatico, se
asume que el interesado tiene una comprensién ordinaria, humana e intuitiva (aunque frecuentemente
errénea desde un punto de vista matematico) de lo qué son los conjuntos; asi, el propdsito de la exposi-
cion es delinear algunas de las muchas cosas que uno puede hacer correctamente con los conjuntos.
Dicho esto, comencemos pues la exposicion.

Consideremos la concepcién de Cantor de un conjunto, para posteriormente analizar brevemente
sus partes constituyentes. Asi, un conjunto S es cualquier coleccién de objetos de nuestra intuicién o de
nuestro intelecto, definidos y distinguibles, para ser concebidos como un todo. Tales objetos son denomi-
nados los elementos o miembros de S (usaremos ambos términos de manera indistinta).

Los siguientes ejemplos ilustran el concepto de un conjunto segun Cantor.

Los numeros 1, 3, 7 y 10.

Todos los mexicanos vivos.

Un par de zapatos.

Las soluciones de la ecuacion x?2 — 3x — 2 = 0.
Un ramo de flores.

Las vocales del alfabeto espafiol: a, e, i, o y u.
Todas las ideas contenidas en un libro.

Un rebafio de ovejas.

Las ciudades capitales de los paises europeos.
Los numeros 2, 4,6, 8, ...

Los rios de Norteamérica.

Una coleccion de rocas.

Los paises de Oceania.

El punto esencial del enfoque de Cantor es que una coleccion de objetos debe ser vista como
una sola entidad (... para ser concebida como un todo). El transferir la atencién de los objetos individua-
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les a las colecciones de objetos individuales como entidades no es un proceso mental extrafio para los
humanos como lo pone en evidencia la presencia en nuestro lenguaje de palabras como bandada, ma-
nada, muchedumbre, nidada, ramo, ramillete, rebafio, etc.; de hecho algunas de ellas se usaron en los
ejemplos previos. Cabe sefialar que algunas de las palabras anteriores son usadas en un sentido mas
restringido que la palabra conjunto; otras son sindnimas. En estas notas usaremos las palabras “clase”,
“agregado” y “colecciéon” como sindénimos de la palabra “conjunto”, particularmente para evitar usar la
misma palabrada repetidamente en una oracién. Por ejemplo, un conjunto de conjuntos normalmente lo
vamos a referir como una coleccion de conjuntos.

Ahora bien, con respecto a los objetos que pueden ser incluidos en un conjunto, la frase “objetos
de nuestra intuicién o de nuestro intelecto” proporciona una libertad considerable. En primer lugar, pro-
porciona plena libertad en cuanto a la naturaleza de los objetos que conforman a un conjunto. Asi, man-
zanas verdes, granos de arena o numeros primos son admisibles como constituyentes de conjuntos. En
las aplicaciones netamente matematicas, sin embargo, es razonable escoger como miembros entidades
matematicas como puntos, lineas, numeros y objetos asi por el estilo. En segundo lugar, permite la con-
sideracion de conjuntos cuyos miembros no pueden, por una razon u otra, ser exhibidos explicitamente.
Respecto a esto ultimo, uno puede estar tentado a pensar inicialmente en los conjuntos infinitos, para los
cuales no es posible, incluso tedricamente, coleccionar sus miembros en una totalidad ensamblada. Para
ilustrar esta linea de razonamiento, consideremos al conjunto de todos los niumeros primos o al conjunto
de todos los puntos el plano euclidiano que tienen coordenadas racionales en un sistema de coordena-
das dado. Sin embargo, también se puede pensar en conjuntos finitos que desplieguen el mismo grado
de intangibilidad de cualquier conjunto infinito. Proporcionemos una ilustracion de esta aseveracion.

Comencemos con la premisa de que una maquina de escribir con 10 000 caracteres (entre los
que se incluyen todas las letras mayusculas y minusculas de los alfabetos existentes, en varios tamafios
y tipos, los numeros, los simbolos de puntuacion y especiales y un caracter en blanco para el espacia-
miento) seria adecuada para imprimir textos en cualquier lenguaje. (El tamafio exacto de la coleccion de
caracteres no es el punto central; se puede sustituir el nimero 10 000 por cualquier entero mayor que 1.)
Acordemos ahora que por un “libro” vamos a entender un ensamblado impreso consistente de no mas de
1000 000 de caracteres, incluyendo los espacios en blanco. Esto es, un libro puede contener desde 0
hasta 1 000 000 de caracteres impresos. Consideremos ahora el conjunto de todos los libros. Debido a
que hay 10 000 posibles caracteres para usar en cada una del 1000 000 de posiciones en un libro, el
numero de libros es 10 0001 00000 Este nimero sin duda es muy grande, pero es finito. Muchos de estos
libros constituyen textos sin sentido alguno, pero también se encuentran todos los libros técnicos y uni-
versitarios, todos los periddicos o revistas, todos los panfletos, todos los catalogos, etc. Tal magnitud
elude la compresion de una manera similar a como ocurre con un conjunto infinito.

Las palabras clave restantes en el concepto de conjunto de Cantor son objeto “distinguible” y “de-
finido”. El significado intentado para la primera, tal como lo usé Cantor, es como sigue: Con respecto a
cualquier par de objetos calificados para aparecer como elementos de un conjunto en particular, uno de-
be ser capaz de determinar si son diferentes o son lo mismo. El atributo “definido” es interpretado con el
significado de que si dados un conjunto y un objeto, es posible determinar si tal objeto es, o no es, un
miembro del conjunto. La implicacion es que un conjunto estda completamente determinado por sus
miembros.

1.2. LAS BASES DE LA TEORIA INTUITIVA DE CONJUNTOS

Asi pues, un conjunto esta formado por objetos llamados miembros o elementos. La suposicion de que al
enfrentar un objeto especifico y un conjunto especifico podemos determinar si el objeto es, o no es, un
miembro de ese conjunto significa lo siguiente.

Si el primer espacio en blanco en la oracion “ _ es un miembro de " se llena con el nombre
de un objeto, y el segundo espacio en blanco con el nombre de un conjunto, la oracién resultante puede
ser calificada como verdadera o falsa. De esta manera, la nocion de membresia es una relaciéon entre
objetos y conjuntos. Esta relacion la vamos a representar empleando el simbolo € y escribiendo x € A si
el objeto x es un miembro del conjunto A. Por el contrario, si el objeto x no es un miembro de A, entonces



escribimos x ¢ A. Todavia mas, escribiremos x;,x,, ...,x, € A como una abreviacion de “x; € Ay x, €
Ay .. yx, €A”. Decimos que un conjunto esta bien definido si es posible determinar, por medio de cier-
tas reglas o acuerdos, si cualquier objeto dado es un miembro del conjunto.

Lo que acabamos de hacer es presentar el principal concepto de la teoria de conjuntos: la perte-
nencia o membresia. Cabe sefalar aqui que en una teoria verdaderamente axiomatica, tal concepto es el
primitivo principal y, por tal razén, no se le define.

Vamos a dejar por el momento la presentacion de la teoria de Cantor para hacer algunos comen-
tarios acerca de los alfabetos que vamos a usar para discutir la teoria de los conjuntos. Noétese que
hemos usado letras mayusculas (en itélicas, con o sin subindices) para designar a conjuntos, mientras
que usamos letras minusculas (también en italicas, con o sin subindices) para designar a sus elementos.
Esta sera una practica comun. Asi, usualmente emplearemos letras mintsculas del alfabeto espafiol, en
italicas, para denotar elementos y, por el momento, emplearemos letras mayusculas, también en italicas,
para denotar a los conjuntos que los contienen. Mas adelante emplearemos letras minusculas del alfabe-
to griego para referirnos a un cierto tipo de conjunto. Si los miembros de un conjunto son conjuntos ellos
mismos y si este hecho es de relevancia para la discusion, se usaran letras mayusculas manuscritas para
sefalar al conjunto contenedor, el cual sera denominado una coleccion o incluso una familia de conjun-
tos. Por ejemplo, podriamos tener la ocasién de discutir acerca de la coleccién F de todos los conjuntos
finitos A de enteros x. Como regla de dedo, el nivel de un conjunto dentro de una jerarquia de conjuntos
bajo consideracion esta sugerido por el tamafio y estilo de la letra empleada para denotarlo.

Con base en lo anterior, aquel conjunto (univocamente determinado) cuyos miembros son los ob-
jetos x4, x4, ..., x,, se escribira {x;, x5, ..., x,}. Esto es, los nombres o simbolos de sus elementos se encie-
rran entre llaves y separan por medio de comas; esto es, se proporciona una lista de los elementos. En
particular, el conjunto {x}, denominado conjunto unitario, es el conjunto cuyo Unico miembro es x. Adicio-
nalmente, si al primer conjunto mencionado lo quisiéramos llamar S entonces escribiriamos

S = {xl,xZ, ...,xn}.

En esta expresion el signo de igualdad significa que S es el conjunto {x;, x5, ..., x,,}, con lo cual x; € S, x, €
S, .., x, €ES.

El principio intuitivo de extension

Consideremos ahora lo siguiente. Hablando en términos generales, concebimos a un conjunto como una
coleccion de objetos que comparten una propiedad comun. Sin embargo esta restriccion no es necesaria,
por lo que la coleccion formada por un caballo, la letra A, una chamarra y el sefior Pérez es un ejemplo
aceptable de conjunto; el que una coleccién como la anterior sea, o0 no sea, interesante o importante no
es de relevancia para que sea considerada como conjunto. Todavia mas, ya hemos mencionado que
ciertos elementos de un conjunto pueden ser a su vez conjuntos. Por decir, consideremos el conjunto
siguiente:

S = {a{1,2},p,(a}}.

En este caso es importante distinguir entre el conjunto {gq}, que es un elemento de S, y el objeto ¢, que es
un elemento de {q}, pero no es elemento de S.

En términos de la relacion de membresia, la suposicién de Cantor de que un conjunto esta de-
terminado por sus miembros puede ser postulada de la manera siguiente.

El principio intuitivo de extensiéon. Dos conjuntos son iguales si, y sélo si, tienen los mismos miembros.

Este principio nos sefiala que la propiedad mas basica de la pertenencia es su relacion con la igualdad:
un conjunto esta determinado por su extension.

Es valioso comprender que el principio de extension es algo mas que una propiedad necesaria-
mente logica de la igualdad, es una proposicion no trivial acerca de la pertenencia. Para comprender este
punto podemos considerar una situacién parcialmente analoga en la que el analogo del principio de ex-
tension no se satisface. Asi, supongamos que consideramos a los seres humanos en lugar de los conjun-
tos, y que si x y A son seres humanos, escribimos x € A cada vez que x sea un ancestro de A. (Los an-
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cestros de un ser humano son sus padres, los padres de sus padres, los padres de estos ultimos, y asi
por el estilo.) El analogo del principio de extensién diria que si dos seres humanos son iguales, entonces
ellos tienen los mismos ancestros (esta es la parte “solo si” y es verdadera), y también que si dos seres
humanos tienen los mismos ancestros, entonces son iguales (esta es la parte “si” y resulta ser falsa).

La igualdad de los conjuntos Ay B se denotara por A = B, mientras que la desigualdad de tales
conjuntos se denotara por A # B. En estas expresiones se debe notar que el signo de igualdad tiene un
significado diferente al empleado para nombrar a un conjunto. Tipicamente, el sentido del signo de igual-
dad quedara claro por el contexto de la discusién en que se presente.

Entre las propiedades basicas de la relacién de igualdad se encuentran:

A=A
A = B implica que B = A.
A =B,B = Cimplican que A = C.

Estas propiedades se cumplen para todos los conjuntos A, B, C. Todas estas proposiciones se pueden
demostrar directamente a partir del principio de extension.

En general, una prueba de la igualdad de dos conjuntos especificos A y B se lleva a cabo en dos
partes: en una parte se demuestra que si x € 4, entonces x € B; en la otra parte se demuestra que si
x € B, entonces x € A. Algunos ejemplos de esta prueba se proporcionan a continuacion.

1. El conjunto que comprende a los tres primeros enteros positivos pares es {2,4,6}. Ahora bien,
debido a que {2,4,6} y {2, 6,4} tienen los mismos miembros, resultan ser conjuntos iguales. To-
davia mas, {2,4,6} = {2,4, 4, 6} por la misma razoén.

2. Como ya hemos mencionado, los miembros de un conjunto pueden ser ellos mismos conjuntos.
Por decir, {{1, 3}4L{2,4}, {5, 6}} es un conjunto con tres miembros, a saber {1, 3}, {2,4} y {5, 6}. Los
conjuntos {{1, 2}, {2,3}} y {1, 2,3} no son iguales debido a que el primero tiene como miembros a
{1,2} y {2, 3}, mientras que el segundo tiene a 1, 2 y 3 como miembros.

3. Los conjuntos {{1,2}} y {1,2} no son iguales debido a que el primero, un conjunto unitario, tiene a
{1, 2} como su unico miembro, mientras que el segundo tiene a 1 y 2 como miembros.

Este ultimo ejemplo constituye una ilustracién mas de la afirmacién general que sefiala que un
objeto y el conjunto cuyo unico miembro es ese objeto son distintos el uno del otro.

4. Vamos a probar que el conjunto A de todos los enteros positivos pares es igual al conjunto B de
enteros positivos que pueden ser expresados como la suma de dos enteros positivos impares.
Primero asumamos que x € A y deduzcamos que x € B. Si x € A, entonces x = 2m; en conse-
cuencia, x = (2m — 1) + 1, lo cual significa que x € B. A continuacién, asumamos que x € B y
deduzcamos que x € A. Si x € B, entonces x = (2p —1) + (2q — 1) y, en consecuencia, x =
2(p + q — 1), lo cual implica que x € A. Asi, hemos probado que A y B tienen los mismos miem-
bros.

Continuemos ahora con nuestra presentacion de la teoria de Cantor. Si bien la notacién de llaves
es practica para definir explicitamente conjuntos formados por unos cuantos elementos, resulta ser muy
incomoda para definir conjuntos que tienen un numero grande, finito, de elementos, y resulta inutil para
conjuntos infinitos (esto es, conjuntos que tienen una cantidad ilimitada de elementos). ; Cémo podemos
describir a los conjuntos con una cantidad grande de elementos? Al intentar responder a este interrogan-
te uno tenderia intuitivamente a diferenciar los conjuntos finitos de los infinitos sobre la base de que un
conjunto finito puede ser concebido como una totalidad ensamblada, mientras que uno infinito no puede
ser concebido asi. Sin embargo, un conjunto finito grande (por decir, el conjunto de libros que se descri-
bié en la Seccion 1) puede ser tan dificil de comprender como uno infinito. Con base en esta clase de
ejemplos podemos concluir que el problema de descripcion eficiente de un conjunto finito grande vy el
problema equivalente para un conjunto infinito son, para todo propésito practico, uno y el mismo proble-
ma.

Una solucion para definir explicitamente conjuntos muy grandes o infinitos es ampliar la notacién
de llaves como sigue:



S, = {2,46,..,18).
s, = {1,3,5..}.
S; = {a,a?ad ..}

Esto es, no se listan todos los elementos del conjunto en cuestién, sélo se listan unos cuantos de ellos de
manera que los elementos faltantes puedan ser determinados a partir de los elementos presentes y del
contexto.

El principio intuitivo de abstraccion

Otra solucion comunmente aceptada para especificar conjuntos, concebida por el propio Cantor, esta
basada en el concepto de una “férmula en x”. Consideremos la siguiente descripcion intuitiva de la pro-
puesta de Cantor. Acordemos que una proposicién es una oracion declarativa para la que tenemos la
capacidad de clasificarla como verdadera o como falsa. Asi, entendemos que una férmula en x es una
sucesion (o secuencia) finita de palabras y el simbolo x tal que cuando cada aparicion de x es reempla-
zada por el mismo nombre de un objeto de la naturaleza apropiada se obtiene una proposicion. Por decir,
cada una de las secuencias siguientes es una férmula en x:

5 divide a x; X+x+1>x;
X ama a Juan; x%=2;
x < X.

Por el contrario, ninguna de las secuencias siguientes es una férmula en x:
Paratodox,x? —4 = (x — 2)(x + 4).

Existe una x tal que x? < 0.

Estas secuencias de palabras y simbolos son simplemente oraciones.

De manera alternativa, podemos entender una formula en x desde el punto de vista del andlisis
gramatical. Asi, una férmula en x se puede entender como una oraciéon que valora algo acerca de x. En
este sentido, claramente cada oracién de la primera lista tiene la cualidad mencionada, mientras que
ninguna de las dos oraciones de la segunda lista la tiene. Otro enfoque mas al concepto de férmula en x
es recurriendo a la nocién de funcién tal como se usa en las matematicas elementales. Asi, una formula
en x puede ser descrita como una funcién de una variable tal que, en un dominio apropiado, los valores
de la funcién son proposiciones.

Con fines de notacién, usaremos letras mayusculas el alfabeto espafiol seguidas del simbolo (x)
para detonar férmulas en x. De esta forma, si en un contexto dado, P(x) denota a una férmula particular,
entonces P(a) corresponde a la misma férmula con a sustituyendo a x.

El objetivo de describir conjuntos por medio de férmulas se alcanza aceptando el principio si-
guiente.

El principio intuitivo de abstraccién. Una férmula P(x) define a un conjunto A con base en la conven-
cién de que los miembros de A son exactamente aquellos objetos a tales que P(a) es una proposicion
verdadera.

Debido a que los conjuntos que contienen a los mismos miembros son iguales, una férmula dada
determina exactamente un conjunto, el cual, en matematicas, usualmente es denotado por {x | P(x)}, lo
cual se lee “el conjunto de todos los (objetos) x tales que P(x)”. Asi, a € {x | P(x)} si, y solo si, P(a) es
una proposicion verdadera.

Con base en lo recién expuesto, podemos sefalar que la decision de si un objeto dado a es, o no
es, un miembro de {x | P(x)} es equivalente a la de determinar si a posee, o no, una cierta propiedad o
cualidad. Debido a esto, cuando una férmula en x, digamos P(x), es aplicada a la construccion de un
conjunto, por lo comun se le denomina una propiedad de x y, de hecho, es la propiedad definitoria de



{x | P(x)}. Como una consecuencia de esto, nuestro principio intuitivo de abstraccion se puede describir
por la afirmacién “toda propiedad determina un conjunto”.

Muchas veces admitiremos la posibilidad de que aparezcan simbolos diferentes de x en una
férmula en x. En efecto, si P(x) es una férmula en x tal que el simbolo y no aparece en ella, entonces
P(x) y P(y), como propiedades, son indistinguibles y, en consecuencia, se tiene que {x|P(x)} =
{y | P(y)}. Esto no necesariamente ocurre si sucede que y en efecto aparece en P(x). Por ejemplo,

{x|x es divisible por a} = {y|y es divisible por a}.
Pero
{x|x es divisible por y} # {y|y es divisible por y}.

De nueva cuenta, si F(x) y G(x) son dos propiedades tales que F(x) se satisface para x cuando, y soélo
cuando, G(x) se satisface para x, entonces {x|F(x)} = {x|G(x)}, aplicando el principio de extension. Por
ejemplo,

{x|]xeAyxeB}={x|xeByx €A}y
{xlx€Z*yx>5}={x|x € Z' y (x + 1)? < 29}.

Consideremos algunos ejemplos adicionales.

1. Los siguientes son ejemplos de conjuntos definidos por medio de propiedades que resultan facil-
mente reconocibles:
(a) {x|xes un entero mayor que y que no tiene divisores menores o iguales a xl/z}.
(b) {x|x es un entero positivo menor que 9}.
(c) {x|x es una linea de pendiente 3 en un plano coordenado}.
(d) {x|x es una funcion continua sobre el intervalo cerrado de 0 a 1}.
2. El conjunto {x|]x =x; 0x=x,0...0x =x,} es igual al conjunto que previamente habiamos

acordado denotar por {x, x,, ..., x,,}.

3. En algunos casos, nuestro lenguaje natural nos hace posible enunciar una definicion mas breve
de un conjunto finito por medio de una propiedad de la que se podria obtener por enumeracién de
los elementos. Por decir, es mas corto definir un conjunto particular de, digamos, 1 000 personas
usando la propiedad “x es un profesor universitario” que enumerando los nhombres de los miem-
bros.

4. La introduccion de conjuntos infinitos definiendo propiedades es un procedimiento familiar en la
geometria analitica. Esto se aprecia facilmente recordando la definicion de los lugares geométri-
co0s como, por decir, las secciones coénicas. llustremos el argumento: el circulo de radio 2 centra-
do en el origen es el conjunto e todos los (puntos) x tales que x es un punto en el plano que se
encuentra a una distancia de dos unidades del origen.

5. Si A es un conjunto, entonces x € A es una férmula en x y, como tal, puede ser usada como una
propiedad definitoria de un conjunto. Asi, debido a que y € {x|x € A} si, y sdblo si, y € A, tenemos
que
A = {x|x € A}.

Esto resulta del principio de extension.

Consideremos ahora algunas cuestiones adicionales de notacion. Primero, se usan varias modifi-
caciones a la notacion de conjuntos basada en las llaves. Por ejemplo, se acostumbra escribir
{x € A|P(x)} en lugar de {x|x € Ay P(x)} para denotar al conjunto de todos los objetos que son tanto
miembros de A como poseedores de la propiedad P(x). Una descripcion alternativa de este conjunto es
“todos los miembros de A que tienen la propiedad P(x)”, siendo esta descripcion la que enfatiza la nueva
notacion. Consideremos algunos ejemplos adicionales: {x € R|0 < x < 1} denota al conjunto de todos los
numeros reales entre 0 y 1, incluyendo los extremos; por su parte, {x € Q*|x? < 2} denota al conjunto de
todos los numeros racionales positivos cuyo cuadrado es menor que 2.



Consideremos una segunda modificacién. Si P(x) es una propiedad y f es una funcién, entonces
la expresion {f(x)|P(x)} sera usada para denotar al conjunto de todas las y para las cuales existe una x
tal que x tiene la propiedad P(x) y se cumple que y = f(x). Por ejemplo, en lugar de escribir

{y|existe una x tal que x es un entero y se satisface que y = 2x},
escribiremos
{2x|x € Z3.

Similarmente, {x?|x € Z} denota al conjunto de cuadrados de enteros. Las notaciones anteriores tienen
extensiones naturales; en general, la intuicion es una guia adecuada para interpretar ejemplos. Por decir,
en un plano coordenado en el que los puntos son identificados con los miembros del R? de todos los pa-
res ordenados (x,y) de nimeros reales x, y, resulta razonable interpretar al conjunto {{x,y) € R?|y = 2x}
como la linea de pendiente 2 que pasa por el origen.

Vamos a hacer algunos comentarios adicionales. Los principios de extension y de abstraccion de
conjuntos (junto con el principio de eleccidn, el cual no se presentara en estas Notas) constituyen la base
operativa de la teoria de conjuntos de Cantor. En este contexto es interesante sefalar que aunque hici-
mos un intento de describir lo qué es un conjunto antes de introducir los primeros dos principios, ninguno
de estos principios, y de hecho ni el tercero, incluyen una definicién de la palabra conjunto. En lugar de
ello, cada uno de los principios es meramente una suposicién acerca de conjuntos. El concepto béasico
usado para enunciar estos principios es membresia. En consecuencia, la relacion de membresia para
conjuntos asume el papel de concepto principal de la teoria de conjuntos en lugar de la nocién de conjun-
to mismo.

La paradoja de Russell

Ya hemos mencionado que se pueden derivar contradicciones dentro de la teoria intuitiva de conjuntos.
La fuente de problemas es el uso no restringido del principio de abstraccién. De las contradicciones co-
nocidas, la mas simple de describir es aquella descubierta por Bertrand Russell en 1901. Discutamos un
poco alrededor de esta paradoja.

A principios del siglo XX, la teoria abstracta de conjuntos habia ganado tal aceptacion que un
gran numero de matematicos estaban trabajando duro para demostrar que todas las matematicas podr-
ian construirse sobre las bases de la teoria de conjuntos. En medio de esta actividad, el matematico y
fildsofo inglés Bertrand Russell descubrié una paradoja (realmente una verdadera contradicciéon) que
parecia hacer temblar la esencia misma de las bases. La paradoja supone la definicion de conjunto de
Cantor como, recordemos, “cualquier coleccion en un todo de objetos definidos y separados de nuestra
intuicion o de nuestro pensamiento”.

Paradoja de Russell: La mayoria de los conjuntos no son elementos de si mismos. Por ejemplo, el con-
junto de todos los enteros no es un entero y el conjunto de todos los caballos no es un caballo. Sin em-
bargo, podemos imaginar la posibilidad de que un conjunto sea elemento de si mismo. Por decir, el con-
junto de todas las ideas abstractas puede ser considerado una idea abstracta. Si se nos permite utilizar
cualquier descripcion de una propiedad como la propiedad de definicidn de un conjunto, podemos hacer
que S sea el conjunto de todos los conjuntos que no son elementos de si mismos:

S ={A|A esun conjuntoy A ¢ A}.
¢Es S un elemento de si mismo?

La respuesta no es ni si ni no. Porque si S € S, entonces S satisface la propiedad de definicién pa-
raSyportantoS € S. Perosi S ¢ S, entonces S es un conjunto tal que S ¢ S y asi S satisface la propiedad
de definicién para S, lo que implicaque S € S. Por tanto, nies S € Sni S € S, lo que es una contradiccion.

Para ayudar a explicar su descubrimiento a laicos, Russell ideé un rompecabezas, el rompecabe-
zas del barbero, cuya solucion presenta la misma Iégica que su paradoja.

El rompecabezas del barbero: En una determinada ciudad hay un barbero hombre que afeita a todos
esos hombres, y solo a esos hombres, que no se afeitan a si mismos. ¢ El barbero se afeita a si mismo?
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Nuevamente la respuesta es ni si ni no. Si el barbero se afeita a si mismo, es miembro de la cla-
se de hombres que se afeitan a si mismos. Pero ningin miembro de esta clase es afeitado por el barbero
y asi el barbero no se afeita a si mismo. Por otra parte, si el barbero no se afeita a si mismo, pertenece a
la clase de hombres que no se afeitan a si mismos. Pero el barbero afeita a cada uno en esta clase, por
lo que el barbero se afeita a si mismo.

Pero ¢cémo puede la respuesta ser ni si ni no? Sin duda cualquier barbero se afeita o0 no a si
mismo. Podria intentar pensar en circunstancias que harian que la paradoja desaparezca. Por ejemplo,
tal vez ocurre que el barbero no tenga nada de barba y nunca se afeita. Pero una condicién del rompeca-
bezas es que el barbero es un hombre que afeita a todos aquellos hombres que no se afeitan a si mis-
mos. Si él no se afeita, entonces no se afeita a si mismo, en cuyo caso él se afeité con el barbero y la
contradiccion sigue estando presente por siempre. Similarmente estan condenados al fracaso otros inten-
tos de resolver la paradoja considerando detalles de la situacién del barbero.

Asi que vamos a aceptar el hecho de que la paradoja no tiene ninguna solucion facil y vamos a
ver a dénde conduce ese pensamiento. Dado que el barbero ni se afeita a si mismo ni no se afeita a si
mismo, la frase “el barbero se afeita a si mismo” no es ni verdadera ni falsa. Pero la frase surgié de ma-
nera natural a partir de una descripcion de la situacién. Si realmente existio la situacioén, entonces la frase
tendria que ser verdadera o falsa. Por tanto, nos vemos obligados a concluir que la situacion descrita en
el rompecabezas simplemente no puede existir en el mundo como lo conocemos.

De forma similar, la conclusion que se deduce de la misma paradoja de Russell es que el objeto S
no es un conjunto. Ya que si realmente se tratara de un conjunto, en el sentido de satisfacer las propie-
dades generales de conjuntos que nosotros hemos estado suponiendo, entonces tampoco seria o no un
elemento de si mismo.

En los afios siguientes al descubrimiento de Russell se encontraron varias formas de definir los
conceptos bésicos de la teoria de conjuntos para evitar su contradiccion. Nosotros vamos a emplear la
estrategia que se describe en la siguiente seccion.

3. INCLUSION

Introducimos ahora dos relaciones adicionales, esta vez entre conjuntos. Asi, si Ay B son conjuntos,
decimos entonces que A esta incluido en B, lo cual se escribe A € B en simbolos, si, y solo si, cada
miembro de A es un miembro de B. Siendo esto el caso, también decimos que A es un subconjunto de
B. Todavia mas, también acordamos decir que B incluye a A, que en simbolos escribimos asi B 2 A4, lo
cual empleamos como un sinénimo de A esta incluido en B. De esta manera, A € B y B 2 A significan,
cada una, que para todo objeto x, si x € A, entonces x € B.

De manera similar, se dice que el conjunto A esta incluido propiamente en B, lo cual se escribe
A c B, (o, alternativamente, A es un subconjunto propio de B, o B incluye propiamente a A) si, y sélo
si, AS By A+ B. Por ejemplo, el conjunto de enteros pares esta incluido propiamente en el conjunto Z
de enteros, y el conjunto Q de numeros racionales incluye propiamente a Z.

Entre las propiedades basicas de la relacion de inclusion tenemos:

A C 4;
A S ByB < Cimplican que 4 € C;
A C ByB C Aimplican que A = B.

Las dos primeras propiedades nos senalan que la relacion de inclusion es reflexiva y transitiva, respecti-
vamente. Estos conceptos seran descritos un poco mas adelante.

Comencemos por probar las dos primeras propiedades. La primera de ellas es obvia: Ciertamen-
te para todo objeto x, si x € A4, entonces x € A. Para probar la segunda propiedad procedemos como
sigue. Sea x un elemento de A4, esto es, sea x € A. Debido a que A es un subconjunto de B, x también
pertenece a B, esto es x € B. Adicionalmente sefialamos que B € C, lo cual indica que todos los elemen-
tos de B también lo son de C, lo cual incluye al elemento x. De esta manera, tenemos que si x € 4, en-
tonces x € C, es decir, A es un subconjuntode C, A € C.

11



La tercera propiedad también es inmediata. En efecto, dado que A < B, tenemos que todo ele-
mento de A también lo es de B. Pero también tenemos que B < 4, lo cual indica que todo elemento de B
también lo es de A. Todo esto quiere decir que A y B tienen exactamente los mismos elementos, o sea
que son conjuntos iguales: A = B.

La dltima de las propiedades listadas es la formulacion en términos de la relacion de inclusion de
los dos pasos en una prueba de igualdad de conjuntos. Esto es, para probar que A = B, primero se prue-
ba que A € By, posteriormente, se prueba que B € A, o viceversa.

Por lo que respecta a la relacién de inclusion propia, sélo el analogo de la segunda propiedad an-
tes listada (esto es, la transitividad) es valida. Esto es, Ac B y B c C implican que A c C. No es dificil
probar esto. En efecto, debido a que A es un subconjunto propio de B, tenemos que todo elemento de A
también lo es de B; si x € A, entonces x € B. Ciertamente también existe algun elemento y € B que no
pertenece a A, esto es y € A. Ahora bien, como B también es un subconjunto propio de C, tenemos que
todos los elementos de B, incluyendo obviamente a x e y, también lo son de C. De esta manera, todos los
elementos de A también lo son de C y éste contiene elementos, por ejemplo y, que no lo son de A. Es
decir, C incluye propiamente a A.

Existen otras propiedades que relacionan la inclusién con la inclusion propia. Asi, tenemos que:

SiIAS ByB c (C,entonces 4 c C.
SiAc ByB c C,entonces A c C.

No es dificil verificar estos dos resultados.

Con base en la relacién de inclusién decimos ademas que dos conjuntos A y B son comparables
si ocurre que

ASBoBcA

Esto es, dos conjuntos son comparables si uno de ellos es subconjunto del otro. Adicionalmente, se dice
que dos conjuntos A y B son no comparables si ocurre que

A¢ByB ¢ A.

Es decir, si A no es comparable a B, entonces existe un elemento en A que no se encuentraen By, a su
vez, existe un elemento en B que no se encuentra en A.

Vamos a ilustrar estas ultimas ideas con un par de ejemplos concretos. Primero, si consideramos
los conjuntos A = {a,b} y B = {a, b, c}, entonces tenemos que A es comparable a B ya que A es subcon-
junto de B. Si ahora consideramos a los conjuntos R = {a,b} y S = {b, ¢, d}, entonces ocurre que Ry S no
son comparablesyaque R € S, puestoquea € Rya ¢ S,yademasS L Ryaquec€E€Syc &R.

Al empezar el estudio de la teoria de los conjuntos resulta comun confundir las relaciones de
membresia y de inclusion, por lo que tomaremos toda oportunidad que se presente para sefalar las dis-
tinciones. Asi, en este momento conviene hacer notar que las analogas de membresia de las dos prime-
ras propiedades de la inclusion listadas antes son falsas. Por ejemplo, si X es el conjunto de los numeros
primos, entonces X ¢ X. De manera similar, aunque 1 € Z y Z € {Z}, no sucede que 1 € {Z} debido a que
Z es el unico miembro de {Z}.

Vamos a ilustrar la diferencia entre las relaciones de membresia y de inclusién con un ejemplo
concreto simple. Asi, sean los conjuntos:

A={123},B=1{12},C ={1,3},D = {3}.
Para ellos se verifican las aseveraciones siguientes:
BC A CCSAyDCA.

Por otro lado, tenemos que 1 € {1,2,3} pero 1 no esta incluido en {1,2,3}, a pesar de que {1} < {1,2,3}.
Esto es, sélo un conjunto puede estar incluido en otro conjunto, o puede ser un subconjunto de otro con-
junto, mientras que solo los elementos pertenecen a un conjunto. Ahora bien, ciertamente un conjunto
puede tener a otros conjuntos como elementos. Por ejemplo, si A = {{1}, 2, 3}, entonces se verifica que
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Subconjuntos y el conjunto vacio

Enfoquemos ahora nuestra atencién a los subconjuntos de un conjunto, esto es, los conjuntos incluidos
en un conjunto. Este es nuestro primer ejemplo de un procedimiento importante en la teoria de los con-
juntos, a saber, la formacion de nuevos conjuntos a partir de un conjunto existente. El principio de abs-
traccion puede ser usado para definir subconjuntos de un conjunto dado. En efecto, si P(x) es una férmu-
la de x y A es un conjunto, entonces la formula x € Ay P(x) determina aquel subconjunto de A que ya
habiamos acordado escribir como {x € A|P(x)}.

Introduzcamos ahora un conjunto muy especial. Si A es un conjunto y escogemos P(x) como
x # x, el resultado es {x € A|x # x}, y este conjunto claramente no tiene elementos. El principio de exten-
sion implica que sélo puede existir un conjunto sin elementos. Denominemos a este conjunto el conjunto
vacio y representémoslo con la letra noruega @ (la cual se lee void).

El conjunto vacio, por construccién, es un subconjunto de todo conjunto. Para convencernos de la
validez de esta afirmacion, debemos probar que si A es un conjunto, entonces cada miembro de @ es un
miembro de A. Ahora bien, debido a que @ no tiene miembros, la condicion se satisface automaticamente.
Aunque este razonamiento es correcto, puede no ser satisfactorio. Una prueba alternativa que podria ser
mas reconfortante es una indirecta. En efecto, asumamos que es falso que @ < A. Esto sélo puede ocurrir
si existe algun miembro de @ que no sea un miembro de A. Pero esto es imposible ya que @ no tiene
miembros. En consecuencia, la premisa @ S A no es falsa, con lo cual debemos aceptar que ¢ < A.

Ya sefialamos que el conjunto vacio es unico. Vamos a probar esta aseveracién. Supongamos
que E; y E, son dos conjuntos sin elementos. Pero el resultado anterior nos sefiala que E; € E, puesto
que E; no tiene elementos. Pero E, tampoco tiene elementos. Por tanto, E; = E, = @ por el principio de
extension.

De lo anterior se deduce que el conjunto de los elefantes rosa es igual al conjunto de todos los
numeros reales cuyo cuadrado es —1 jporque cada conjunto no tiene elementos! Dado que sélo hay un
conjunto sin elementos, se justifica llamarlo por un nombre especial y denotarlo con un simbolo especial.

Cada conjunto A # @ tiene por lo menos dos subconjuntos distintos: Ay @. Todavia mas, cada
miembro de A determina un subconjunto de A; en efecto, si a € 4, entonces {a} € A. De manera similar,
si a, ya, son dos miembros cualesquiera de A, entonces {a;,a,} S A; si a;,a,ya; €A, entonces
{a,,a,,a3} € A; y asi por el estilo.

El conjunto universal

En muchas de las aplicaciones de la teoria de conjuntos es muy probable que todos los conjuntos que
estén bajo discusién resulten ser subconjuntos de un conjunto fijo U. Tal conjunto es denominado el con-
junto universal (o conjunto universo) para esa discusién. Como ejemplos podemos mencionar los siguien-
tes: en la teoria elemental de numeros tenemos que Z constituye el conjunto universal; por su parte, en la
geometria analitica plana tenemos que el conjunto de todos los pares ordenados de numeros reales es el
que actua como conjunto universal.

Lo anterior también se puede ver en términos de la estrategia que vamos a emplear para evitar la
aparicion de paradojas. Esto es, cada vez que se defina un conjunto usando un predicado como una pro-
piedad de definicion, también debe ponerse como condicién que el conjunto es un subconjunto de un
conjunto conocido. Este método no nos permite hablar del “conjunto de todos los conjuntos que no son
elementos de si mismos”. Sélo se puede hablar del “conjunto de todos los conjuntos que son subconjun-
tos de algun conjunto conocido y que no son elementos de si mismos”. Cuando se hace esta restriccion,
la paradoja de Russell deja de ser contradictoria. Esto es lo que sucede:

Sea U un conjunto universal y suponga que todos los conjuntos bajo analisis son subconjuntos de
U. Sea ahora el conjunto siguiente:

S={AlJACUyA¢ A}
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En la paradoja de Russell se demostraron las dos implicaciones siguientes:
S e SimplicaqueS € Sy S & S implicaque S € S.
De esto se dedujo la conclusion contradictoria
niSeESniS &S.

En la situacién en la que todos los conjuntos bajo analisis sean subconjuntos de U, la implicacion
“S € Simplica que S ¢ S” se demuestra casi del mismo modo como con la paradoja de Russell: Suponga
que S € S. Entonces, por definicion de S, S U y S € S. En particular, se tiene que S ¢ S. Por otra parte,
de la suposicion que S € S sélo podemos deducir que el enunciado “Sc U y S ¢ S” es falso. Por una ley
de la logica, esto significa que “S € U o S € S”. Ya que S € S contradiria la suposicion de que S ¢ S, lo
eliminamos y concluimos que S € U. En otras palabras, la Unica conclusién que podemos sacar es que la
aparente “definicion” de S es defectuosa, es decir, que S no es un conjunto en U.

Hagamos un comentario final sobre las paradojas. El descubrimiento de Russell tuvo un profundo
impacto en las matematicas porque a pesar de su contradiccion pudo desaparecer por definiciones mas
cuidadosas, su existencia caus6 que la gente se preguntase si habia otras contradicciones. En 1931, Kurt
Godel demostré que no es posible demostrar, de una manera matematicamente rigurosa, que la matema-
tica esta libre de contradicciones. Se podria pensar que el resultado de Gddel habria causado que los
matematicos renunciaran desesperadamente a su trabajo, pero eso no ha sucedido. Por el contrario, ha
habido mas actividad matematica a partir de 1931 que en cualquier otro periodo de la historia.

El conjunto potencia

Existen otras ocasiones en que uno desea hablar de todos los subconjuntos de un conjunto (universal o
no), no soélo de subconjuntos individuales. Para ello introducimos al conjunto (en realidad coleccién) de
todos los subconjuntos de un conjunto 4, que denominaremos el conjunto potencia de A y lo represen-
taremos por P(A). Asi, P(A) es un abreviacion de {B|B < A}. Por ejemplo, si A = {1, 2, 3}, entonces

P(A) = {0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}, A}.

Como otro ejemplo de la diferencia entre las relaciones de membresia y de inclusion, notemos que si
B < A, entonces B € P(A),ysia € A, entonces {a} € Ay {a} € P(4).

El nombre “conjunto potencia de A” para el conjunto de todos los subconjuntos de A tiene su ori-
gen en el caso en que A es finito; en tal situacién P(A) tiene 2™ miembros si A tiene n miembros. Para
ilustrar esta aseveracion consideremos algunos conjuntos finitos y sus conjuntos potencia. Asi, el conjun-
to potencia del conjunto vacio @ unicamente tiene al elemento @, esto es,

P(@) = {9}.

Nétese que a pesar de que el conjunto vacio no tiene elementos, su conjunto potencia tiene exactamente
un elemento. Si consideramos ahora un conjunto unitario S; = {a}, su conjunto potencia es

P(Sy) = {‘D, {a}} ={0,5:}.

Esto es, si el conjunto tiene un elemento, su conjunto potencia tiene dos elementos. Para un conjunto
binario S, = {a, b}, esto es, un conjunto con exactamente dos elementos, su conjunto potencia es

P(S) = {0,{a}, {b},{a, b}} = {9, {a}, (b}, S,}.

Tenemos ahora un conjunto potencia de cuatro elementos. Procediendo analogamente, para un conjunto
ternario, esto es, con exactamente tres elementos, S; = {a, b, ¢}, tenemos que su conjunto potencia es

?(53) = {Q)’ {a}’ {b}’ {C}, {a’ b}: {al C}’ {b’ C}, 53}
Esto es, para un conjunto con tres elementos, su conjunto potencia tiene ocho elementos.

Introducimos ahora una notacion con la cual podemos designar cualquier subconjunto de un con-
junto finito de manera unica. Antes de describir tal notacion, seria Util asumir que los elementos del con-
junto dado estan ordenados de alguna manera, con lo cual un elemento en particular puede ser llamado
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el primer elemento, el siguiente elemento el segundo y asi por el estilo. Obsérvese que un ordenamiento
como el recién descrito no esta implicado en la nocién intuitiva de conjunto que estamos usando. Sin
embargo, con el proposito de representar a los conjuntos para ser facilmente contabilizados es necesario,
en general, prescribir algun orden arbitrario, esto es, a cada elemento se le asigna una etiqueta que des-
cribe la posicion del elemento con respecto a otros elementos del conjunto. Por ejemplo, asumamos que
en el conjunto S, dado antes, el elemento a sera el primer elemento, mientras que el elemento b sera el
segundo. Ahora bien, en cualquier subconjunto de un conjunto dado, algunos elementos del conjunto
estan presentes, mientras que los restantes estan ausentes. Vamos a usar esta idea junto con el orde-
namiento prescrito sobre los elementos de un conjunto dado para designar a los subconjuntos. Por ejem-
plo, los subconjuntos de S, pueden ser designados como sigue:

@ = By, {a} = By, {b} = By y {a, b} = By;.

En esta notacion, los subindices de B contienen un 1 o un 0 en la primera posicion a partir de la izquierda
dependiendo de si el primer elemento, en este caso a, esta presente o no lo esta. Similarmente, el sub-
indice tiene un 1 o un 0 en la segunda posicién a partir del extremo izquierdo dependiendo de si b, el
segundo elemento, esta, o no esta, presente. Como sélo hay dos elementos en S, necesitamos unica-
mente los subindices 00, 01, 10 y 11. A la inversa, dado cualquiera de estos 2 - 2 = 22 = 4 subindices,
podemos determinar los elementos del subconjunto correspondiente. Por ejemplo, By; = {b}. Nétese que
es uUnicamente el subindice el que determina los elementos del subconjunto; el uso de la letra B para
nombrar a los subconjuntos es incidental.

Consideremos ahora al conjunto J = {i|i es un entero binario, 00 < i < 11}, o J = {00,01,10, 11}.

Con este conjunto podemos establecer que

P(S2) ={Bili €]}
Similarmente, para el conjunto S; podemos establecer que

P(Ss) ={Bili€]J},
donde, en este caso, / = {i|i es un entero binario, 000 < i < 111}.

La notacién anterior puede ser generalizada para designar a los subconjuntos de un conjunto que
contiene n elementos diferentes. Obviamente, se tienen 2" de tales subconjuntos. Los subindices que
designan a los subconjuntos se toman de las representaciones binarias de los enteros decimales que van
de 0 a 2™ — 1. Se debe tomar la precaucion de insertar tantos ceros como sea necesario a la izquierda del
entero binario como para tener exactamente n digitos en total. Uno puede usar enteros decimales de 0 a
2™ — 1 y convertirlos s6lo en el momento en el que se van a determinar los elementos del subconjunto.
Como una ilustraciéon de esto, sea S, = {ay, ..., as}. Obviamente hay 2 subconjuntos de S, los cuales
designaremos By, By, ..., Bys_;. Los siguientes ejemplos ilustran el método para determinar los elementos
de cualquier subconjunto:

By = By11 = Bogor11 = {as, as, ag}-
B1; = Bi100 = Boo1100 = {as, as}.

El método de emplear subindices para designar a los elementos de una coleccién de subconjun-

tos se usa frecuentemente. Aqui lo hemos usado para designar a los miembros de un conjunto potencia.

Conjunto indexado

En este momento de la presentacion resulta adecuado introducir el concepto de un conjunto indexado.
Asi, sea el conjunto J = {sy, s, 53, ...} Y sea la familia de conjuntos 4 = {Asl,ASZ,ASS, } tal que a cualquier
s; € ] le corresponde un conjunto 4,, € A'y también tal que 4,, = AS]. si, y solo si, s; = s;, entonces a A se
le denomina un conjunto indexado, a | un conjunto indice y a cualquier subindice, por decir s; en A4, se le
denomina un indice. Una familia de conjuntos también puede ser denotada como sigue:

A = {Aj}ie
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En particular, si J = Z* ={1,2,..}, entonces A = {4A;,4,,4;,...} = {A;};cz+. Similarmente, si | =Z,* =
{1,2,...,n}, entonces A = {A4,,4,, ..., A,} = {Ai}iezn+. Con esta notacién, el conjunto potencia de un conjun-
to S que contiene n elementos se puede escribir P(S) = {B;};¢;, conJ ={0,1,2,...,2" — 1}.

4. OPERACIONES PARA CONJUNTOS

Continuamos con nuestra descripcion de métodos para generar nuevos conjuntos a partir de conjuntos
existentes definiendo varias estrategias para componer un conjunto a partir de un par de otros conjuntos.
Tales estrategias se denominan operaciones para conjuntos debido a que son similares, o paralelas, en
ciertos aspectos, a las operaciones familiares de adicidon y multiplicacién de niumeros enteros.

Unién
La primera operacion es la llamada union (suma, reunién) de los conjuntos Ay B, representada en

simbolos con A U B, lo cual se lee “A unidon B”, y que corresponde al conjunto de todos los elementos que
son miembros o de A o de B. Es decir, la uniéon de A y B corresponde al conjunto

AUB ={x|x € Aox € B}.

Aqui es intencional el sentido inclusivo de la palabra “0”. Asi, por definiciéon x € A U B si, y sdlo si, x es un
miembro de por lo menos uno de los conjuntos A o B. Por ejemplo,

{1,2,3}U{1,3,4} = {1,2,3,4}.

A partir de la definicion de union de conjuntos se pueden demostrar las proposiciones siguientes:

AUB=BUA.
AUQ=A.
AUA=A.

(AuUB)UC =AU (BUO).
La primera propiedad se denomina conmutativa, mientras que la ultima se denomina asociativa. Con
base en esta ultima propiedad podemos escribir AUB U C enlugarde (AUB)UCode AU (BUC).

A manera de ilustracion, vamos a probar una de las propiedades anteriores de la unién. Conside-
remos en particular a la tercera, esto es AU A = A. Asi, para cualquier x, si x € AU A, se tiene que o
x € Ao x € A. Es decir, debe ocurrir que x € A. Por otro lado, si x € A, entonces claramente x e Ao x €
A, lo cual quiere decir que x € A U A.

Noétese también que a partir de la definicién de la operacién de unién se puede establecer que
tanto el conjunto A como el conjunto B son subconjuntos de A U B. Esta aseveracion se expresa simboli-
camente como AC AUB y B € AU B. Adicionalmente se puede establecer que si A € B, entonces
AUB =B.

La operacion de union se puede extender a familias indexadas de conjuntos como sigue. Para
cualquier conjunto indexado A = {4;};¢; se tiene que
UAi = {x|x € A, para porlomenosuni € J}.
i€]
En el caso particular de que | = Z;; = {1, 2, ..., n}, podemos escribir
n
UAL = Al UAZ U ...UAn.

i=1

Por ejemplo, si tenemos que A; = {1,2}, A, = {2,3} y A; = {1, 2, 3,6}, encontramos que
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3
UAi =1{1,2,3,6}.

i=1

Interseccioén

La segunda operacién, denominada interseccién (producto, encuentro) de los conjuntos A y B, represen-
tada en simbolos con A N B, lo cual se lee “A interseccion B”, genera el conjunto de todos los objetos que
son miembros tanto de A como de B. Esto es, la interseccion corresponde al conjunto

ANB={x|x€e Ayx € B}.
De esta manera, por definicion x € An B si, y sélo si, x € Ay x € B. Por ejemplo,
{1,2,3}n{1,3,4} = {1,3}.

A partir de la definicién de interseccion se puede demostrar que

ANB=BnNnA.
ANA=A.
ANQ=0.

AnB)YNC=An(BnC(C).

De manera similar a como se hizo con la operacion de unién, la primera y ultima propiedades correspon-
den a la propiedad conmutativa y a la propiedad asociativa, respectivamente.

Nuevamente como ilustracion vamos a probar dos de las propiedades anteriores de la intersec-
cion: la primera y la ultima. Para cualquier x, si ocurre que x € A N B, entonces debe ocurrir que x € A y
x € B. Pero de esto ultimo se desprende que x € By x € A, con lo cual tenemos que x € B N A. Por otro
lado, six € (ANB)NC, se cumple que x e AN By x € C. Pero la primera de las dos pertenencias ultimas
sefala que x € Ay que x € B. Dadas las tres pertenencias, podemos sefialar que, en lo particular, x € B 'y
x€C,estoes,quexe BNnCyconelloquexe An(BnNC).

La propiedad asociativa para la interseccion nos permite escribir AN B n C en lugarde (AN B) N
C ode An (BN C) sin que ello cause confusion alguna. Noétese la similitud con lo que ocurrié con la ope-
racién de union.

Con base en la operacién de interseccion se pueden introducir otros conceptos utiles para descri-
bir conjuntos. Asi, dos conjuntos A y B se dice que son inconexos, o0 ajenos, si, y sélo si, AN B = @; por
el contrario, se dice que se interceptan, o se traslapan, si, y sélo si, A n B # @. llustremos estos concep-
tos con un par de ejemplos sencillos. Sean los conjuntos A = {1,3,7,8} y B = {2,4,7,9}. Entonces estos
conjuntos se traslapan ya que el 7 pertenece a ambos conjuntos: 7 € A, B. Basta un solo elemento en
comun para que los conjuntos se traslapen. Por otro lado, los conjuntos de numeros enteros positivos y
negativos son inconexos, ya que no existe un numero entero que sea al mismo tiempo positivo y negati-
VO.

Los conceptos anteriores se pueden generalizar a una coleccion de conjuntos de la manera si-
guiente. Para un conjunto indexado A = {4, 4, ..., An} = {A;}iez¢, donde Z = {1,2, ...,n} podemos escri-

bir
n
Al ﬂAzﬂ...ﬂAnznAiZ ﬂAl.
i=1

i€z,
En general, para cualquier conjunto indice J tenemos que
ﬂAi = {x|x € A; paratodoi € J}.
ie]

A partir de lo anterior decimos que una coleccién de conjuntos es una coleccidn inconexa si, y
sélo si, cada par distinto de sus conjuntos miembros son inconexos. Esto es, si A es un conjunto indexa-
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do A = {A;};¢;, entonces A es una coleccion o familia inconexa si, y solo si, 4; N A; = @ para todo i,j €
J,i #j. Por ejemplo, si A; ={{1,2},{3}}, 4, ={{1},{2,3}} v 4; = {{1,2,3}}, entonces la coleccion A =
{A;,A;, Az} esinconexayaque A, NA, =0, A, NA; =0y A, NA; = Q.

Con base en lo anterior decimos que una particién de un conjunto X es una coleccion inconexa
A de subconjuntos diferentes, no vacios, de X tales que cada miembro de X es miembro de algin miem-
bro de A, y por tanto de exactamente un miembro de A. Por ejemplo, {{1, 23}, {3}, {4, 5}} es una particion
de {1, 2, 3,4, 5} ya que, por decir, el elemento 2 es miembro de un solo elemento de la coleccion.

Las operaciones de unidn e interseccion satisfacen muchas propiedades, algunas de las cuales
seran discutidas en la siguiente seccion. Por el momento, sefialemos que no es dificil probar que para
todo par de conjuntos A y B se satisfacen las inclusiones siguientes:

PSANBCSACAUB.
Similarmente se tiene que
PSANBCSBCAUB.

Analicemos la prueba de las proposiciones anteriores. La primera inclusién es inmediata ya que @ es un
subconjunto de cualquier conjunto. La segunda inclusion también es inmediata ya que si x € A N B, tene-
mos que x € Ay x € B y, en particular, x € A (considerando la primera proposicion). Para la ultima inclu-
sion tenemos que si x € A4, entonces es cierto que x € A o x € B. La segunda proposicion se prueba por
un razonamiento similar.

Complementos

Un procedimiento adicional para generar conjuntos a partir de conjuntos existentes se basa en la accion
de complementar. Expliquémonos. El complemento relativo de A en X es el conjunto de aquellos miem-
bros de X que no son miembros de A. Tal operacion se denota X — A y se lee “X menos A”; de esta ma-
nera, tenemos que

X—-A={x€eX|x¢A}
El complemento relativo de A en X también se denomina la diferencia de X y A.
Por ejemplo, para los conjuntos S = {a,b,c,d}y T = {f,b,d, g} tenemos que
S—T={achT-S={fg}

Nétese que para esta operacion de conjuntos ocurrié que S — T # T — S, esto es, la operacién no es con-
mutativa. De hecho este es un resultado que se cumple en lo general: s6lo para ciertos conjuntos particu-
lares la operacion de complemento relativo sera conmutativa. Como otro ejemplo de la operacion consi-
deremos ahora a los conjuntos R, los niUmeros reales, y Q, los niumeros racionales. Entonces R — Q con-
siste de los numeros irracionales, pero Q — R = @.

Discutamos brevemente algunos resultados interesantes de la operacion de diferencia de conjun-
tos. Primero, el conjunto A contiene a A — B como subconjunto, esto es, (A — B) < A. Este resultado se
obtiene directamente de la definicién de la diferencia: Supongamos que x es un elemento cualquiera de
A — B, esto quiere decir que x € Ay x € B, por lo que en particular x € A. Es decir, hemos mostrado que
un elemento de la diferencia, x € (4 — B) implica que es un elemento de A, x € A, por lo que (4 — B) € A.
Otro resultado nos sefiala que (A — B) N B = @. Este resultado se puede probar como sigue: Por defini-
cion de la interseccion se tiene que x € (A — B) y que x € B. Pero por la definiciéon de la diferencia se
tiene que x € A y x ¢ B. Sin embargo, no existe elemento que satisfaga x e B y x € B, por lo que
(A — B) n B = @. Oftro resultado mas indica que los conjuntos A — B, AN B y B — A son mutuamente inco-
nexos, es decir, son inconexos por pares. Estos resultados se prueban siguiendo una linea de razona-
miento similar a la de la ultima prueba.

Un resultado interesante que relaciona las operaciones de complemento relativo e interseccion es
el siguiente:

A-(ANB)=A-B.
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En efecto, si x € (A — (AN B)), entonces tenemos que x € Ay x & (AN B). Pero esto dltimo implica que
x & Aox & B. De esta manera podemos establecer que xe Ay x¢€Aoque xeEAy x¢&B. La primera
conjuncién no se satisface, por lo que necesariamente debe ocurrir la segunda conjuncion. Pero esto
quiere decir que x € (A — B), como se queria mostrar.

Con base en el complemento relativo de los conjuntos Ay B podemos definir la diferencia simé-
trica de Ay B, representada en simbolos por 4 + B, lo cual se lee “A mas B”, como sigue:

A+B=(A-B)U(B-A.

Notese que los elementos de A + B son los elementos que estan en A o los elementos que estan en B
pero que no se encuentran en ambos conjuntos. Esta operacion es conmutativa, estoes A+ B =B+ A,y
es asociativa, estoes (A+ B)+C = A+ (B + C). Todavia mas, tenemos que A+ A=0y A+ @ =A. No
es dificil probar estas aseveraciones, aunque la ultima es un tanto enredada. Por ello, a continuacién
vamos a mostrar como se realiza.

Para cualquier x, si ocurre que x € A + @, entonces debe ocurrir que, por un lado, (x € Ay x & Q)
oque (x E@yx¢&A). La primera proposicion de lo anterior se reduce simplemente a x € 4; en
cambio, la segunda proposicion es falsa, no hay elemento x que pertenezca al conjunto vacio y al
mismo tiempo no pertenezca al conjunto A. Asi pues, todo se reduce a tener que x € A, que el
que se queria probar.

Para cualquier conjunto 4, el complemento relativo de A con respecto al conjunto universal U, es-
to es U — A4, se denomina el complemento absoluto de A, o simplemente el complemento de 4, y se le
representa por A, o por ~A. En simbolos, tenemos que U — A = A = ~A. Las siguientes igualdades se
obtienen de la definiciéon del complemento.

=i

6=U:0-0.

AUA=U;AnA=09.

Con las operaciones definidas hasta este punto de la presentacién, vamos a probar (parcialmen-
te) tres resultados muy interesantes e importantes.

A-B=AnNB.

/\

Para cualquier x, si ocurre que x € A — B, tiene que ocurrir que x € A y que x ¢ B. Pero esto ulti-
mo es equivalente a decir que x € Ay que x € B, es decir que x € A n B, que es lo que se queria
probar.

A € B es equivalentea B C A.

Si ocurre que A < B, entonces estamos afirmando que existe un elemento x tal que si x € A, debe
ocurrir que x € B. Pero esto es equivalente a afirmar que existe algun elemento x tal que si la
proposicién x € B sea falsa, entonces la proposicion x € A también debe ser falsa. Y esto ultimo
es equivalente a decir que si existe un elemento x tal que x € B, entonces debe ocurrir que x & A.
Es decir, hemos encontrado que B € A.

Para cualquiera dos conjuntos Ay B se tieneque A — (AN B) = A — B.

Para cualquier x, si ocurre que x € A — (A n B), entonces ocurre que x € Ay que x € An B. Esto
es equivalente a sefalar que x € Ay que (x € A o0 x ¢ B). Lo anterior es equivalente a tener que
(xeAyxgA)oque (x €Ay x¢B). En esto ultimo, la primera proposicion es falsa, por lo que
debe ocurrirque x € Ay x & B, es decir, se tiene que x € A — B, que es lo que se queria probar.

Diagramas de Venn

Un artilugio grafico conocido como diagrama de Venn se usa para apoyar visualmente el razonamiento
sobre relaciones complejas que puedan existir entre los subconjuntos de un conjunto universal U. Un
diagrama de Venn es una representacion esquematica de conjuntos por conjuntos de puntos: el conjun-
to universal U es representado por los puntos dentro de un rectdngulo (o alguna otra figura), y un subcon-

19



junto A de U es representado por el interior de un circulo o alguna otra curva cerrada simple dentro del
rectangulo. De esta manera, el complemento de A (relativo a U) es la parte del rectangulo fuera de la
region que representa a 4, tal como se muestra en la Figura 1a. Si los subconjuntos A y B de U estan
representados de esta manera, entonces AN B y AU B estan representados por las regiones sombrea-
das que se muestran en las Figura 1b y 1c¢ respectivamente. Los conjuntos inconexos estan representa-
dos por regiones que no se traslapan, mientras que la inclusion se ilustra dibujando una regiéon contenida
completamente dentro de otra, como se muestra en las Figura 2a y 2b respectivamente.

iy "l

() (b)

A

©

Figura 1. Diagramas de Venn.

Figura 2. Diagramas de Venn.

Dibujos como los anteriores son los ingredientes para construir el diagrama de Venn para una
expresion compuesta por varios conjuntos y las operaciones de unién, interseccién, complemento e in-
clusién. Las principales aplicaciones de los diagramas de Venn son a problemas de simplificacion de una
expresion compleja dada y para simplificar conjuntos dados de condiciones entre varios conjuntos de un
universo de discurso. Algunos ejemplos de estos tipos se presentaran a continuacion. Antes de ello con-
viene sefialar de una vez que en muchos casos los diagramas de Venn son inadecuados, pero pueden
ser de utilidad si se les conecta con el enfoque algebraico que se introducira en la siguiente seccion.

Consideremos algunos ejemplos del uso de los diagramas de Venn.
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1. Suponga que A y B son conjuntos dados tales que A— B =B — A = (. Se puede expresar la
relacion de A con B de manera mas simple? Debido a que A — B = ¢ significa que AN B = @, las
regiones que representan a Ay a B no se traslapan (véase la Figura 2a). Claramente, B = B, por
lo que concluimos que A € B (véase la Figura 2b). A la inversa, si A € B es claro que A — B = 0.
Concluimos que A — B = 0 si, y solo si, A € B. Intercambiando A y B obtenemos que B—A =0
si, y so6lo si, B € A. De esta manera, las relaciones dadas entre A y B se satisfacen si, y solo si,
ACByBCcA,estoes,siAd=B.

2. Vamos a investigar ahora si es posible encontrar tres subconjuntos A, B 'y C de U tales que
C+0,ANB+0,ANnC=0,(ANnB)—C=0.

La segunda condicién implica que A y B se interceptan y en consecuencia ninguno de los dos es
vacio. Del Ejemplo anterior establecemos que la ultima condicién establece que AnB € C, lo
cual nos permite establecer que la primera condicion es superflua. El diagrama de Venn asociado
indica que los conjuntos A y C se interceptan; esto es, la validez de las segunda y cuarta condi-
ciones contradice a la tercera. Por lo tanto, no existen tres conjuntos que satisfagan las cuatro
condiciones simultaneamente.

3. Suponga que se dan los subconjuntos F, G y L de U tales que
FSGGNLESF,LNF =0.

¢ Es posible simplificar este conjunto de condiciones? El diagrama de Venn de la Figura 3 repre-
senta unicamente a las condiciones primera y tercera. La segunda condicién obliga a que Ly G
sean inconexos, esto es LN G = @. Por otro lado, si F € G y L NG = @, entonces todas las condi-
ciones se satisfacen. De esta manera, F € G y L n G = @ constituyen una simplificacion de las
condiciones dadas.

Figura 3. Diagrama de Venn.

Es conveniente enfatizar que las relaciones entre subconjuntos dibujadas en un diagrama de
Venn sélo son relaciones sugeridas; los diagramas de Venn no proporcionan pruebas de que tales rela-
ciones son verdaderas en lo general para todos los subconjuntos de U. Vamos a mostrar este punto por
medio de un ejemplo particular.

Consideremos los diagramas de Venn que se muestran en la Figura 4. A partir de los dos prime-
ros diagramas que ahi se muestran parece que se puede establecer la igualdad siguiente:

[1] AUB=(ANB)UANB)U(ANnB).
Sin embargo, a partir del tercer diagrama de la figura, parece suceder que
AUB=(AnB)u(AnB).

Esta igualdad no es verdadera en lo general, aunque resulta ser verdadera para los dos conjuntos inco-
nexos A y B empleados en los diagramas.
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A=B=AN~8 B—A=8N~A AuB

Figura 4. Diagramas de Venn.

Un esbozo de la prueba formal de la Igualdad [1] se puede establecer como sigue. Para cualquier
x, si x € AU B, entonces se tiene que x € A 0 x € B. Por otro lado, tenemos el razonamiento siguiente:

Supongamos que x € (AN B) U (AN B) U (AN B). Esto es equivalente a decir que x € (AN B) o
que x € (AN B) o que x € (AN B). Pero esto ultimo es equivalente a decir que (x EAy x € B) o
que (xeAyx€eB)oque (xEAyx€B). Y esto ultimo es equivalente a decir que (x € 4) y
(xEBox€B)oque (x € Ayx € B). Esto Ultimo es equivalenteax € Aoque (x EAyx €B). Y,
finalmente, esto ultimo equivaleax € Aox € B,estoesx € AU B.

Vamos a realizar un comentario final acerca de los diagramas de Venn. En la seccion anterior
mostramos ejemplos de diagramas de Venn con dos, tres y hasta cuatro conjuntos. Anthony W. F. Ed-
wards, un matematico de Cambridge, ha desarrollado un procedimiento para construir (inductivamente)
diagramas de Venn para cualquier numero finito de conjuntos. Vamos a proporcionar un esbozo de este
procedimiento. (Es interesante sefialar que el procedimiento que vamos a describir a continuacion parece
ser el procedimiento mas general para crear diagramas de Venn desde el trabajo original de Venn hace
ya mas de cien afios.) Antes de presentar el procedimiento es Util definir de manera mas precisa que se
entiende por un diagrama de Venn. Asi, un diagrama de Venn es una coleccion C = {C;,C,, ..., C,} de
curvas cerradas simples (por ejemplo, circulos, cuadrados, o cualquier curva cerrada que no se intercep-
teasi mismaz) dibujadas dentro de un cuadrado (el cual representa al conjunto universal) con las propie-
dades siguientes:

i La region formada por cualquier interseccion de la forma X, n X, n...n X,,, donde cada X; es o
int(C;) o ext(C;), es una region conectada no vacia.

ii. Y existe Unicamente un numero finito de puntos de interseccién entre cualquier par de curvas en
C.

En la teoria de conjuntos, la funcién de un diagrama de Venn con n curvas es la de representar todos los
posibles subconjuntos generados al tomar intersecciones de una coleccién de n conjuntos y/o de sus
complementos. Tales conjuntos entonces pueden ser visualizados como conglomerados de “piezas” del
diagrama de Venn. A partir de esto es relativamente facil probar (por induccion) que el nimero de regio-
nes en un diagrama de Venn para n conjuntos es 2". La construccion de Edwards de diagramas de Venn
es inductiva. Se comienza con un diagrama de Venn de un conjunto, véase la Figura 5, en el que la curva
correspondiente C; simplemente es la mitad izquierda del rectangulo que representa al conjunto univer-
sal. La siguiente iteracion afiade una segunda curva C, que corresponde a la mitad inferior del rectangulo,
véase la Figura 5. La tercera generacion afiade un circulo C; centrado en el origen, véase la Figura 5.

2 Informalmente definimos una curva cerrada simple como una curva en el plano que es cerrada y que nunca se cruza a si misma,
e. g., las elipses son ejemplos de curvas cerradas simples, mientras que una curva con figura de ocho no lo es porque se cruza a si
misma, y similarmente una curva con forma de S tampoco lo es porque no es cerrada. Una propiedad importante (e intuitivamente
obvia) de cualquier curva cerrada simple C en el plano es que lo separara en dos porciones: el interior int(C), la porcién acotada, y
el exterior ext(C), la porcién no acotada. Las definiciones rigurosas, asi como las derivaciones de las propiedades de las curvas
cerradas simples se pueden encontrar en cualquier buen libro de topologia o analisis complejo.
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(@) (b (c)
Figura 5. Diagramas de Venn.

En cada nueva iteracion, la idea es afiadir una nueva curva cerrada simple cuyo interior se en-
cuentre con todas las porciones existentes formando una region conectada no vacia. En la Figura 6 se
muestran las siguientes tres iteraciones de la construccion de Edwards. Nétese que cada nueva curva
afadida debe cortar cada una de las regiones de Venn existentes en dos regiones: el interior y el exterior
del nuevo conjunto.

T
=,

(a) (b) (©

Figura 6. Diagramas de Venn.

5. EL ALGEBRA DE CONJUNTOS

Si fuésemos a considerar el tratamiento de problemas mas complejos que los estudiados al final de la
seccién anterior sentiriamos la necesidad de contar con procedimientos mas sistematicos para realizar
nuestros calculos con conjuntos que estan relacionados por inclusion, unién, intersecciéon y complemento.
Esto es, lo que estariamos requiriendo podria ser denominado de forma mas propia el “algebra de con-
juntos” —un desarrollo de las propiedades basicas de las operaciones para conjuntos, junto con la inclu-
sion, y sus interrelaciones. Como tal, se pretende que el algebra de conjuntos sea el analogo en la teoria
de conjuntos de la familiar algebra de los numeros reales, la cual concierne a las propiedades de las ope-
raciones aritméticas, junto con las relaciones de desigualdad y sus interrelaciones.

Antes de presentar propiamente el algebra de conjuntos conviene senalar lo siguiente. Ya habia-
mos convenido que las letras mayusculas denotan conjuntos definidos. Vamos a usar ahora estas mis-
mas letras como variables de conjuntos en el sentido de que no se considera que sean exactamente con-
juntos sino férmulas de conjuntos: Uno obtiene un conjunto a partir de una férmula de conjuntos al
cambiar las variables por conjuntos definidos. Adicionalmente, las operaciones para conjuntos también
pueden ser extendidas a las formulas de conjuntos, por lo que AUB, AnB, A (0 ~A), etc., son todas
férmulas de conjuntos.

Asi, cualquier cadena de simbolos bien formada que involucre variables de conjuntos, las opera-
ciones U, N, ~ y paréntesis, es una formula de conjuntos; estan férmulas también seran denominadas
conjuntos por razones de simplicidad. Aun mas, dos férmulas se dice que son iguales si resultan ser igua-

23



les como conjuntos cada vez que las variables de conjuntos que aparecen en ambas formulas son reem-
plazadas por cualquier conjunto definido. En esto se esta asumiendo que cualquier variable en particular
es reemplazada siempre por el mismo conjunto en ambas féormulas. Ahora bien, como la igualdad de
conjuntos de formulas no depende de los conjuntos que sustituyen a las variables, estas igualdades se
denominan identidades. Algunas de las identidades basicas describen ciertas propiedades de las opera-
ciones involucradas y por ello se les proporcionan nombres especiales.

Nuestro primer resultado lista las propiedades basicas de la unidon y de la interseccién. Por cues-
tiones de uniformidad, todas estas propiedades han sido formuladas para subconjuntos de un conjunto
universal U. Sin embargo, para algunas propiedades, ello es una restriccion artificial como se puede ob-
servar al revisar las pruebas de las propiedades.

Teorema 5.1 Para cualesquiera subconjuntos A, By C de un conjunto universal U, las ecuaciones si-
guientes son identidades. (Recordemos que A denota al conjunto U — A.)

AuBUC)=(AuB)UC. 3 An(BnC)=((AnB)nC.
AUB =BUA. , ANB=BnNA.
AUBNCO) =(AUB)N(AUC). , AN(BUC)=(@ANB)UM@ANC).
Aug=A. , ANU=A.
AUuAd=U. . AnA=9.
Prueba. A excepcion de las identidades 3 y 3', las restantes se probaron en la Seccién 4. Vamos

entonces a presentar una demostracion de la validez de la propiedad 3. (La propiedad 3’ se prueba si-
guiendo un procedimiento similar.)

(a) Probemos que AUMBNC)S(AUB)N(AUC). Sea x€eAU(BnNC(C). Entonces xeAox€
(BNC).Sixe A, entonces x e (AUB) y x € (AU (), y, en consecuencia, x pertenece a su interseccion.
Six € (BN (), entonces x E By x € C. En consecuencia, x € (AUB) y x € (AU C), por lo que, de nueva
cuenta, x es un miembro de su interseccion.

(b) Probemos que (AUB)N(AUC)SAU(BNC). Sea xe (AUB)N(AuC(C). De esta manera,
x€(AUB)yx € (AUC). Enconsecuencia,xe Aox€Byx€C.Estoimplicaquexe AU(BNC). m

A las identidades 1y 1’ se les refiere, como ya se menciond en la Seccion 4, como las leyes aso-
ciativas para la union e interseccioén, respectivamente. También ya se habia mencionado que las identi-
dades 2 y 2’ se les conoce como las leyes conmutativas para las operaciones en cuestion. Por su parte,
las identidades 3 y 3’ son las leyes distributivas para las operaciones de union e interseccién, respecti-
vamente.

La analogia de las propiedades de las operaciones de unién e interseccion con las propiedades
de la adicion y de la multiplicacién de nameros, respectivamente, es llamativa. Por decir, la identidad 3’
corresponde precisamente a la ley distributiva de la aritmética. Sin embargo, también existen diferencias
importantes. Estas se ilustran con la propiedad 3, que no tiene analogo en la aritmética.

Profundicemos un poco mas en las propiedades recién enunciadas y sus consecuencias. Primero
un poco de analisis: De acuerdo con la ley asociativa para la unién, identidad 1, los dos conjuntos que
pueden ser formados con la operacion de unién a partir de los conjuntos A, B y C, en este orden, a saber
(AuB)uCy AU (BUZC), son iguales. Debido a esto, acordamos denotar a estos conjuntos por AU B U
C. Asi pues, la ley asociativa nos asegura que no importa la forma en la que se introducen los paréntesis
en la expresion anterior. Claramente se puede realizar un analisis similar a la propiedad 1'. De tal analisis
se desprende que la expresion A N B N C puede denotar, indistintamente, a cualquiera de los conjuntos
An(BnC)o(AnB)nC.
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Consideremos ahora una consecuencia. Retomemos la identidad 1. Usando la induccién sobre el
razonamiento del parrafo anterior podemos establecer lo siguiente. Los conjuntos que se pueden obtener
a partir de los conjuntos dados 44, 4,, ..., A,,, en este orden, usando la operacion de unién son todos igua-
les los unos a los otros. En efecto, tenemos que:

AjU (A, UA3) = (A, UAy) U As.

A U((A,UA)U4,) = (A,U(A,U43))UA4,
= ((4,U4p)UA;)UA,
= A;U(4,U (43U A4y).

Etcétera.

Debido a esto, el conjunto definido por 4,,4,, ..., A,, en este orden, y siguiendo el procedimiento recién
descrito, se puede escribir como

Ay UA,U ..UA,.

Usando ahora la identidad 1’ se puede demostrar que también existe una generalizacion correspondiente
para la interseccion, a saber:

A NA,N..NA,

Aun mas, con las leyes asociativas generales recién establecidas, podemos establecer la ley conmutativa
general. En efecto, si 1,2, ...,n son 1, 2, ...,n en cualquier orden, tenemos que:

AjUA,U..UA, =AyUAyU..UA,.
ANAN . NA,=AyNAyN..NA,.

También podemos establecer las leyes distributivas generales:
AU(B;NB,Nn..NB,)=((AUB)N(AUB,)N..Nn(AUB,).
An(B,UB,U..UB,)=(ANB)U(ANB,)U..U(ANB,).

Estos resultados también se pueden probar por induccion.

Sea A una familia de conjuntos indexados sobre un conjunto indice I tal que A = {4;,4,,...} =
{A;}; ;- Entonces tenemos que

Uies 4; = {x|x € A; paraalgini € I}.

Nier A; = {x|x € A; paratodoi € I}.

Usando nuevamente el método inductivo, se puede probar lo siguiente.

B U (Ni; 4 = Nies(B U Ap.

BN (Uier 4) = Uies(B N A4y).

Estas son las leyes asociativa y distributiva generalizadas.

Las pruebas detalladas de las propiedades de unién e interseccion que se acaban de enunciar no
requieren de hacer referencia a la relacion de membresia, sino que se obtienen a partir de las identidades
listadas en el Teorema 5.1. Lo mismo va a ocurrir con las identidades que se presentaran mas adelante.
Tales hechos pueden ser vistos como el origen del “enfoque axiomatico” al algebra de conjuntos que se

desarrollara en otras notas. Una consecuencia importante de este enfoque es la conclusiéon de que todo
teorema del algebra de conjuntos es derivable de las identidades 1-5y 1°-5’.

Las diez identidades (o propiedades) listadas en el Teorema 5.1 tienen otra consecuencia impor-
tante. En el enunciado del teorema que nos ocupa se han listado las diez propiedades apareadas en una
tabla de manera tal que cada miembro de un par se obtiene del otro miembro al intercambiar U por Ny
viceversa, y simultdneamente @ por U y viceversa. A partir de este hecho, podemos sefalar que una ex-
presion o ecuacién o proposicién dentro del marco del algebra de conjuntos obtenida a partir de otra por
un intercambio como el recién mencionado se dice que es la dual de la original. Afrmamos ademas que
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el dual de cualquier teorema expresable en términos de las operaciones de union, intersecciéon y com-
plemento, y que puede ser probado usando unicamente las identidades 1-5 y 1'-5’, es también un teore-
ma. Discutamos un poco mas esto ultimo.

Supodngase que la prueba de un teorema esta escrita como una secuencia de etapas, y que en
oposicién a cada etapa se coloca su justificaciéon. Por lo dicho previamente, cada justificacion es una de
las identidades 1-5, una de las identidades 1’-5’, o es una premisa del teorema. Reemplazamos ahora la
identidad o relaciéon en cada etapa por su dual. Debido a que las identidades 1-5 y 1’-5’ contienen cada
una su dual, y el dual de cada premisa del teorema original es ahora una premisa, el dual de cada justifi-
cacion en la prueba original esta disponible para servir como una justificacion para una etapa en la nueva
secuencia, la cual, en consecuencia, constituye una prueba. La ultima fila de la nueva secuencia es, en
consecuencia, un teorema, precisamente el dual del teorema original.

Con esto, y aceptando el hecho de que todo teorema del algebra de conjuntos es deducible a
partir de las identidades 1-5 y 1’-5’, obtenemos entonces el principio de dualidad para el algebra de
conjuntos:

Si T es cualquier teorema expresado en términos de las operaciones de union, intersec-
cion y complemento, entonces el dual de T también es un teorema.

Esto implica que, por ejemplo, si las formulas identificadas por un nimero sin prima en el siguiente teo-
rema son deducidas unicamente a partir del Teorema 5.1, entonces las formulas identificadas con nume-
ros con prima se obtienen por dualidad.

Presentemos pues nuestro segundo resultado del algebra de conjuntos.

Teorema 5.2 Para todos los subconjuntos A y B de un conjunto universal U, las siguientes proposicio-
nes son validas.

Siparatodo 4, AU B = A, enton-

ces B = Q.
Si paratodo 4, AN B = @, enton-
. cesB=U.
SiAUB=UyANB = @, enton-
.7 ces B = A.
. 8l. A = A.
0=U. , U=o.
0 AUA=A. 0. ANA=A.
1 AuU=U. 1 ANQ=0.
9 AU(ANB) =A. 2 An(AUB) =A.
3 AUB=ANB. 3 ANB=AUB.
Prueba. Algunas de estas identidades ya fueron probadas en la Seccion 4 usando la relacion de

membresia. También se pueden probar recurriendo Unicamente al Teorema 5.1. Vamos a ilustrar esto
ultimo con las identidades 12 y 12'. Asi, primero hagamos notar que

AUMANB)=(AUAN(AuB)=4An(AUB).
Aqui se hizo uso de la identidad 10 y de la ley distributiva. A continuacién se muestra que
AUMANB)=(ANU)UANB)=An(UUB)=ANnU = A.
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Aqui se hizo uso de la identidad 4’ y nuevamente de la ley distributiva. m

Algunas de las identidades del Teorema 5.2 tienen nombres bien establecidos. Asi, las identida-
des 10 y 10’ son las leyes idempotentes, las 12 y 12’ son las leyes de absorcién, las 13 y 13’ son las
leyes de De Morgan. Las identidades 7, 7’ y 8, 8 se han numerado por duplicado para enfatizar que
cada una de ellas no cambia al aplicarles el procedimiento de dualidad; tales férmulas son denominadas
auto duales. Note que 7, 7' asevera que cada conjunto tiene un Unico complemento.

Con el objetivo de completar nuestra discusién, vamos a listar algunas implicaciones y ciertas in-
clusiones de conjuntos. Asi, tenemos que

AU B # @ implica que A # @ o que B # Q.
ANB # @implicaque A # @y que B # 0.

Para probar la primera de estas implicaciones asumamos que (A # @ o B # @) es una proposicion falsa.
Esto requiere que A # @ sea una proposicion falsa, y que también B # @ sea una proposicion falsa. De
todo esto se desprende que A = B = @. Pero entonces se tiene que AU B = @, con lo cual tenemos que
AU B # @ es una proposicion falsa. De esta manera queda probada la implicacion. Obviamente esta im-
plicacion también puede ser probada asumiendo primero que A U B # @ es una proposicion verdadera y
mostrando a continuacién que de ello se desprende que (A # @ o B # @) es también una proposicién
verdadera. La segunda implicacion se prueba empleando un procedimiento similar.

Las siguientes inclusiones se pueden probar directamente a partir de la definicion, lo cual de
hecho ya se hizo en la seccion anterior:

ANBE A ANBEB,ACSAUB;A—BCA.

Con la ayuda e las identidades e implicaciones que se han listado hasta este punto de la presen-
tacion se pueden simplificar una gran variedad de expresiones complejas que involucran conjuntos, de
manera similar a cdmo se hace en el algebra elemental. Proporcionamos a continuacion tres ejemplos de
tales simplificaciones.

ANBUB=AUBUB=AUBUB=AUB.
AnBNnCOU@AnBnC)UBUC

= [Aud)nBnCJ]uBuUC

= [UnBnC]JUuBNnC

= (BNC)UBNC

= .
AnBNnCnX)u(AnCuBnou((CnX)

= (AnBnNnCNnX)U[(AUBUX)NC]

= [ANBNnX)u(AuBuXx)]ncC

= [AnBnX)u@AnBnX)|ncC

= UnC

= (.

Antes de presentar el siguiente teorema (y ultimo de nuestra exposicién del algebra de conjuntos)
es conveniente hacer el comentario siguiente. Una aseveracién de la forma “las proposiciones
R, R,, ..., R, son equivalentes la una con las otras” significa lo siguiente: “Para todos los indices i, j, R; si,
y solo si, R;". Esto, a su vez, quiere decir que se tiene un hecho si, y solo si, R; implica R, implica R; ...
R,_, implica R, implica R;. El teorema es de gran interés ya que sefiala que la relacion de inclusion para
conjuntos es definible en términos tanto de la unién como de la interseccion.

Teorema 5.3 Las siguientes proposiciones acerca de los conjuntos A y B son equivalentes la una con
las otras:

() ACB.
() AnB=A

27



(1) AUB =B.
Prueba.

() implica (II). Asumamos que A € B. Ahora bien, como para todos los conjuntos A y B se cumple que
AN B c A, entonces es suficiente con probar que A € A n B. Pero si x € A, entonces x € B y, en conse-
cuencia, se tiene que x € An B. Asi, se cumple que A € An B.

(1) implica (ll1). Asumamos que A N B = A. Entonces se cumple que

AUB = (AnB)UB = (AuUB)n(BUB)
(AuB)nB = B.

(11 implica (I). Asumamos que AU B = B. Entonces esta suposicion y el resultado A € A U B implican
ASB. nm

El principio de dualidad tal como fue formulado unos parrafos atras no aplica directamente a ex-
presiones en las que aparece la operacién de complemento y la relacion de inclusion. Sin embargo, hay
alternativas. Uno puede tratar con la diferencia usando su forma equivalente, a saber A N B equivale a
A — B. Similarmente, y con base en el Teorema 5.3, A € B puede ser reemplazada por AnB = A (o por
AU B = B). Todavia mejor, debido a que el dualde AnNB =4 es AUB = 4, lo cual equivale a A 2 B, el
principio de dualidad puede ser extendido apara incluir el caso en el que esta presente el simbolo de
inclusion, afadiendo la prevision de que todos los simbolos de inclusién deben ser invertidos.

Con la ayuda de las identidades que ahora tenemos a nuestra disposicion podemos simplificar
una gran variedad de expresiones complejas, de manera muy similar a como se hace en el algebra ele-
mental. A continuacion proporcionamos tres ejemplos.

(a) ANBUB=AUBUB=AUB.

(b) (ANnBNC)U(ANBNC)UBUC
[AuAd nNnBNnCluBUC
[UnBnCJuBNnC

(BNnC)uBnNncC
U.

(c) AnBnCcnX)u(AnC)uBnco)u(CnX)
ANBNCNX)U[(AUBUX)NC]
[AnBNnX)uAnBnX|nC

unc
= C.

Con esto terminamos nuestra presentacion de los elementos principales de la teoria de conjun-
tos.

COMENTARIOS FINALES

En esta nota técnica hemos introducido los fundamentos de la teoria de conjuntos. Para finalizar nuestra
presentacion vamos a considerar algunos hechos histéricos que consideramos relevantes en el desarrollo
de la teoria de conjuntos.

El algebra de la teoria de conjuntos se desarroll6 durante buena parte del siglo XIX y durante las
primeras décadas del siglo XX. En Inglaterra, George Peacock (1797-1858) fue un pionero de las refor-
mas matematicas y estuvo entre los primeros que revolucionaron la concepcion completa del algebra y la
aritmética; esto lo hizo en su trabajo Treatise on Algebra. Sus ideas fueron desarrolladas todavia mas por
Duncan Gregory (1806-1871), William Rowan Hamilton (1805-1865) y Augustus DeMorgan (1806-1871);
fue este ultimo quien intentd remover la ambigiedad del algebra elemental y colocarla en una forma pos-
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tular estricta. Sin embargo, no fue sino hasta 1854 con la publicacién del trabajo Investigation of the Laws
of Though de George Boole (1815-1864) que se formalizé un algebra que trataba con conjuntos y ldgica,
extendiendo el trabajo iniciado por Peacock y sus contemporaneos.

La presentacion que hemos hecho en estas notas trata principalmente con conjuntos finitos. Sin
embargo, la investigacion sobre conjuntos infinitos y sus cardinalidades ha ocupado los pensamientos de
muchos matematicos vy filésofos. El enfoque intuitivo a la teoria de conjuntos se habia seguido hasta la
época del matematico de origen ruso Georg Cantor (1845-1918), quién en 1895 definié a un conjunto de
una manera comparable a un “sentimiento fundamental”; su definicion, sin embargo, fue uno de los
obstaculos que él nunca fue capaz de remover por completo de su teoria de conjuntos.

Durante la década de los 1870, cuando Cantor estaba haciendo investigaciones sobre series tri-
gonomeétricas y de numeros reales, cayo en cuenta de que requeria de una estrategia para comparar los
tamafios de conjuntos infinitos de niumeros. Su tratamiento de lo infinito como un hecho, en el mismo
nivel de lo finito, fue ciertamente revolucionario. Debido en gran medida a esto, una buena parte de su
trabajo fue rechazado por los matematicos de su época: ellos los consideraban demasiado abstractos,
por lo menos mas de lo que estaban acostumbrados. A pesar de esto, el trabajo de Cantor fue ganando
amplia aceptacion, tanto que alrededor de los 1890 la teoria de conjuntos, tanto finitos como infinitos,
comenzé a ser considerada como una rama de las matematicas por derecho propio.

Ya hacia el cambio de siglo, la teoria de conjuntos era ampliamente aceptada, y fue en esta épo-
ca que comenzaron los problemas. En 1901 se presenté una paradoja, conocida en la actualidad como la
paradoja de Russell, que mostré que la teoria de conjuntos, como se propuso originalmente, era interna-
mente inconsistente. La dificultad parecia encontrarse en la manera no restringida en la que se podian
definir los conjuntos; la idea de que un conjunto pudiese ser miembro de si mismo fue considerada como
particularmente sospechosa. En su trabajo Principia Mathematica, los mateméticos y fildsofos Bertrand
Russell (1872-1970) y Alfred Whitehead (1861-1947) desarrollaron una jerarquia en la teoria de conjuntos
conocida como la teoria de tipos. Esta teoria axiomatica de conjuntos, junto con varias otras desarrolla-
das en el siglo XX, evitaban la paradoja de Russell.

El descubrimiento de la paradoja de Russell —aunque podia ser remediada— tuvo un profundo
impacto sobre la comunidad matematica en el sentido que muchos investigadores y pensadores comen-
zaron a preguntarse si existian otras contradicciones que no se habian localizado. Fue en este contexto
que en 1931, el matematico y légico Kurt Godel (1906-1978) formuld que “bajo una condicion de consis-
tencia especificada, cualquier sistema axiomatico formal suficientemente fuerte debe contener una pro-
posicion tal que ni ella misma ni su negacion es probable, y que cualquier prueba de consistencia para el
sistema debe usar ideas y métodos mas alla de los del sistema mismo”. Y desafortunadamente, a partir
de esto aprendimos que no podemos establecer —de una manera matematicamente rigurosa— que no
existan contradicciones en las matematicas. Ahora bien, a pesar de la “prueba de Goédel”, la investigacion
matematica ha continuado.

El uso del simbolo € (una forma estilizada de la letra griega épsilon) para indicar la membresia de
conjuntos fue introducido en 1889 por el matematico italiano Giuseppe Peano (1858-1932). El simbolo “€”
es una abreviacion de la palabra griega “eoTl” que significa “esta”.

Los diagramas de Venn fueron introducidos por el légico John Venn (1834-1923) en 1881. En su
libro Symbolic Logic, Venn clarifico las ideas previamente desarrolladas por Boole; incluso contribuy6 al
desarrollo de la teoria de la probabilidad.

Si queremos resumir la importancia del rol de la teoria de conjuntos en el desarrollo de las ma-
tematicas del siglo XX, la siguiente aseveracion, atribuida al gran matematico David Hilbert (1862-1943),
es mas que pertinente: “Nadie nos expulsara del paraiso que Cantor cre6 para nosotros”.
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