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1.1. INTRODUCCION

En 1895 Cantor desarrolla la teoria tradicional de conjuntos y en ella define un conjunto
como una coleccion M de m objetos distintos definidos por nuestra percepcion o por
nuestro conocimiento. La idea de conjunto se usa para construir los nimeros, el algebra
abstracta, y la mayoria de las matematicas modernas que conocemos actualmente.

Filésofos y matematicos como cuestionaron las raices matematicas de la teoria de
conjuntos. Bertrand Russell apunté que los conjuntos no podian ser definidos en forma
arbitraria sin producir paradojas. El problema se observa como si viniera de situaciones
del mundo real donde el axioma de especificacion no se puede usar para construir el
conjunto en forma consistente. Esto es, hay propiedades significativas que no se pueden
usar para Unicamente definir el conjunto en forma razonable. Por ejemplo consideremos
el universo de objetos, se puede definir un conjunto Cp como una coleccion de
elementos x € U que satisfacen alguna propiedad p(x). La propiedad se debe de
satisfacer para todos o para ninguno, asi se puede escribir la definicion de Cp en forma
simbolica:

Cp={x e U [px)},

que se lee como: Cp es el conjunto de todas las x existentes en U tales que satisfagan la
caracteristica p(x).

Lo anterior funciona muy bien conforme los objetos sean abstractos y bien definidos.
Un simple ejemplo donde lo anterior falla es cuando se intenta definir el conjunto de
todos los nimeros que son cercanos a otro nimero, por ejemplo el 100, o el conjunto de
las personas ricas. Estos ejemplos estan basados en las propiedades significativas, pero
los conjuntos que a menudo definimos fallan al no poder describir la situacion en forma
apropiada. ;Como se pueden definir los numeros cercanos a 100? ;Cémo se pueden
definir las personas ricas? La razdn de esta falla radica en el uso de la 16gica de solo dos
valores permitidos, cierto o falso.

La logica borrosa, como una légica multivaluada, ofrece una alternativa de solucion ya
que permite proposiciones que son parcialmente satisfechas en cierto grado en el
intervalo [0,1]. Asi podemos definir un conjunto borroso B por medio de una funciéon
ug: U — [0,1] que mapea los elementos del universo U en [0,1]. Esta funcidon se conoce
como funciéon de membresia de un conjunto borroso.

La teoria de los conjuntos borrosos estd basada en conceptos fundamentales. Las
primeras raices de los conjuntos borrosos estan radicadas en la segunda mitad del siglo
XIX, principalmente en la controversia entre Cantor y Kronecker sobre el significado de
los conjuntos infinitos. Kronecker planteaba el problema de la siguiente forma:

No se puede aplicar la formulacion de los conceptos del sistema modular con un
namero infinito de elementos. Si nunca se ha intentado aprobar esta formacién como
I6gica, luego s6lo estd permitido, con las reservas de que en vista de lo especial, la
aplicacion de las operaciones aritméticas a nociones que no estan suficientemente
especificadas como pruebas, y nos permite aplicarlas solo en los casos especiales;
luego esto significa que actualmente en cada caso la introduccion de un sistema
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modular con un namero infinito de elementos se torne superflua.
La reaccion de Dedekind fue:

Si un sistema S es un sujeto materia de nuestro razonamiento, si estad completamente
determinado, siempre se puede decir si un elemento es o no es parte del sistema S. De
esta manera la determinacion se acompafa de una forma para decidir en esta
determinacion, que es enteramente indiferente de las siguientes consideraciones...
Menciono esto explicitamente porque el Sr. Kronecker ha intentado, recientemente,
imponer ciertas restricciones a la formacién libre de conceptos matematicos, cosa que
reconozco como sin fundamento.

El compromiso entre los puntos de vista de Kronecker y Dedekind puede ser el
siguiente: Un conjunto S estd completamente determinado si y solo si existe un
procedimiento que especifique el grado en el cual un elemento es miembro de S.
Usando la primigenia teoria de conjuntos en nuestro metalenguaje, esta aproximacion
nos lleva a la logica binaria en el caso de las funciones caracteristicas, como en el caso
de la logica multivaluada se llega al concepto de funcién de membresia de Zadeh. En
este sentido la regresion de Kronecker de conjuntos infinitos, y la defensa de Dedekind
de la teoria de conjuntos de Cantor, son las precursoras de los conjuntos borrosos.

Otra de las fuentes de la teoria de los conjuntos borrosos es la paradoja de Poincare en
la interpretacion de Menger en el concepto de microgeometria. Contraria a la geometria
de Reimann la microgeometria se relaciona con los problemas de la geometria en
pequeiio, en concreto la descripcion del continuo. Dice Menger:

Desde un punto de vista positivista la dificultad de describir el continuo no radica en el
empleo de cierto tipo especial de nimeros, sino que radica en la identificacion de los
elementos individuales, en particular, en su descripcion por numeros de cualquier
clase. Ninguno esta tan agudamente consciente del problema conectado con la nocion
del continuo fisico, cuyas dificultades han sido enfatizadas muchas veces por Poincare,
quien ha caracterizado el continuo fisico con la formulacion siguiente:

A=B, B=C, A=C

Simbolizando el hecho de que un elemento de un continuo fisico puede ser
indistinguible de uno y distinguible de otro. El continuo matematico, de acuerdo con
Poincare, es una construccion cuyo proposito principal es llegar a una formula que él
Ilama contradictoria, y repugnante.

Dice Poincare:

Creo que la ultima solucion del problema de la microgeometria puede caer en una
teoria de las probabilidades que admita una etapa intermedia entre lo distinguible y lo
indistinguible, y que acepte que se pueden superponer. Estas caracteristicas esenciales,
de dicha teoria, radican en que los cimulos no son puntos de un conjunto, sino que
describen figuras, como elipsoides. Mas bien estarian en muchas relaciones
probabilisticas de superposicion, para las cuales se debe de desarrollar una teoria de
medida.

IT-TINF-2009-01 6



Usando los conjuntos primarios en nuestro metalenguaje se pueden formalizar estas
ideas de la siguiente manera: Un espacio microgeométrico es una pareja (X, M), donde
X es un conjunto llamado conjunto de cimulos, y M: X x X — [0,1] es un mapeo que
satisface los siguientes axiomas:

. M(x,y)=1siysolosix=y,
2. M(x,y) = E(x.y),
3. M(X,Y) + M(Yaz ) -1< M(Xay)

M(x,y) se interpreta como la extension de la superposicion entre X y y. Mds atn, induce
de una manera simple una relacion Ry en X que es: reflexiva, simétrica, pero en general
no transitiva, dada por:

Rmvi= {(x,y) l0< M(X,y).

Los espacios microgeométricos se pueden ver como modelos matemadticos que
satisfacen la paradoja de Poincare. Notece que el modelo de Von Newman de la fisica
cuantica permite la construccion del espacio microgeométrico en el cual la extension de
la superposicion se relaciona con la verificabilidad no simultanea. La verificabilidad es
otra fuente de la borrosidad y la extension de la superposicion es formalmente una
ecuacion borrosa en los cumulos.

Otra de las fuentes de los conjuntos borrosos es la imprecision inherente a la toma de
decisiones humana. Esta fue la principal motivacion de Zadeh, cuando postula los
conjuntos borrosos.

Zadeh escribe:

En efecto, existe una gran distancia entre lo que podemos llamar tedricos de sistemas
animados, y tedricos de sistemas inanimados en el presente, y no se puede asegurar que
esta distancia se estreche, mucho menos que se cierre en el futuro cercano. Hay quien
piensa que esta distancia refleja la inadecuacion fundamental de las convenciones
matematicas —la matemaética de puntos precisamente definidos, funciones, conjuntos
medidas de probabilidad, etc.— para copiar con el andlisis los sistemas biologicos, y
que para trabajar efectivamente con estos sistemas, que son mas complejos que los
sistemas hechos por el hombre, se necesita una clase radicalmente diferente de
matematicas, las matematicas de lo borroso o de los cimulos, que no se pueden
describir en términos de distribuciones de probabilidad.

(Qué nos puede ofrecer el estudio de los fundamentos de los conjuntos borrosos?
Ciertamente que podemos colocar a los conjuntos borrosos en la tradicion de la
matematica multivaluada, pero también debemos de hablar de la aplicacion practica de
los conjuntos borrosos.

La fundamentacion para los conjuntos borrosos nos dard una base rigurosa para la
practica actual de los que aplican la teoria. Mucha de las personas que trabajan con
conjuntos borrosos los desean usar con propoésitos practicos: el disefio de controladores
borrosos para varios procesos en tiempo real, o para construir sistemas computacionales
que lidien con informacidon imprecisa y razonamiento aproximado. Los ingenieros
requerimos una teoria borrosa que sea robusta, en el sentido que no sea particularmente
sensible a los detalles del modelo y sus conectividades usadas, pero flexible, de forma
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tal que el modelo se pueda sintonizar para ofrecer altos niveles de desempefio. Luego la
fundamentacion para los conjuntos borrosos nos debe de ofrecer una variedad de
conectivos que clarifiquen los cumulos de elecciones posibles. Estudios recientes han
incluido un gran niimero de posibles conectivos. La fundamentacion debe permitir esta
variedad, pero hay poner orden en ella.

Un sistema logico proposicional tipicamente usa conectivos como “y”, “0”, “no”, y “si
esto luego aquello”. En la literatura aplicada reciente, han sido cuestionados algunos de
estos conectivos. Una guia razonable es que queremos extender la ldgica clasica de dos
valores, de forma tal que cuando nos restrinjamos a los valores extremos, los conectivos
se comporten en la forma de los de la logica de dos valores. La robustez deseada se
puede pensar como una condicion de continuidad para los operadores en [0,1]. Cambios
pequenios en el juicio subjetivo del grado en el cual un individuo pertenece a un
conjunto borroso particular, puede no producir cambios en el resultado de la inferencia
que involucre a tal individuo. Esto permite que los conectivos de Lukaciewicz en [0,1]
sean mas aplicados que los conectivos intuitivos.

Cuando Zadeh postula los conjuntos borrosos, desed generalizar la idea tradicional de
un conjunto y de una proposicion para obtener los grados de pertenencia y valores de
verdad respectivamente. Estos esfuerzos se atribuyen a las complicaciones que aparecen
durante el modelado fisico del mundo real, y que son:

1. Las situaciones reales no son clésicas y resolutivas, por lo que es dificil describirlas
precisamente.

2. La descripcion completa de un sistema real a menudo requerird datos mas detallados
que aquellos en los que el sujeto, el humano, pueda reconocer simultdneamente su
proceso y comprension.

Acerca de lo anterior nos dice Russell:

Todas las habilidades logicas tradicionales asumen que se deban de emplear los
simbolos precisos. Pero esto no es aplicable a esta vida terrestre, sino sélo a una
existencia celestial imaginada.

Zadeh nos dice:

Como la complejidad de los sistemas se incrementa, nuestra habilidad de hacer
declaraciones precisas y significativas acerca de su comportamiento disminuye hasta
umbrales mas alla de los cuales llegaran a ser caracteristicas mutuamente exclusivas la
precision y el significado. Esta declaracion es el principio de incompatibilidad. Lo que
nos dice es que lo més cercano al mundo real es lo borroso.

Existen dos tipos basicos de incertidumbre que se pueden presentar en las situaciones
del mundo real:

1. Incertidumbre estocastica debida a una falta de informacion de los estados futuros
de un sistema ya que no se pueden conocer completamente. Este tipo de

incertidumbre tiene carcter estocéstico y se maneja por las teorias probabilisticas.

2. Borrosidad, que es la vaguedad implicita en la descripcidon semantica de un evento,
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o fenomeno.

El resultado de un evento estocastico es siempre cierto o falso. En situaciones donde el
evento no esta bien definido, la salida puede ser una cantidad diferente a cierto o falso,
que podemos cuantificar como el grado de creencia. Estos eventos se modelan por
conjuntos borrosos ya que su funcion de membresia puede tomar valores entre uno y
cero.

Cuando intentamos resolver un problema o tomar una decision, a la parte esencial del
esfuerzo lo llamamos razonamiento. Informalmente hablando podemos decir que
razonar es el ejercicio de inferir informacion acerca de un aspecto no observable de un
hecho, basados en la informacion de los aspectos observables del mismo. Este ejercicio
de razonar lo podemos ver de una manera muy general como que dada la informacion
acerca de los aspectos observables de un problema particular, y un conocimiento acerca
del dominio al cual pertenece el problema, se tiene que determinar alguna informacion
acerca de los aspectos inobservables de €l.

Dependiendo de la naturaleza y tipo de la informacion observable, y de los objetivos del
razonador, la tarea de razonar se puede establecer de una manera mas refinada. Por
ejemplo cuando usamos el cdlculo de predicados de primer orden para representar
conocimiento, el razonamiento se puede especificar como que dados los aspectos
observados de un problema en términos de los valores de verdad de algunos predicados,
se deben determinar los valores de verdad de otros predicados.

Muchas tareas de toma de decisiones demandan mas que la mera inferencia acerca de
los aspectos no observables del problema. La tarea demanda que el ejercicio de
razonamiento genere hipotesis o una explicacion, para justificar los eventos observados.

Se usan dos conceptos primitivos que son: las entradas y las creencias del observador.
Las creencias son algunos principios o verdades que se presuponen validas, y las
entradas son las observaciones experimentales que el observador realiza. Una red de
hechos es la interconexion de entradas y creencias que se construyen por medio de un
conjunto de relaciones y operadores. Es por lo tanto una red de verdades contingentes.
En este sentido podemos clasificar los modelos de dubitacién como:

1.2. DUBITADORES LEIBNIZIANOS

Estos modelos de dubitadores aspiran a construir redes Optimas de sucesos para un
problema. La optimalidad llega a ser importante porque para cualquier conjunto dado de
entradas, es posible construir un nimero de diferentes redes de sucesos. Estos
dubitadores asumen que existe una red Optima, y el proceso de construir la red
convergira con ¢l, ya que las habilidades son inherentes al proceso de construccion. Es
un método de razonamiento general. Cada nuevo resultado cientifico es una entrada que
se puede ligar en la red con anteriores resultados, y en especial cuando el campo esta
constituido en una teoria. La teoria da las relaciones y los operadores amarran los
resultados en la forma de una red de sucesos que corresponda a las creencias del
dubitador. Un resultado que salga de la gran red se ignora, mientras que los resultados
que encajan en la red son tomados en cuenta. Estos dubitadores asumen la existencia de
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un modelo apriori del problema y tienden a configurar las entradas del problema
acordes con el modelo.

1.3. DUBITADORES KANTIANOS

Estos dubitadores no presuponen la existencia a priori de modelos del problema. El
unico modelo apriori que se asume es lo basico que permita al dubitador observar las
entradas. Un dubitador kantiano inicialmente contiene un conjunto de modelos. Cada
modelo es un conjunto independiente de creencias y puede contener sus primitivos,
axiomas y reglas de inferencia. Un dubitador selecciona un modelo del conjunto de
modelos y realiza una red de Leibnitz usando las entradas y las creencias del modelo. El
dubitador determina la extension a la cual esta red de hechos, de acuerdo con algin
criterio, es satisfactoria. El modelo que genera la red de hechos maés satisfactoria es la
solucion a la duda.

1.4. DUBITADORES DE HENGEL

Estos dubitadores buscan desarrollar la habilidad de ver las mismas entradas desde
diferentes puntos de vista. El dubitador posee un nimero de modelos, y cada uno de
ellos tiene un conjunto independiente de creencias y puede contener primitivos, axiomas
y reglas de inferencia. Denotaremos estos modelos por M. Sea I un conjunto de
proposiciones que pueden ser ciertas en el problema bajo consideracion. Sea E el
conjunto de entradas ej,..., ex. Sea X un operador que une un elemento de E con un
elemento de M, tal que para cada e en E y cada m; en M le corresponde uno y sélo un
elemento del conjunto I. In mapea elementos de E para un conjunto M dado, encima del
conjunto I en una correspondencia muchos a uno. El conjunto I se llama el conjunto de
informacion de un conjunto de modelos M dado, y el operador In se llama el operador
intérprete. Luego para cada elemento de M debe corresponder un subconjunto de
informacion que se representa por I(M;).

Consideremos un conjunto de tesis T, que son sentencias que nos dicen algo respecto
del mundo, tales que los elementos de T no se implican por ningiin elemento de E, M, o
I. G es una funcion de dos lugares que transforma a T; y a M; dentro de elementos de un
sistema de nimeros reales. G representa el grado de confidencia en T; dada por la
informacion en I(M;). Esta representa la creencia de la tesis, dado que el mundo es
aproximadamente descrito por el modelo M;.

El dubitador selecciona una tesis de A del conjunto T y se compromete a construir el
caso para soportar A, en efecto, una defensa de la tesis A. Esto se logra al seleccionar a
Mesimo COMO:

Mesimo = max;j [G(A, I(M;))]

Esto es, el dubitador afirma que ésta es una manera de mirar la realidad, dada Megima tal
que las entradas se puedan interpretar para soportar la tesis A.

La siguiente cosa que hace el dubitador de Hegel es encontrar la tesis B que es la

antitesis de A y también encontrar el modelo que soporta a B. B no tiene que porque ser
la negacion logica de A.
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El siguiente acto del dubitador es mirar los dos modelos del mundo, las M;’s que
soportan la tesis y la antitesis y examina las fuentes del conflicto entre ellas. Se espera
resolver o entender y caer en la verdad acerca del problema. El gran modelo de este
problema en el contexto en el cual el conflicto se puede entender se llama la sintesis del
problema.

La eleccion del tipo de dubitador depende de nuestro conocimiento y de nuestra vista de
donde debe radicar la verdad. Si pensamos que la verdad esta en el modelo, y un buen
modelo esta a la mano del dubitador, los usados en las ciencias fisicas son los mas
apropiados. A este se le llama la aproximacion del modelo directo. Por otro lado, si
nuestro punto de vista tiene parcialmente la verdad en un modelo y parcialmente en los
datos, podemos emplear el modelo kantiano, que es el caso en muchos modelos
sociales. Los modelos hegelianos o modelos dialécticos de cuestionar, son mas
apropiados para aquellos dominios donde en nuestro punto de vista la verdad puede
emerger de la oposicion entre tesis y antitesis.

El punto principal que se puede concluir es que existen muchas aproximaciones para
dudar y dependiendo del dominio del problema, una aproximacién puede ser mas util
que otra. Cuando llevamos a cabo un proceso de razonamiento, en una situacién
especial, este se debe realizar en el contexto del modelo de duda util para el problema
entre manos. Asi podemos plantearnos lo siguiente: Dados los aspectos observados de
un problema, en términos de los eventos observados, un conocimiento del dominio que
nos da los hechos basicos para construir los modelos, para varias situaciones posibles en
el dominio y determinar algunos modelos, que de acuerdo con los eventos observados,
satisfagan algunos criterios especificos de interés, se debe de poder dar una inferencia
acerca de algunos aspectos no observados del problema en el contexto de los modelos
anteriores.

Un problema, que se enfrenta en muchas situaciones de razonamiento, es que toda la
informacion que debe ser relevante no esta disponible y la que estd disponible es
confusa y no necesariamente relevante.

1.5. RAZONAMIENTO POR APROXIMACION

En muchas situaciones de razonamiento el razonador se enfrenta al problema de tener la
informacion relevante incompleta. Cuando se estd en una situacion donde se tiene un
conocimiento observado incompleto, se pueden generar un numero de hipotesis o
explicaciones, tales que cada una de ellas puede explicar algunos de los hechos
observados. El razonador se enfrenta al problema de manejar la multiplicidad de
hipdtesis que explican la situacion.

Otro de los problemas con que se encuentran los razonadores es la incertidumbre del
conocimiento. En muchas situaciones, a menudo no estamos en la posicion de insistir
que las declaraciones acerca de una cierta entrada o una creencia sean absolutamente
ciertas, pero estamos en la posibilidad de admitir que tienen un cierto grado de
incertidumbre. Se deben de hacer un nimero de intentos para modelar esta
incertidumbre.
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Otro de los problemas que se han encontrado es la imprecision del conocimiento. El
problema se presenta cuando las entradas y las creencias son imprecisas por naturaleza.
En muchas situaciones de examen de nuestra vida diaria los modelos se construyen con
predicados no muy precisos. En lugar de descartar algunas entradas, tratamos de
encontrar versiones menos precisas del modelo en el cual podemos incluir las entradas.
El tnico método que esta sistematicamente dirigido al razonamiento por aproximacion
es la teoria de los conjuntos borrosos.

Si un razonador trabaja de acuerdo con el modelo de Leibniz, esta interesado en
determinar el valor de verdad de alguna proposicion tratando de formar la red de hechos
que la contenga, luego un razonador aproximado estd interesado en determinar la
incertidumbre asociada con la proposicion de interés, dada la incertidumbre asociada
con las entradas y las creencias, o la version imprecisa de la proposicion y el modelo, de
forma tal que la proposicion pueda ser probada como cierta dadas las imprecisiones
asociadas con las entradas y las creencias.

Un razonador aproximado que trabaje con un modelo kantiano, estd interesado en
determinar una lista ordenada de pocos modelos que puedan explicar las entradas. La
imprecision asociada con algunas proposiciones incluidas en el modelo puede ser un
criterio para preferir uno sobre los demas modelos.

Un razonador aproximado que trabaja de acuerdo con un modelo hegeliano estara
interesado en determinar parejas de modelos que soporten la tesis y la antitesis. La
precision de las proposiciones en los modelos puede ser parte del criterio para preferir
un modelo sobre otro.

Veremos ahora la naturaleza de los modelos de situaciones que se pueden emplear por
varios tipos de razonadores.

1.6. MODELOS CAUSALES

El conocimiento de relaciones de causalidad nos da las bases para relacionar varios
efectos y luego nos da la estructura causal para la situacion. La informacion causal
parece ser la base mas convincente para relacionar varios eventos. Tversky y Kahneman
lo plantean de la siguiente forma:

Es lo mas comun que las personas se esfuercen para lograr una interpretacion
coherente de los eventos que los rodean, y la organizacion de los eventos por esquemas
de relacion causa-efecto no sirve para lograr esta meta.

Nos muestran que en el contexto de la conducta humana los datos que nos dan una
interpretacion causal afectan los juicios, ya que los datos que no caen en este esquema
son dominados por datos causales relevantes. Los sistemas de razonamiento buscan
tratar con las estructuras de situaciones que usan informacion causal para interconectar
varios eventos. Filosoficamente existen muchos problemas con la idea de causalidad.
Muchos argumentan que somos nosotros los que siempre buscamos establecer
relaciones de causalidad entre varios eventos. Nosotros consideraremos la causalidad
como una experiencia humana, y asi puede formar parte de las creencias a través de las
cuales podemos construir nuestros modelos de la realidad. Usamos estas creencias para
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percibir causalidad sin cuestionar la validez de estas relaciones causales percibidas. ;| No
cuestionamos causalmente a nuestro perro?

Examinaremos varios sistemas de razonamiento y sus capacidades en varios tipos de
situaciones de razonamiento. Los sistemas los clasificaremos en dos grandes rubros, los
basados en légica formal, y los basados en calculo numérico.

1.7. LOGICA FORMAL

Muchos de los marcos de razonamiento estan basados en ldgica formal y por lo mismo
se desprecian los problemas del razonamiento aproximado. La teoria de la probabilidad
ha avanzado como un marco mejor situado para manejar incertidumbre, pero se han
presentado algunos sistemas no numéricos para manejar incertidumbre dentro del marco
de logica formal, como el presentado por Halpern y Rabin en 1987 y Poole en 1988.

Un teorema formal que prueba sistemas es un dubitador de Leibniz. Este mecanismo de
prueba de teoremas es el mismo con el que la construccion de una red de posibilidades
deriva la clausula nula, que es una actividad equivalente a la construccion de las redes
de sucesos. Las entradas y los axiomas constituyen el unico modelo de la situacion y el
intento de probar un teorema es determinar si el teorema puede deducirse del
conocimiento contenido en el modelo.

Los modelos de Kant y de Hegel requieren més de un modelo de la situacion. Es posible
que los axiomas correspondientes a dos diferentes modelos de una situaciéon sean
inconsistentes, por lo tanto el marco de teoremas no corresponde a los modelos
kantianos y hegelianos.

La légica por omisidon nos presenta un marco que puede ser empleado para implantar
dubitadores. En el marco de esta logica, los razonadores poseen dos tipos de
conocimientos: hechos y omisiones. Los hechos son estas piezas de informacion que
son conocidos como ciertos en el mundo. Las omisiones son aquellas piezas de
informacion que pueden o no ser ciertas en una situacion particular. Por ejemplo la
frase, los pdjaros vuelan, no es siempre cierta, y por lo mismo no es un hecho. Si solo
algunos pajaros vuelan y otros no, esta informacioén se puede asumir como cierta en
ciertas descripciones del mundo y en otras no. Luego es posible una pieza de
conocimiento por omision. Un ejemplo de lo anterior es el dado por Poole en 1988:

Omision 1. Mamifero — — vuela (X)
Omisién 2. Vampiro (X) — Vuela (X)
Omision 3. Inservible(X) — — vuela (X)
Hecho 1 Vampiro(X) — mamifero(X)
Hecho 2 Vampiro (Drécula)

Hecho 3 inservible (Dracula)

Podemos ahora decir que la entrada disponible para nosotros es: Dracula no vuela.
Podemos construir una teoria que incluya los tres hechos y la omisién 1 y de acuerdo

con esta teoria podemos explicar la entrada. Si lo que tenemos disponible como entrada
fuera Dracula vuela, podemos construir una teoria con los tres hechos y la omision 2
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para explicarla. El punto es que podemos usar la inferencia logica dentro de una teoria,
pero cuando un nimero de teorias nos permite la seleccion de una teoria apropiada, esta
teoria es la de méxima importancia. En el ejercicio del razonamiento importa tanto la
tarea de inferir como la seleccion de la teoria conveniente. Poole establece que en lugar
de esperar razonamiento para deducciones precisas de nuestro conocimiento,
examinemos las consecuencias de ver el razonamiento como un simple caso de la
formacion de una teoria.

Las componentes basicas usadas para construir una teoria son los hechos y las
omisiones. En cualquier teoria, todos los hechos y algunas de las omisiones se incluyen
de tal manera que la teoria permanece consistente. En muchas situaciones puede ser
posible construir varias teorias para explicar un particular conjunto de entradas. Si la
teoria es para servir como modelo de una situacion y el razonador esta planeando tomar
alguna accion basado en el modelo asumido, se puede requerir que solo sea
seleccionado uno de los modelos. Una alternativa para manejar tal situacion es
determinar todas las teorias que explican la evidencia y luego determina la utilidad de
cada posible accion en el contexto de cada teoria. Para seleccionar la accion optima
puede usarse el marco de trabajo de la teoria de decisiones. En esta aproximacion
necesitamos conocer la oportunidad relativa que cada teoria tiene de convertirse en el
modelo de la situacion. La otra alternativa es ordenar varias posibles teorias de acuerdo
con algunos criterios de interés, y elegir la teoria mas interesante. Luego es posible una
aproximacion durante el ciclo de hipotesis y prueba, donde podemos presentar las
hipdtesis mas interesantes y después probarlas.

La incapacidad del razonador de obtener todas las entradas necesarias para desenredar la
teoria actual, puede darse de cualquiera de las siguientes dos formas: la primera opcion
es cerrarse a un razonamiento kantiano y la segunda a un razonamiento hegeliano. En la
primera opcion se usan las mediciones numéricas para indicar la incertidumbre, y en la
segunda las incertidumbres se representan aceptando mas de un modelo como posible.

En muchas publicaciones se ha presentado el problema de representar la incertidumbre
asociadas con las proposiciones sin tener que emplear medidas numéricas. Muchos de
estos trabajos se han realizado en el ambito de las ldgicas modales, como el de
Segerberg en 1971 y Girdenfors en 1975, han presentado logicas modales usando
formulas de la forma p > q que se lee como p es mas creible que q. En 1987 Halpern y
Rabin presentaron la logica LL para razonar alrededor de la probabilidad. En esta 16gica
el operador modal L captura la nocion de ser probable. Esto es, la formula L, representa
la nocion “es probable que p sea cierta” Un modelo M para esta logica se puede ver
como un arbol de estados e. Cada estado e consiste de un conjunto de hipotesis que son
tomadas como verdad por ahora. Un estado €; es un hijo del estado e; si asumimos que
e; sea cierto, un experto con conocimiento del dominio puede llamar a €, un estado
creible. Cada estado representa un conjunto de hipotesis consistentes. También un
estado no representa un modelo causal de la situacion que se describe, aunque a nuestra
vista pueda ser una caracteristica deseable para cualquier razonador.

El problema de manejar el nivel de imprecision no se ha direccionado dentro del marco
de trabajo de las l6gicas formales. Para formar una red de hechos con declaraciones
menos precisas no se puede hacer en forma automatica, si el intento con declaraciones
mas precisas falla.
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1.8. TEORIAS DE PROBABILIDAD

La relacion de probabilidad méas empleada desde el punto de vista del razonamiento es
la probabilidad condicionada. Consideremos dos variables A y b con conjuntos
asociados de posibles valores discretos (ay,..., ax) y (b, by, ..., by). Pensemos que el
razonador conoce los valores de la probabilidad condicional P(ailbj). Cuando se
observa un evento B = by, el razonador puede calcular los valores de probabilidad para
los eventos no observados A = a,,.

En una situacioén de razonamiento donde son conocidas, solamente en términos de una
probabilidad condicionada, las relaciones entre varios aspectos de una situacion, el
conocimiento del evento observado se puede, en general, usar para inferir las
probabilidades de otro evento no observado. El trabajo realizado en el 4rea de las redes
bayesianas por Pearl en 1986, ha resultado ser un marco de trabajo para estos
razonamientos. Las redes bayesianas son graficas aciclicas en las cuales los nodos
corresponden a las variables proposicionales, los cortes representan las relaciones de
probabilidad condicional entre las proposiciones ligadas, y también significan
relaciones causales. En la red las relaciones causales se cuantifican por probabilidades
condicionadas de cada variable dado el estado de sus nodos padres.

En cualquier modelo de una situacion es suficiente incluir solamente una sola causa
para cada efecto, por lo cual es necesario conocer la causa. Cuando se pueden presentar
dos causas individuales, se pueden ver los efectos causados por la interaccion de ambas
causas individuales, y luego esta interaccion es la causa exclusiva responsable del
efecto. De esta manera podemos decir que las redes bayesianas que incluyen todas las
causas conocidas para cada efecto es una combinacion de todos los modelos
individuales que pueden ser posibles para la situacion. Una inferencia que usa una red
se puede decir que esta basada en lo siguiente: se deben de conocer los modelos
conocidos para la situacion, y considerando que cada uno de ellos sea posible, la
inferencia refleja los efectos de cada modelo posible.

Las redes bayesianas representan el conocimiento de una relacion causal por medio de
probabilidades condicionales asociadas con los cortes de la red. Hunter demostré en
1980 que las probabilidades condicionales fallan al capturar la informacion importante
acerca de la direccion de la influencia causal y su informacién puede ser crucial en
algunas instancias de razonamiento. Este tipo de razonadores estd mas cerca de los
dubitadores leibnitzianos. Estos dubitadores, dado un modelo de la situacion,
determinan sus consecuencias logicas. Las redes bayesianas son luego un modelo de la
situacion incorporando todas las relaciones probabilisticas entre los aspectos de interés.
Las redes bayesianas no se pueden usar para construir dubitadores del tipo kantiano o
hegeliano, en los cuales el razonador necesita identificar un modelo factible de entre
todos los modelos.

El empleo de la probabilidad para razonar también ha sido explorado por Spiegelhalter
en 1988. Sus técnicas son desarrolladas para un contexto en el cual una estructura
grafica representa la relacion de dependencia entre proposiciones. Sus métodos intentan
actualizar informacioén probabilistica a todos los otros nodos cuando se obtiene
evidencia de uno de los nodos. Se realizan actualizaciones sucesivas cuando es
disponible evidencia en mas de un nodo.
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1.9. TEORIA DE LA EVIDENCIA.

Se han desarrollado calculos numéricos diferentes a la teoria de la probabilidad para
usarlos en muchos sistemas de razonamiento. Un célculo popular es la teoria de la
evidencia desarrollado por Shafer’s en 1976.

Si S es el conjunto universal de eventos, luego en la teoria de la probabilidad de
incertidumbre, la informacion consiste de una densidad de probabilidad p en los
elementos de S, tal que: p: S — [0,1] y:

> p(s) =1

seS

En la teoria de la evidencia definimos una funcién de agrupamiento que es inducida en
nosotros por la evidencia disponible, y asigna partes de una cantidad finita de creencia
al subconjunto S. Cada asignacion de agrupamiento a un subconjunto s de S representa
la parte de nuestra creencia que soporta a s sin ser posible localizar esta creencia entre
subconjuntos estrictos de s.

Los grados de creencia en un subconjunto A de S Cre(A) se definen como la suma de
todas las agrupaciones que soportan A o cualquiera de sus subconjuntos estrictos. Esto
es:

Cre(A)= > m(X)

XeA, XD

El grado de plausibilidad de un subconjunto A de S, PI(A) se define como la suma de
todas las agrupaciones que puede posiblemente soportar A. La posibilidad de que un
subconjunto s que soporte a A, significa que la agrupacién asignada a s puede
posiblemente gravitar en ese subconjunto estricto de s, que también es un subconjunto
de A. Esto es:

PI(A) = D m(X)

XNA, XD

Cuando hay disponible més de una funcién de agrupamiento para un conjunto S, se
combinan usando la regla de Dempster, la cual lleva a cabo una suma ortogonal de las
dos funciones de agrupamiento. El proceso de actualizar funciones de creencia se ve
desde dos perspectivas: Una ve la creencia como una funcion de plausibilidad, cuyo
supremo ¢ infimo envuelve una familia de distribucién de probabilidades, otra es el
intento de relacionar la teoria de evidencia con la teoria de probabilidad, como una
generalizacion y no en la direccion de las funciones de creencias que se deben de ver a
la luz de otro marco de trabajo.

1.10. TEORIA DE LOS CONJUNTOS BORROSOS

La teoria de los conjuntos borrosos desarrollada por Zadeh, captura y representa
nociones imprecisas en si mismas como alto, joven, etc. Si consideramos los predicados
como bajo, en lugar de evaluar la verdad o falsedad para parametros reales valuados, los
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predicados actlian como una constriccion elédstica en los valores aceptados para los
parametros. Para cada x perteneciente al conjunto de los numeros reales, uno puede
definir pyei0(x) € [0,1] como la extension de membresia de los numeros x en los valores
aceptables para bajo. El grado de membresia pipajo(X) €s interpretado por Zadeh como la
posibilidad pipajo(x) de que la proposicion sea cierta con el valor x. Es simple calcular las
medidas de necesidad y posibilidad definidas para cada proposicion.

Esta teoria es muy util cuando uno quiere hacer transiciones entre proposiciones muy
precisas pero inciertas y proposiciones borrosas y menos precisas, pero estrictas.

1.11. CONJUNTOS BORROSOS DINAMICOS

A nuestro parecer las cosas no son tan simples como lo aqui presentado. En todos los
dubitadores, incluyendo los basados en los conjuntos borrosos de Zadeh, las creencias
se enmarcan como fundamentalmente dadas y estaticas por el observador. Parece que
aceptamos que el creer es una caracteristica definitoria e inamovible del observador.
Dado el conjunto de creencias, la pertenencia o no, sean totales o parciales, de las
entradas nos permite una sola clasificacion posible. ;Podemos aceptar que el esquema
de creencia acerca de la estatura humana sea el mismo entre los pigmeos y los jugadores
de un equipo profesional de balon cesto? Es evidente que no, y lo mismo pasa con la
creencia acerca de la riqueza entre los pueblos de tercer mundo y los del primer mundo.

Podemos de lo anterior decir que no existe un conjunto borroso que las defina sino que
este conjunto depende del contexto de creencia del observador, por lo que la funcion de
pertenencia deberia de ser enmarcada como dependiente del contexto, sea éste el de los
pigmeos, el de los jugadores de balon cesto, el de los habitantes del primer mundo o del
tercer mundo, s6lo asi podemos establecer clases y conjuntos.

También tenemos que aceptar dada su claridad que los contextos de creencia son
cambiante y no estaticos, por lo que la creencia de la altura humana en un contexto
situacional dado no es estatica. Por ejemplo, no tiene el mismo significado la palabra
hombre o mujer alta en el México del siglo XXI, que en el México del siglo XIX. La
alimentacion, el acceso a la informacion de la salud, la medicina etc. Han cambiado la
creencia social acerca de ser alto.

Lo que en nuestro dias es bueno y lo vemos como absolutamente normal, en la época de
nuestros abuelos no lo era, nunca hubiese sido aceptado por ellos. La creencia acerca de
la bondad o malicia de nuestros actos, cambian con el contexto social y éste cambia a su
vez con el tiempo, por lo que si las entradas son las mismas, pero el conjunto de
creencias cambia, la pertenencia o no a una clase también se modifica, cambia el estado
de pertenencia de la entrada a la clase.

Este tipo de realidad se presenta en todos los sistemas bajo estudio. Si las caracteristicas
de un medio fisico son cambiantes y son cambiantes el conjunto de creencias del
observador, las formas de clasificacion necesariamente lo son, por lo que debemos
aceptar que algo que en un tiempo pertenecia a una clase en forma absoluta, la definia,
la modificacion de la clase por el cambio del conjunto de creencias lo puede excluir. Es
decir puede ir dejando el grado de valor absoluto de pertenencia a no pertenecer al
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conjunto, a través de transcurso del tiempo. Ejemplo de lo anterior pueden ser el juicio
moral, o la situacidon economica.

De lo anterior se desprende que no basta la definicion de conjunto borroso de Zadeh
para poder inferir acerca del mundo real, ya que tanto las entradas como las creencias
son cambiantes en el tiempo, por lo que proponemos una extension de los conjuntos
borrosos de Zadeh a una teoria de conjuntos borrosos dependientes del tiempo, a los
cuales llamaremos conjuntos borrosos dinamicos, y su légica asociada a la que
llamaremos 16gica borrosa dinamica, que es el motivo de este trabajo.

Podemos definir un conjunto borroso dinamico de la siguiente forma:

Chuq €s el conjunto de todas las x existentes en U tales que satisfagan la caracteristica
p(x(t)) en un t dado.

En situaciones donde el evento no esta bien definido y es cambiante en el tiempo, la
salida puede ser una cantidad diferente a cierto o falso, que podemos cuantificar como
el grado de creencia en un tiempo t. Estos eventos se modelan por conjuntos borrosos
dindmicos ya que su funcion de membresia puede tomar valores entre uno y cero
dependiendo del tiempo.
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2.1. LOGICA BORROSA

Los logistas tradicionales tenian la conviccion de que las sentencias de los lenguajes
naturales podian ser sélo ciertas o falsas, y cuando mucho, incorporaron un tercer valor
que se ha interpretado como indeterminado. Los logistas modernos han pensado muy
seriamente acerca de la semantica formal, y otros estudiosos de la forma del lenguaje,
como los fildsofos y psicologos, han llegado a determinar el hecho de que los conceptos
empleados en el lenguaje natural tienen sus fronteras vagas y su significado es borroso.
Dado lo anterior, las sentencias de un lenguaje natural a menudo no son siempre
totalmente ciertas, o totalmente falsas, y ademas tienen un cierto sentido, ya que en
algunos conceptos son ciertas, y en otras falsas.

Para los logistas clasicos el valor de verdad o falsedad de una sentencia en términos de
la teoria clasica de conjuntos se define con base a la pertenencia o no, del sujeto de la
sentencia, a un conjunto perfectamente definido (predicado). Si decimos Juan es alto,
esta sentencia es verdadera si Juan pertenece o no al conjunto de hombres altos.
Verdadera si pertenece, falsa si no pertenece. Pero en los lenguajes naturales tenemos el
problema de que el concepto de altura, es un concepto relativo y no definido, ya que no
es lo mismo un hombre alto como concepto entre los jugadores de un equipo de balon
cesto y los pigmeos.

Consideremos ademas algunas otras situaciones como el hecho de preguntarnos acerca
del valor de verdad de algunas sentencias del tipo:

XesunY

Esta podria ser verdadera solo en cierto grado en lugar de ser claramente cierta o falsa, y
en los siguientes ejemplos se ve:

El canario es un pajaro cierto

El 4guila es un pajaro menos cierto que a

El pingiiino es un pajaro menos cierto que b

El murciélago es un pajaro muy lejos de la verdad
El perro es un péjaro falso

Estas mismas sentencias las podriamos escribir, dando un juicio relativo a la categoria
de membresia asignando el miembro (elemento) en cuestion a la categoria en la cual
tiene el mayor grado de membresia.

El canario es mas pajaro que otra cosa. verdadero

El 4guila es mds pajaro que otra cosa  verdadero

El pingiiino es mas pajaro que otra cosa Mas verdadero que falso
El murciélago es un pajaro falso

El perro un péjaro falso

Como se ve del ejemplo anterior para la légica tradicional no es siempre facil asignar
los valores de verdad a las sentencias del lenguaje natural.

Si partimos de la hipotesis fundamental de que todo el conocimiento humano acerca del
mundo real estd basado en teorias, tomadas aqui en el sentido mas general, ya que
incluye teorias formales y pensamientos intuitivos, y el hecho de que estas teorias son

IT-TINF-2009-01 20



descripciones, y que la descripcion para darse requiere de un lenguaje y el lenguaje de
una légica, debemos de desarrollar una nueva logica que contemple las caracteristicas
de borrosidad del lenguaje natural y nos permita con ¢l, describir y teorizar.

Se define un lenguaje como un conjunto de sentencias compuestas de simbolos acordes
con ciertas reglas.

Una interpretacién, es una funcion que asigna un significado a las palabras de un
lenguaje relativo a cierto sistema, y especifica las verdaderas condiciones para las
sentencias.

Si empleamos un lenguaje para hacer descripciones, necesitamos alguna logica, reglas
para hacer inferencias, para derivar sentencias conductivas de un conjunto de premisas.
Si las reglas tienen las propiedades de preservar la verdad, dando sdlo consecuencias
ciertas de premisas ciertas, tendremos una clase de sistema deductivo, en este caso
borroso, que se puede identificar con una teoria.

De acuerdo con esto, desarrollar una logica, acorde al lenguaje natural que empleamos
para definir los fendmenos actuales, nos permitira hacer de ¢l una teoria. Tenemos
conocimiento intuitivo o empirico de algunas sentencias que son ciertas, y emplearemos
de acuerdo a esta logica algunas reglas de inferencia para obtener nuevas sentencias
ciertas.

La interpretacién, a menudo, estd en estos casos intimamente relacionada con el
lenguaje, cada palabra tiene su propio significado, en este caso, mas o menos definido
(borroso).

En la aproximacion algebraica a la logica, los predicados se interpretan como funciones
desde el dominio de una interpretacion a una apropiada red completa. Notese que un
conjunto borroso sobre un dominio U es una funciéon de U dentro de un intervalo [0,1]
de la recta real.

Historicamente, hasta el final del siglo XIX, las teorias matematicas se construyeron en
una forma intuitiva o axiomatica. En otras palabras éstas fueron siempre construidas
sobre ideas intuitivas relacionadas con nociones primitivas o en las bases de
propiedades de nociones primitivas establecidas en un conjunto de axiomas. El
descubrimiento de paradojas en la teoria intuitiva de conjuntos de Cantor, como la de
Russell de 1903, fuerzan la necesidad de construir teorias matematicas axiomaticas. Las
paradojas de una teoria intuitiva de conjuntos se podian eliminar en un sistema
axiomatico de una teoria de conjuntos. La primera teoria axiomatica de conjuntos fue
propuesta por Zermelo en 1908, sin embargo el método axiomatico no preveia la
aparicion de otra clase de paradojas, las paradojas semanticas.

Esto inspir6 la introduccion de una gran precision en la construccion de las teorias
matematicas, llevandolas al concepto de teoria formalizada, en las cuales no solamente
se formulaban por un conjunto de axiomas los conceptos de nociones primitivas, sino
que se describian precisamente tanto el lenguaje de la teoria, como las herramientas
logicas usadas en cualquier proceso de deduccién. Las formas matemadticas de
razonamiento estaban basadas en el principio de que cualquier proposicion matematica
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es siempre cierta o falsa, esto es, es una légica bivaluada, y usualmente formalizada
dentro del marco del célculo de predicados clasico de primer orden.

Durante mucho tiempo se ha conocido la fuerte relacion entre la logica clasica y la
teoria de las algebras Booleanas. Las investigaciones en logica de Boole llevaron al
concepto de las hoy llamadas algebras Booleanas. Los resultados de Stone en 1936 en la
representacion de las algebras Booleanas por campos de conjuntos, extienden esta
relacion al campo de los conjuntos. La interpretacion de formulas del célculo
proposicional cldsico como una funcidon sobre cualquier algebra Booleana, es una
generalizacion del bien conocido método de las tablas de verdad. Una extension de este
método al calculo clésico de predicados, a través del trabajo de Rasiowa y Sikorski en
1950, permitié una interpretacion de las féormulas como funciones del universo de una
interpretacion, hacia algebras Booleanas completas, y hacia campos de todos los
subconjuntos de un espacio.

En 1908 Brouwer formuld los principios, desde punto de vista filoséfico, de la
fundamentacién de las matematicas que se conoce como intuicionismo. Lo anterior fue
anticipado por Kant, Kronecker y Poincaré, pero fue desarrollado por Brouwer y su
escuela como una forma radical de constructivismo.

El proposito del intuicionismo es prevenir paradojas en las matematicas. Las diferencias
basicas entre el punto de vista de muchos matematicos y el de los intuicionistas en el
significado de la l6gica fundamental y los conceptos de la teoria de conjuntos caen en
un diferente entendimiento de la nocién de conjuntos infinitos, en la palabra “existe”.
Por ejemplo, “debe de existir un entero positivo X que satisface la condicion A(x)” es
considerado por los intuicionistas como verdad si existe un método de construir un
entero positivo x que satisfaga la condicion A(x), esto es, si tal entero es presente. En
general, los matematicos entienden lo anterior como verdadero si existe una prueba
desde los axiomas de la aritmética, con la base de la logica clasica, en particular
probando que no para todo x, no A(x). Luego si aplicamos la ley de la logica clasica que
“si no para todo x, no A(x), debe de existir un x tal que A(x), y de la regla del modus
ponens, se infiere que debe de existir un x que satisfaga A(x). Esta prueba por reduccion
a una contradiccidon no nos da ningin método para construir algliin x que satisfaga A(x).
Lo anterior es rechazado por los intuicionistas. La eliminacion de las pruebas no
constructivas del razonamiento matematico, causa la retraccion de todas las leyes de la
logica cléasica que pueden caer de tales pruebas. En particular, la ley del medio excluido
que establece la bivalencia de la l6gica clasica, es rechazada por el intuicionismo.

Es sorprendente que la investigacion algebraica de la logica intuicionista, que fue ideada
para formalizar el razonamiento constructivo, nos lleve a interpretaciones, por ejemplo,
en el algebra de todos los subconjuntos abiertos de la linea real en el intervalo [0,1], que
sugiere una interpretacion en el algebra de los valores borrosos de verdad, si
subconjuntos abiertos de [0,1] son tratados como valores borrosos de verdad.

El criticismo filoséfico relacionado con la implicacion material clasica, resultd en la
formulacion de la logica modal de Lewis, en la cual, los conectivos modales
proposicionales “es necesario que” y “es posible que” ocurren al lado de los conectivos
proposicionales de la logica clasica. Lewis introduce las logicas modales como un
sistema deductivo formalizado del céalculo proposicional. Otros autores construyeron
otras logicas modales, jugando un importante papel en las ciencias computacionales
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tedricas, y en la inteligencia artificial, por ejemplo, en la légica de programacion, en las
logicas no monotdnicas y en la logica del conocimiento de Chellas y Turner.

Las investigaciones de McKinsey y Tarski establecieron la conexion entre el calculo
modal proposicional y las algebras booleanas topologicas, asi como con el campo
topologico de los conjuntos. Las formulas de este calculo se pueden interpretar como
funciones definidas en cualquiera de estas algebras. Es de especial interés el resultado
concerniente a la interpretacion, en el algebra, de todos los subconjuntos de la recta real
o del intervalo [0,1], tratados como un campo topoldgico de conjuntos. Rasiowa y
Sikorski iniciaron un tratamiento algebraico del céalculo modal de predicados. Esta
aproximacion permite una interpretacion de las formulas del calculo modal de
predicados como una funciéon del universo de interpretacion dentro de algebras
booleanas topoldgicas, y dentro de los campos topoldgicos de todos los subconjuntos de
los espacios topologicos.

El razonamiento del sentido comin toma en consideracion las incertidumbres,
particularmente las relacionadas con declaraciones acerca de eventos en el futuro. La
idea de que estas declaraciones no siempre son ciertas o falsas, lleva a Lukasiewicz a su
calculo proposicional de tres valores, y luego a la de m valores, y después a la
generalizacion de un numero incontable de valores. En forma independiente Post
introdujo su célculo proposicional de m valores. Todos estos célculos no fueron
construidos como sistemas deductivos axiomaticos formalizados, sino por el método de
tablas de verdad.

En la légica polivaluada de Lukasiewicz los conectivos proposicionales —,U,N 'y =
estan basados en reglas aritméticas. Se puede desarrollar un sistema de tres valores de
los tres valores logicos: 0, 1/2, y 1, donde 0 y 1 corresponden a lo falso y cierto
respectivamente, usando las siguientes ecuaciones para cada x, y, z, € {0, 1/2, 1}:

—x =1-x, X Uy=max(x,y), X Ny = min(x,y)

1 six<y
X=>y=
Y l-x+y six>y

Se usan las mismas ecuaciones para desarrollar sistemas de m valores en los cuales los
valores logicos son:

I’m_zﬂ"" 1 ’O (1)
m-—1 m-—1

En el célculo proposicional de infinito nimero de valores de Lukasiewics son numeros
en el intervalo [0,1], y los conectivos proposicionales estan definidos por la misma
ecuacion (1). Esta logica es considerada por los especialistas en 16gica borrosa como la
base del razonamiento aproximado.

El primer sistema axiomatico para algebras correspondientes a la l16gica de m valores de
Post fue dado por Rosembloom. El articulo de Epstein inicié un desarrollo intensivo de
la teoria de estas algebras. El primer sistema ecuacional axioméatico fue propuesto por
Traczyk, y otro importante sistema ecuacional fue desarrollado por Rousseau.
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Rasiowa formalizo el calculo de predicados de multiples valores de Post. Las formulas
de este calculo de predicados se puede interpretar como funciones del universo de una
interpretacion dentro de una cadena ey < e; < ... < ey, donde ey y en.1 juegan el papel de
falso y cierto respectivamente.

La tesis fundamental de la teoria de conjuntos borrosos es que el conjunto de funcion de
membresia puede ser parcial o gradual, esto es, no tiene porque ser siempre como en la
teoria ordinaria de conjuntos. Un conjunto borroso F no tiene porque tener una frontera
definida, nitida, y el grado de membresia de un elemento u en ¢él, estd dado por una
funciéon de membresia pup: U — L, donde U es el universo del discurso y L es un
conjunto parcialmente ordenado. En la practica L se elige como el intervalo real [0,1]
con pp(-) = 1 que corresponde a la total pertenencia y pg(-) = 0 que es total no
pertenencia, y ug(.) = .5 que es total borrosidad ya que no se sabe si pertenece o no, ya
que tanto pertenece como no pertenece.

En este contexto es facil ver que si uno decide representar la extension del predicado de
primer orden F con un conjunto borroso, luego, cuando se interprete, la verdad de F
estard en el intervalo [0,1]. En este caso podemos decir que F es un predicado borroso,
vago, y la logica que subyace detrés, serd una logica multivaluada con la ley del medio
excluido no valido. Lo anterior es debido al valor de membresia .5 que determina un
absoluto desconocimiento respecto a si un objeto tiene o no la caracteristica F, por lo
que el valor 0.5 lo podemos interpretar como:

1. No existe evidencia concluyente de que la proposicion “u tiene la propiedad F” sea
verdadera.

2. No existe evidencia concluyente acerca de que la proposicion “u tiene la propiedad
F” no sea verdadera.

3. No existe evidencia que sugiera la posibilidad de que u tenga la propiedad F”.

Esto es similar al tipo de conocimiento que se da en sistemas de razonamiento
monotdnico que aluden algiin hecho de que “u tenga la propiedad F”, para ser asegurada
como verdad si existe la posibilidad de que sea cierta y nunca se contradiga esto. Luego
la existencia natural de este valor especial de verdad de 0.5 en la logica borrosa, cae en
la profundidad del llamado razonamiento frustrante: queremos la opcidén de quitar “u
tiene la propiedad F” si decrecemos el valor de la funcién de membresia de u en F, es
decir llevarla a no ser, o incrementar el valor de su funcién de membresia para llevarlo a
totalmente ser.

Es bastante sorprendente que en todas las ldgicas borrosas existentes, la presencia de
este valor especial de verdad siempre se silencie por hacerlo miembro de un conjunto de
valores designados de verdad, o por modificar la nocidén de satisfacibilidad de una
formula, de manera que sea valida en logica borrosa, si y solo si ésta es valida en la
logica clasica de primer orden. El resultado subsecuente es que la ldgica de primer
orden es un caso especial de logica borrosa en el conjunto {0,1). De esta manera la
logica borrosa es reducida a una légica clasica de primer orden, y por lo mismo es una
logica monotonica. Sin embargo podemos decir que el valor de verdad de 0.5 es parte
del conocimiento que se tiene de algo, por lo que se debe de tratar a F(u) como una
suposicion en lugar de un hecho.
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Tradicionalmente los sistemas de 16gica formal se han caracterizado por contener los
siguientes elementos:

1. Un lenguaje formal L define el conjunto de férmulas bien formadas
2. Un conjunto de féormulas bien formadas llamadas axiomas.
3. Un conjunto de reglas de inferencia para derivar teoremas de axiomas.

Las diferentes logicas se pueden distinguir por un minimo conjunto de axiomas y
teoremas cerrados bajo las reglas de inferencia. Ademas extendiendo el conjunto de
axiomas nunca se podra impedir la derivacion de teoremas ya derivados del conjunto
original de axiomas. Como es su intencion esta propuesta ha probado ser adecuada para
modelar el dominio de las matematicas, pero desafortunadamente ha probado no ser
adecuada para modelar el dominio del razonamiento del sentido comun por dos razones:
primero porque los agentes de razonamiento son forzados a obtener conclusiones
basados en una especificacion incompleta de la informacién relevante. Se hacen
suposiciones acerca de la informacidon perdida y se derivan conjeturas basadas en las
suposiciones en lugar de teoremas. Las nuevas evidencias pueden probar las
suposiciones invalidas, y no se derivan mas conjeturas, o que nos muestra la naturaleza
no monotodnica del formalismo del sentido comun. Segundo, la caracterizacion de la
logica como un minimo conjunto de teoremas, generados por axiomas y reglas de
inferencia es muy limitante para la caracterizacion del tipo de légica necesaria para
modelar el razonamiento humano. Una propuesta mejor es concentrarse en que sigue a
que, o de manera mas formal, la nociéon semantica de vinculo. En este sentido los
axiomas y las reglas de necesidad se representan como las férmulas bien formadas en un
lenguaje l6gico. Este conjunto se puede llamar el conjunto de premisas, y se puede
considerar como el conjunto inicial de hipotesis que limita el conjunto de modelos
considerados cuando se emplea la relacion de vinculo.

Las suposiciones acerca de la informacion perdida y las conjeturas resultantes, se
clasifican como necesidades. Algunas de las caracteristicas mas importantes de
razonamiento por necesidad son:

1. Las conjeturas se realizan en un contexto de informaciéon incompleta.

2. Se realiza alguna forma de verificacion de posibilidad antes de brincar a alguna
conclusion, asegurando que la conjetura es coherente al contexto del razonamiento
actual.

3. Las conjeturas son tan débiles como sus derivadas en la forma normal.

2.2. BORROSIDAD

Sea P(x) un predicado de primer orden donde P es un simbolo de predicado y x es una
variable individual. Sea I una interpretacién bajo un dominio no vacio U que asigna a P
una relacion unaria borrosa en forma de una funcion de pertenencia pp: U — [0,1]. Sip
es un predicado eneario, luego I puede asignarle una relacion borrosa enearia
caracterizada por una funcion de pertenencia de n lugares.

Ademas dada I y una valuacion V que asigna a x un elemento de U, el valor de verdad
de la proposicion P(u), es el grado de membresia de u en pp. Luego, la verdad de un
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predicado borroso es gradual en contraste con los predicados precisos cuyo valor de
verdad esta en el conjunto {0,1}.

Se puede hacer una fuerte distincion entre la nocidon de verdad graduada, debido a la
existencia de predicados borrosos en la presencia de informacién completa y grados de
incertidumbre debidos a la informacion incompleta o incierta como exactamente se debe
de tomar valores de verdad borrosos o un predicado preciso. Se pueden identificar los
siguientes tres casos:

1. El caso de proposiciones inciertas que son siempre ciertas o falsas, pero debido a la
falta de informacion completa sdlo se puede estimar que tan posible o necesario sea
que la proposicion sea cierta.

2. El caso de las proposiciones borrosas que caen en grados intermedios de verdad que
se puede especificar con absoluta certeza.

3. El caso general de proposiciones borrosas inciertas, las cuales debido a la presencia
de predicados borrosos, tienen valores de verdad intermedios, pero la falta de
informacion completa no permite que los grados de verdad sean especificados con
absoluta certeza.

2.3. LOGICA BORROSA DE PRIMER ORDEN
Se puede asumir la estructura de los valores de verdad de la forma:
L=L,v,A®, —,0,1)

donde 0, 1 son los elementos menor y mayor respectivamente v, A, son las operaciones
de supremo e infimo respectivamente, ® es la operacion de producto, la cual es
isotonica en ambas variables y (L, ®, 1) es un monoide conmutativo, y — es la
operacion de residuo, la cual es antitona en la primera variable e isdtona en la segunda.
La propiedad de adjuncioén

A®B<csia<b—c¢
vale paratodaa, b, c, € L.
Como un caso particular que se usa generalmente en aplicaciones, los grados de verdad
se asumen basados en el intervalo unitario de numeros reales [0,1]. Luego si v = max, A
=min,
A®B=0va+b-1)ya—>b=1A(l-a+b)Va,be][0l]

El uso de este intervalo es muy natural pero algunas veces causa confusion entre valores
de verdad y probabilidades. Insistiremos que es so6lo una similitud formal, como el
mismo conjunto de medidas se han usado para los dos que en esencia son fendmenos

diferentes.

Para modelar la semantica del lenguaje natural es necesario introducir nuevas
operaciones adicionales
acob=(@—>b)a(b—>a)
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que es la biresiduacion y
aA’=a®a..®a

que es la potencia V a, b € [0,1].
El lenguaje basico de la 16gica borrosa de primer orden consiste de:

Variables x, y,...

constantes ¢, d, 1.,...

simbolos funcionales f, g,...

un conjunto de simbolos para tablas de verdad {a: acL}

simbolos predicados p, q....

conectivos binarios = y un conjunto de conectivos adicionales {oi:i€J}
un simbolo para el cuantificador general “para cada”

NNk W=

2.4. FORMULISMO

1. Un simbolo a para un valor de verdad acL es una féormula atémica.

2. Si qi,..., qn SOn términos y p es un simbolo predicado, p(qy,..., qn) €s una formula
atomica.

3. Si A, B, Aj,..., Ay son formulas y “o0” “y” conectivos, luego A = B, o (Aj,..., An), ¥
para cada x, A son formulas.

La formula —A es una abreviacion de A = 0. Similarmente podemos definir A v B
disyuncion, A A B conjuncion, A & B conjuncién fuerte, A < B equivalencia, (debe
existir x) A (cuantificador existencial) y A*= A & A &,....& A potencia.

Como en logica clasica, introducimos los conceptos de variables libres, variables
acotadas y el de término sustituible. Si q es un término y A es una férmula, luego Ax[q]
es una formula resultante de A cuando se sustituye el término q en lugar de cada
ocurrencia libre de x en A. El trabajar con muchos valores de verdad es una
caracteristica de la logica borrosa, por lo que es permisible introducir un conjunto
borroso de axiomas. De cualquier modo esto nos lleva a una sintaxis evaluada, donde
cada paso al derivar nuevas formulas, es evaluado por valores de verdad. Luego
podemos extender la nocién de una regla de inferencia de la forma siguiente: Una regla
n-aria de inferencia es un doblete de la forma:

r= (rsm, I_sem)

donde r’" es la parte sintactica y r*" es la parte semantica. La parte sintactica es una
operacion n-aria parcial en F; y la parte semantica es una operacion n-aria en L que
preserva uniones arbitrarias no vacias en cada argumento. La parte sintactica tiene el
mismo papel que en la légica clasica, y la parte semantica evaliia cada paso en el
proceso de derivacion de nuevas formulas.

Un conjunto borroso X de formulas es cerrado con respecto a r si:

X(I’Sin(Al,..., An))> rsem(X(AI),,,,, X(An))
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vale para toda Ay,..., A, € Fjpara la cual se define r™". Una regla de inferencia es sonora
si la ecuacion anterior es valida para cualquier funcion G: fy - L que es un

homomorfismo con respecto a los conectivos.

Las reglas de inferencia se escriben usualmente de la forma:

donde a; € L son valuaciones verdaderas de las formulas A;.

Las siguientes también son reglas de inferencia:

A,A=B
I i i ( 3,b ) que es el modus ponens.
B a®b
2. i B ( b ) que es la regla de levantamiento a.
a=>Bl\la—>b

A a S
3. 15: (—j que es la regla de generalizacion
(para cada x)A \a

Sea X el conjunto de férmulas, luego:
(C"X)A = A{U(A): UcF; U
es cerrada con respecto a todas las reglas de inferencia y
A, {Xc U}
define un conjunto borroso de consecuencias sintacticas del conjunto borroso X.
Una prueba de la formula A de un conjunto borroso X, es una secuencia:
w: AjfaiPi], Ao[ag;Pa],..., An[an;Pa]

tal que A, es Ay P, i <nes AL o AE si A es un axioma logico o especial
respectivamente, o Pj es si A es una formula

sin . .
I (Ail,---, Ain), 11,..., 1n <Y
y r es una regla de inferencia n-aria sonora. Por lo tanto:
aj = Valx(w(i))

es un valor de la prueba:
way: AilaPi], Az[ax;Pa]...., An[an;Pn]
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definida de la forma:

Teorema.
(CS"X)A = V{Val,(w): w es una prueba de a desde X c F;}
Luego encontrando una prueba, sea w, de una férmula A asegura solamente que el

grado en el cual A es un teorema es mayor o igual a Valyq,). Si Valyw) < 1, luego es
dificil asegurar que no podemos encontrar una prueba con mayor valor.

2.5. TEORIAS DE LOGICA BORROSA DE PRIMER ORDEN

Una teoria T en el lenguaje J de la logica borrosa de primer orden (teoria borrosa) es un
triplete:

T= (AL’ AS’ R)7
donde Ap c F; es el conjunto borroso de los axiomas l6gicos, Ay — F; es un conjunto
borroso de axiomas especiales y R es el conjunto de reglas de inferencia que deben al
menos contener las reglas rvip, {rra;a € L} y rg. Por J(I') denotamos el lenjuage en la
teoria borrosa L. El célculo de predicados borrosos es la teoria borrosa con Ag = ¢.
Sea D una estructura para J(I'). Luego D es un modelo de la teoria I', D |=T.si:

As(A) <D(A),
es valida para toda A € F;. Tenemos Ar(A) < D(A) en cualquier modelo D ‘ =TI para
toda formula A € F;. Si (C*"X)A = a, luego la formula A es cierta en grado a en la
teoria I' y podemos escribir:

r ‘ =aA.

Si (C*"X)A = a, entonces A es un teorema en grado a de la teoria I y se escribe:

r'|—aA

Escribimos T | — AT |= A, en lugarde I’ | — A, T = A respectivamente y decimos
que A es un teorema cierto de la teoria I'.

Si w es una prueba en la teoria I', luego escribimos Valr(w) para este valor.
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Una teoria I" es contradictoria si existe una féormula A y pruebas w y w’ de A y —A
respectivamente, tal que:

Valp(w) ® Valr(w’) > 0
y es consistente en el caso opuesto.
El teorema de cerradura nos dice que: Sea A € F;y A’ es su cerradura, luego:
T ‘—aA siT |—A’
Un lenguaje J’ es una extension de J si J < J°. Luego es obvio que
Fyr) < Frery.

Sean:
F = (ALa AS, D)a r’ = (A,La AjSa R)a

teorias en sus respectivos lenguajes. Pongamos

siAeFyA' (A)=0

en cualquier otro caso. Si

luego I’ es una extension de T. Para simplificar la notacion rescribiremos A en lugar
de A,y entenderemos que Ay(A) = 0 para toda A € F;: - Fy.

La extension [” es una extension conservativade I'si [ [—DbA y I |—aA implica a =

b para cualquier formula Ae F;.

El teorema de deduccion nos dice que si A es una formula cerraday I =T U {1/A},
entonces:

. Sir'|—A"=B y I’ |—DbB para alguna n, luego a <b.
2. Para cada prueba w’ de B en I"” hay n y una prueba w de A" = B en T tal que:

ValT’(W’) = ValT(w)
Sea I' una teoria consistente, I" | — (3x)(A(x))" para cada n, y t € J(I') sea una nueva
constante, luego la teoria

I =T U {I/A®)}
en el lenguaje J(I') U {y} es una extension conservativa de la teoria I'.

Sea A una férmula de I', p un nuevo simbolo predicado n-ario y sea:

’=T v {1/p(xi,..., Xn) < A}
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luego I es una extension conservativa de I', y para cada formula B de I’ hay una
formula B* de I tal que:

I"|—B < B*

Sea Ay la formula cerrada elegida y I | — aA,. Propongamos:

Lo que sigue lo podemos ver como una generalizacion de los teoremas de completes de
Godel

Una teoria borrosa I es consistente si tiene un modelo. Si I” es consistente, luego cada
Ae F;y b definida en la forma anterior es un modelo D tal que D (A) <b.

Sea I'” una teoria consistente, luego:

I'|—aAsiT|=aA,
vale para cada formula A € F.
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CAPITULO 3

3.1. RAZONAMIENTO APROXIMADO
3.2. REGLAS DE TRASLACION DEL RAZONAMIENTO APROXIMADO
3.3. REGLAS DE INFERENCIA EN RAZONAMIENTO APROXIMADO
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3.1. RAZONAMIENTO APROXIMADO

El razonamiento aproximado es una herramienta matematica cuya direccion es modelar
la forma humana de razonamiento cuando estdn presentes nociones bajas. La teoria
propuesta por Zadeh estd basada en las reglas derivadas y en relacion con las
operaciones en las relaciones borrosas. Las aplicaciones exitosas de la teoria nos han
llevado a suponerla como una teoria que funciona bien. Por lo anterior es necesario
desarrollar una teoria concisa y formal que nos ayude a comprender el problema. En
este sentido la logica borrosa de primer orden nos sirve como la base matematica de la
teoria del razonamiento aproximado.

La formulacion de un concepto nos lleva a la formacion de agrupamiento de elementos
que tienen una cierta propiedad ¢. En otras palabras existe una cierta propiedad de
objetos @, tal que es construido por medio de agrupar

X = {x: 9(x)},
de todos los elementos x que tienen la propiedad ¢.

Consideremos el elemento x( y preguntemos si tiene la propiedad ¢. La respuesta puede
tomar la forma de una proposicion como ¢(x) es cierta en grado a. Ademds muchas
palabras del lenguaje natural pueden ser interpretadas como nombres de la anterior
propiedad ¢. Luego en principio los conjuntos borrosos se pueden usar para modelar la
semantica del lenguaje natural.

Una caracteristica especial del pensamiento humano es el uso efectivo del lenguaje
natural, ain en el proceso del razonamiento 16gico, por lo que podriamos afirmar que el
modelo matematico del razonamiento humano se puede basar en los conjuntos borrosos
y en la logica borrosa.

En lo que continta consideraremos un conjunto S de sintagmas' del lenguaje natural, y
un lenguaje de la légica borrosa de primer orden S, que se usara para modelar el
significado de los sintagramas de S. Denotaremos los elementos de S por A, B, ... Sea
M; y Fj el conjunto de términos y formulas de un lenguaje S respectivamente. Luego la
teoria del razonamiento aproximado consiste especialmente en la formacion de dos
clases de reglas:

1. Reglas de traslacion. Por ejemplo las reglas para obtener conjuntos borrosos de los
sintagramas tomados de S.

2. Reglas de inferencia. Por ejemplo las reglas para obtener concusiones de algunas
premisas establecidas en la forma de los elementos de S.

3.2. REGLAS DE TRASLACION DEL RAZONAMIENTO APROXIMADO

Una regla de traslacion es una tripleta:

! Un sintagma es una parte de una sentencia que se construye de acuerdo con las reglas gramaticales.
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form _fuzz _ext

S=<s " ,S 8 >
donde
SformIS—)SUFjUMj

es una funcion parcial de asignacion de formulas A(x) € Fj, en general abiertas, a algiin
sintagma A € S.

s"* es una funcién de asignacion que asigna un conjunto borroso
s"(A(x)) = {a/AL[t]:t € Mj}C F,
de una formula cerrada a A(x).
s™" es una funcion que asigna una extension
s HAX))) = {adt; t € M} < M
al conjunto borroso s™#(A(x)). Escribiremos
A(x) en lugar de s®™(A), Z(A(x)), en lugar de s™(A(x)),
E(A(x)) en lugar de s™(s™“(A(x))).

Para ser independientes del modelo concreto, consideremos el conjunto M; de todos los
términos. Puede denotar los elementos de cualquier modelo. Més alld de nuestras
deliberaciones procederemos dentro de la sintaxis en lugar que dentro de la seméantica.
Noétece que la misma Z(A)x)) puede tener diferentes interpretaciones en diferentes
interpretaciones en varios modelos D.

Luego un sintagma A es interpretado como una formula A(X), que representa la
propiedad expresada por A. Como la propiedad es generalmente vaga, la representamos
con un conjunto borroso de las formulas cerradas Z(A(x)). La féormula A(x) junto con
Z(A)x)) también se puede entender como una expresion formal de una intension de la
propiedad bajo consideracion. Esta extension es luego un conjunto borroso de
elementos E(A(X)).

Por ejemplo, sea A: = la temperatura es alta. Luego A(x) es una formula que representa
la propiedad de ser alta. Es la propiedad de elementos (grados) a través de los cuales la
variable x (temperatura) varia. Luego en una traslaciéon de A(x) a un conjunto borroso
de formula cerrada

{a/Axly]; t € Mj}.

Cada A[y] es una expresion formal de la proposicion la temperatura es alta y se le
asigna un valor de verdad a,. El Gltimo paso E(A(x)), nos lleva a un conjunto borroso
abstracto de temperaturas y € M; sin significado especial.

form

La funcion s se puede definir de la forma siguiente: Sea N un nombre. Luego:

Sformm) =x.
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donde x es alguna variable’. Sea A un adjetivo, luego:
s°™ (AN) = s°™ (N es A) = A(x)

donde (Ax) es una formula representando la propiedad llamada por el adjetivo A. Sea m
un modificador lingiiistico, por lo que:

fi
s ™ (m) = oy,
donde oy, es un conectivo unario y:

s (MAN) = 5™ (N es mA) = op, (A(x))
Sea B, Bc son sintagramas tales que
s™(B;) = B(y) y s°™ (By) = B(2). Si ‘B, yB’c € S, B,y B’ € Sysi B¢,
luego B’c € S, luego:
s°™ (B, y B,) =B, V B,
Sform (B1 0 Bz) = B1 ] Bz
Sform (Sl B] luego Bz) = B] = Bz

donde V denota un conectivo del tipo conjuntivo, [ denota un conectivo del tipo
disyuntivo, y = denota un conectivo del tipo implicativo.

Un punto crucial es la determinacion de la funcion s™™. Desde el punto de vista de la

logica borrosa podemos considerar las siguientes clases de Z(A(x)).
Zy(A(x) = {a/Ax[y]: v € Mjy a = A(Ac[vD}
cada a;, y € M, es un grado de verdad que A, [y] es un axioma especial.
Z| (AX) = { a/A[t]: v € My T |—a; A(A [}
cada a;, Y € M, es un grado de probabilidad de A [t] en una teoria dada I
Zp (A(x)) = { a/Ax[y]: t € Mjy a= D(A«[yD}
cada a;, Y € M, es un grado de verdad de A, [y] en el modelo dado D.
Z|- (A() = { aAx[y): v € My T =ac (A YD)}
cada a;, Y € M, es un grado de verdad de A, [y] en una teoria dada I

Por el teorema de completes
Z|— (AX) =Z|- (Ax))

* De aqui en adelante entenderemos que varios N se asignan a varias variables. Por simplicidad no lo
expresaremos en la notacion
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es valido para cualquier formula en A.

Los conjuntos borrosos Zs y Zp son suplementarios, ya que en el razonamiento
aproximado deseamos obtener intensiones de deliberacion, no sintagmas originales de
conocimiento. Como una relacion muy compleja entre formulas que debe de existir,
Z|_es la que mejor podemos evaluar, y nos da inmediatamente Z|-.

Sea C: = L un homomorfismo y E c F;. Pongamos Ay(B) = C(B) paratoda B € E 'y A
= 0 en otro caso. Luego: .
(C™ Ag)B = A(B), paratoda B € E.

En el razonamiento aproximado, debemos definir un conjunto de féormulas cerradas
s™"(s™(A)) para algunas palabras primarias. Estos conjuntos borrosos en efecto son
subconjuntos borrosos de conjuntos borrosos de axiomas especiales. Asi podemos
entender el razonamiento aproximado como una derivacion de nuevas formulas en la
teoria borrosa definida por el conjunto borroso de nuevos axiomas.

3.3. REGLAS DE INFERENCIA EN RAZONAMIENTO APROXIMADO

La situacion del razonamiento aproximado es la siguiente: Dados un conjunto I de
sintagmas y un lenguaje J, nuestro objetivo es conocer la intension de todos los
sintagramas A € I, como todas las formulas:

A(x) € Fj
y un conjunto de férmulas:
Z|—(A(x)) c F;

El conjunto borroso anterior se obtuvo en el marco de la teoria borrosa determinada por
un conjunto borroso de axiomas, As  Fj, que consiste de:

1. Un subconjunto borroso Zs(A(x)) para algunas palabras primarias A € 1.
2. Un subconjunto borroso Zy(B(y)) para algunos sintagramas adicionales
(declaraciones) B € I, que usamos para describir el proceso.

Suponemos Zs; = Z|_— en 1 y 2. En muchos casos, el sintagma (2) representa
declaraciones condicionales, pero en general no estan restringidos a ellos. Luego la tarea
del razonamiento aproximado es encontrar(A(x)) y Z|— (A(x)) para alguna A, o
viceversa. Esta tarea es dificil ya que se tiene que encontrar las pruebas con los objetos
A, [y] para todas y € M;. La solucion puede ser mas o menos aproximada usando las
reglas de inferencia que definiremos.

Dada una regla de inferencia r, de logica borrosa de primer orden, una regla de
inferencia R en razonamiento aproximado basado en una regla r es un cuadruplete de
funciones:

R — (Rlil’lg’ rsin’ RbOl’T’ Rext)

que corresponden a los cuatro niveles de traslacion y que se definen como sigue:
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. . li ., . .
En el nivel de lenguaje R™: 1" — | es una funcion parcial que se puede escribir en una
forma mas transparente como:

donde A,,..., A,, B € I. El sintagma B es tal que el diagrama:

conmuta donde r*" es una parte sintactica de r.

Sea
Sform(Ai) — Ai(Xi’ y), y= 1,2,...,11 y Sform(B) = B(Y)

luego la funcion R'™ es una representacion lingiiistica de la prueba:
W1 AIXLY ) Aa(XasY)s 1 (ALXLY ), An(Xny ¥)): = B(y)
Los siguientes pasos conducen a los conjuntos borrosos a una férmula cerrada
Z(Ai (xi, y)) = Z(B(y)).

Como podemos considerar cualquier etapa de inferencia,

Z|—(Ai (x5, ¥)) = Z(Ai (x5, ¥))
no es necesaria. Luego, si:

Z(A;i (xi, ¥)) = {Ais/Axiy[Vi, s]: i s€ M}

luego ayis > As(Axis [Vi, 8]), pero no es necesario que sea un maximo. Dados los términos
Y1,---» Yn, S€ Mj, podemos considerar la prueba:

Wit,...imst = Alxiy[Y1s81[ay1s 1oy Anxny[Yas,S1[ayms 1, By[SI[I™™ (ay1s,...,2yns):1]
Por lo que para cada se M; existe un conjunto de pruebas:
W= {Wyi_ yns: Y10, € M}
siendo un subconjunto de todas las pruebas de B,[s].
Podemos dar la siguiente definicion:

R (L9 — LY
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es una funcion parcial n-aria que asigna un conjunto borroso:

Z(B(y)) = {by/By [s]: se M}
al conjunto borroso:
Z(Ai(x, y)) = {ai, yis/Aixiy [1i, s]: 11, s€ Mj}
tal que:
bs = {rsem(axyls,..., azyns): ’Yl,...,Yn (S M_]}
para todo bs, se M;.

La ecuacion de bg es exactamente la formula para calcular los grados de membresia de
los consecuentes en la regla de razonamiento aproximado. Se justifican con base en la
logica de primer orden, por lo que los grados bs son solamente una pobre estimacion de
los grados de probabilidad de By[s], se M;, ya que puede haber otras pruebas de esta
formula con mayores valores, se tiene:

ZB(y) = Z|— (B(y))

por lo que debe haber condiciones especiales bajo las cuales la inclusién se puede
cambiar en igualdad, asi: Sea se M;. si hay un modelo D tal que:

D(By[s]) = ¢ = V{r™™ (ay1s,-» yns): Yiseees Yn € Mj}
para alguna a,is,..., ayns € M, luego I' |— b, B, [s], s € M;.
Esta simple proposicion se hace especial cuando Ay,..., A, son las Unicas declaraciones

lingiiisticas conducidas al conjunto borroso de axiomas especiales. Demostraremos que
es la regla del modus ponens. Sea:

sO™M(A) = A(x), s™ (si A luego B) = A(x) = B(y)
y

As(Ax[t]) =y, YE Mj

A(Ax[Y]) = By[s]) = by, v, s€ M;

Ay(C) = 0 para el otro, C € F;

Sea Dy una estructura canonica donde:

Do(Ax[YD = ay, ye M
Do(By[s]) = V{a, ® b,s; ye Mj}=csse M;
donde:
' Do(Ax[y] = By[s]) = a; = ¢ > by,
si
at ® byg < Cs

y por lo tanto Dy es un modelo. Luego las reglas del modus ponens generalizado usadas
en el razonamiento aproximado, hasta aqui se pueden considerar como las que nos dan
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el mejor resultado cuando se asume que se esta trabajando en una teoria restringida con
Ay si A luego B como el tinico axioma especial.

El ultimo paso concierne a la funcion:
R™G (L™)" — L™,

Definimos su analogia como R"" cuando reemplazamos todas las ocurrencias de
Ayiy[ti,s] o By[s] simplemente con (yi, s) o s respectivamente. Las extensiones E(Aj(xi,
y)), E(B(y)) son conjuntos borrosos abstractos y b es la formula para la composicion de
relaciones borrosas.

El nivel de extensiones es muy importante cuando no siempre conocemos los sintagmas
resultantes B y siempre la formula B(y) = s™ (B). Luego podemos empezar de un
conjunto borroso C < M; obtenido de E(Ai(Xi, ¥),...., E(An(Xn, y), usando bs y
encontrando B € 1 y B(y) € F;, tal que E(B(y)) = C.
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CAPITULO 4

4.1. CONJUNTOS BORROSOS DINAMICOS

4.2. NOTACION, TERMINOLOGIA Y OPERACIONES BASICAS.

4.3. OPERACIONES ALGEBRAICAS.

4.4. RELACION BORROSA DINAMICA.

4.5. PROYECCION Y CONJUNTOS BORROSOS DINAMICOS CILINDRICOS
4.6. EL PRINCIPIO DE EXTENSION

4.8. CONJUNTOS DINAMICOS BORROSOS DEL TIPO II

4.1. CONJUNTOS BORROSOS DINAMICQOS
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La teoria de los conjuntos borrosos dinamicos se puede considerar como un cuerpo de
conceptos y técnicas para trabajar en forma sistematica con el tipo de imprecisiones que
se presentan cuando las fronteras de una clase de objetos no estan claramente definidas
y cambian en el tiempo. Un buen ejemplo de estas clases es la edad de un hombre. El
hombre en el tiempo puede pertenecer a diferentes conjuntos borrosos. En la primera
edad el hombre pertenece a la clase borrosa de los nifios. Al pasar el tiempo se es
miembro de la clase borrosa de los adolescentes, después pertenece a la clase borrosa de
los jovenes, pasando el tiempo se pertenece a la clase borrosa de los de edad madura y
al final se pertenece a la clase borrosa de los viejos. Luego, un conjunto borroso
dinamico se puede pensar como una clase en la cual existe una progresion gradual
dependiente del tiempo; de no pertenecer a una clase, a pertenecer parcialmente a la
clase, a pertenecer totalmente a la clase, a pertenecer parcialmente a la clase y a no
pertenecer a la clase. En forma més precisa un objeto puede cambiar su funciéon de
pertenencia entre cero (no miembro) a uno (totalmente miembro) en el tiempo. Desde
este punto de vista un conjunto borroso en el sentido matematico convencional se puede
ver como un caso degenerado de los conjuntos borrosos dinamicos. Esto es, un conjunto
borroso solo admite grados de pertenencia fijos.

La teoria de los conjuntos borrosos dindmicos tiene dos ramas distintas, en el mismo
sentido que los conjuntos borrosos ordinarios. En una, un conjunto borroso dinamico es
tratado como una construccidon matematica relacionada con que se puedan realizar
aseveraciones que cambian en el tiempo. En la otra, se pueden ver como una teoria
borrosa de los conjuntos borrosos dindmicos, en los cuales se introducen las
borrosidades variantes en el tiempo en la logica, la cual, contiene las reglas de
manipulacion de los conjuntos borrosos dindmicos, con el sentido de que las
aseveraciones acerca de ellos pueden variar en el tiempo. Esta relacionada con el
cambio del significado lingiiistico que permita el desarrollo de una légica borrosa
dinamica.

En esta logica, el valor de verdad, asi como las reglas de inferencia son imprecisas y
cambian en el tiempo, por lo que la logica borrosa dependiente del tiempo es el
fundamento de un razonamiento borroso dinamico.

4.2. NOTACION, TERMINOLOGIA Y OPERACIONES BASICAS.

Un conjunto borroso dindmico generalmente se asume inmerso en un universo del
discurso no borroso, el cual puede ser cualquier coleccion de objetos, conceptos, o
construcciones matematicas. El universo del discurso puede ser un conjunto de nimeros
reales, el conjunto de velocidades en un proceso dindmico, etc. Los universos del
discurso los denotaremos por los simbolos U,V,W,...,. Un conjunto borroso dindmico en
U, o equivalentemente, un subconjunto borroso de U, se denota por los simbolos A, B,
C, D,.....

El uso de los conjuntos borrosos dinamicos surge por la necesidad de asignar grados de
pertenencia variantes en el tiempo, bajo ciertos criterios dependientes del tiempo a los
elementos de un conjunto dindmico. La frase “muy grande” no estd definida, pero es
posible establecer nuevas correspondencias en relaciones inductivas dependientes del
tiempo. Esta frase puede tener diferentes significados para diferentes individuos en
diferentes tiempos.
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La asignacion que se puede hacer acerca de que tan cerca se encuentran dos puntos se
puede representar como una funcidn pap(t) del conjunto de los nimeros reales, al
intervalo unitario [0,1]. Si pap(t) = 1 luego se es miembro de A(t) y los valores
intermedios nos dan menores grados de pertenencia en el tiempo, si pa(t) = 0 no se es
miembro del conjunto.

Formalmente, si X(t) es un conjunto borroso dindmico y A(t) < X(t), luego la funcion:
fa: x(t) —>[0,1]

se denominara como la funcién de membresia de un conjunto borroso dindmico A(t) en
el universo del discurso U(t).

Sea U(t) el universo del discurso de los objetos que tienen por elemento genérico a x(t).
Luego X = [x(t)], donde x(t) es una funcion del tiempo y t € [0,0].

Sea A(t) en U(t). A(t) es un subconjunto dinamico en U(t), si podemos caracterizar U(t)
por una funcién fo[x(t)] tal que a cada punto en U(t) asocie un numero real en el

intervalo [0,1], donde el valor de fa()[x(t)] representa el grado de pertenencia temporal
de x(t) en A(t).

El soporte de A(t) es el conjunto de puntos en U(t) para el cual fo)[x(t)] es positiva en
un tiempo t definido. La altura dindmica de A(t) es el supremo de fy[x(t)] en un
tiempo t definido sobre A(t). El punto de cruce dindmico de A(t) es un punto en U(t)
cuyo grado de membresia en A(t) sea 0.5 en un tiempo t definido. A(t) es normal si su
altura es unitaria y subnormal si no es el caso.

Debemos de hacer notar que en muchas aplicaciones el grado de pertenencia de fo[x(t)],
se puede interpretar como el grado de compatibilidad de U(t), con el concepto
representado por A(t), en un tiempo definido. En otros casos faq[x(t)] se debe de
interpretar como el grado de posibilidad de U(t) dado A(t) en un tiempo definido t.

Un conjunto borroso dindmico A(t) de U(t) se expresa en forma lineal como:

A = BIXO] Ui() + BIxO] Us) + + Blx(0] U0
AW =Y E[xO]U, ()

que es consistente con la representacion de un conjunto borroso finito en forma lineal en
Ui(t). Un conjunto borroso dindmico arbitrario de U se puede expresar en la forma:

Definicién
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Sea x(t) un conjunto en el tiempo t y A(t) un subconjunto de U(t). La funcién de
membresia de A(t) es la funcion:

fa (1), t: x(t) > [0,1]

El proposito de introducir el tiempo es el de poder analizar las situaciones en las cuales
los valores de las funciones de membresia de los objetos en el conjunto borroso
cambian con el tiempo.

Una constriccion en el tiempo t, es un subconjunto borroso C(t) de U(t). En muchos
casos se puede obtener un ordenamiento parcial de U(t), dijamos B < A(t) en un t dado.
Decimos a < A(t) si cuando a es una alternativa deseable [a € A(t)], luego P es
deseable [ € A(t)] y si B ¢ A(t) luego a ¢ A(t).

Cada funcién de membresia [pa(t),t] representa las posibilidades de todas las

alternativas al tiempo t, respecto al criterio al tiempo t que nos da A(t). Sit’ >t estd
dado en el ultimo tiempo con respecto al criterio anterior.

Los valores de fa«[x(t)] cercanos a la unidad nos dan los valores maximos de la funcién
de membresia para x(t) en A(t) y el valor de fa«)[x(t)] cercano a cero es el minimo valor
del grado de membresia de x(t) en A(t). Estas funciones en el caso que fa[x(t)] =
fa@(x) V t se reducen a las funciones de membresia de los conjuntos borrosos clasicos,
y si la funcion de membresia s6lo puede tomar los valores 1 y 0 se tienen las funciones
de la teoria clasica de conjuntos.

Si A(t) es un subconjunto borroso dinamico de U(t), luego el conjunto dindmico de
nivel o de A(t) es un conjunto clasico denotado por A,(t) que contiene todos los
elementos de U(t), y cuyo grado de membresia en A(t) es mayor o igual a a. Esto es:

A, (t)= {U(t)\fA[x(t)] > (x} Vt.
Definicion:
Un conjunto borroso dindmico se define como temporalmente vacio si:

fa[x(t)] = 0 para algun t.
luego:

A=0'
En el caso en el cual la funcion de membresia temporal
fA(t)[X(t)] =0V t,
luego

A=

Y se dice que tenemos un conjunto borroso dindmico absolutamente vacio.

IT-TINF-2009-01 43



Sean A(t) y B(t) dos conjuntos borrosos dinamicos en X, Luego A(t) es temporalmente
igual a B(t) si para algln t:

f, [x(1)] lfB [x(t)] para algun x(t) € X, y en un t dado.

Y se denota por:

En este caso cuando
falx(D] = fe[x()] V x(t) € X y V' £,
luego A(t) es absolutamente igual a B(t), y se denota por:
A =B.
Definimos el complemento de un subconjunto borroso dindmico A(t) como:
1 - fA[x(t)] V x(t) € X, y algin t.
Y lo denotaremos por A",
Tendremos el complemento absoluto de A(t) que denotaremos por A’, si:
1 - fa[x(t)] V x(t) € X,y Vt.

Sean A(t) y B(t) dos subconjuntos borrosos dindmicos en X(t). Decimos que A(t) esta
temporalmente incluido en B(t) si a un t dado:

fa[x(t)] < fp[x(t)] € X, y algun t.
Y lo denotamos por:

‘ A é B
si
fa[x(t)] < fp[x(t)] e X,y V t.

Decimos que A esté incluido en y lo denotamos por:

A c B.
Union:

La unién temporal de dos conjuntos borrosos dindmicos A y B € X es otro conjunto
borroso dindmico C € X tal que:

fe[x(t)] = max{f, [x()]. £, [x(D)]}
en algiin t con x € X, y se denota por:

A T
C=AuUB
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La union de dos conjuntos borrosos dinamicos A(t) y B(t) estd definida como el menor
de los conjuntos borrosos dinamicos que incluyen temporalmente a A(t) y B(t).

Si:
fc[x(t)] = max{fA[x(t)],fB[x(t)]} Vtconx € X

se tiene la union absoluta de dos conjuntos borrosos dindmicos y se denotard por:
C=AUB

La unidn temporal de los conjuntos borrosos dinamicos es asociativa, asi sean A(t), B(t)
y C(t) conjuntos borrosos dindmicos existentes en X, luego:

AUBUC) = (AUB)LC)

Demostracion:

T T
D=BuC,
donde:
fD[x(t)] = max{ fB[x(t)], fc[x(t)]} para cualquier t con x € X
A LT) D ; E
donde

fe[x(t)] = max{ f,[x()].f, [x(t)]} para cualquier t con x € X.
De lo anterior tenemos:

fE[X(t)] = max{ fA[x(t)], max{ fB[X(t)], f. [X(t)]}} para cualquier t con x € X.

fo[x(t)] = max{fA[x(t)], fo[x(D)], fe [x(t)]} para cualquier t con x € X.

T T
AUB=F
donde:
f.[x(t)]= max{ £, [x(D)], fB[x(t)]} para cualquier t con x € X.
T T
FuC=M
donde

fu [x(t)] = max{fF[x(t)], fc[x(t)]} para cualquier t con x € X.
£ [x(0)] = max{ f;[x(t)], max{f, [x(t)], f[x(D)]}} para cualquier t con x & X.

fu [x(t)] = max{ f, [x(t)], fB[x(t)], fc[x(t)]} para cualquier t con x € X.
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Por la definicion de identidad temporal de dos conjuntos borrosos dindmicos:

T

M=E
y por lo tanto:
T T A T T
AuBuUC)=(AuB)UC)
Se puede también asumir la notacion:
T T
f.=f, vi;
para la union temporal, y:
fo=1a v 1g,

para la union absoluta.

Interseccion:

La interseccion de dos conjuntos borrosos dindmicos A y B es otro conjunto borroso
dindmico I definido por la funcion de membresia:

fe[x(V] = min{ £, [x(V]. fa[x(D]}

para alguna t y se denota por:
T T

AnB=I
o en forma simplificada:

T T
f =f, Af,

La interseccion de dos conjuntos borrosos dindmicos A(t) y B(t) se entiende como el
mayor de los conjuntos borrosos dinamicos que contiene temporalmente a A(t) y B(t).

La interseccion absoluta de dos conjuntos borrosos dinamicos A(t) y B(t) esta definida
por la funcion de membresia:

f,[x(0)] = min{ £, [x(O)]. £, [x(D)]} ¥ t

y se denota por:

ANnB=I
O en forma simplificada:

fI = fA AN fB
Se dice que dos conjuntos borrosos dindmicos son temporalmente disjuntos si:

T T

ANnB=®

Con las anteriores definiciones se pueden construir las siguientes propiedades:

1. Leyes de Morgan:
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T T T
(AUB)=A'nB'
Prueba:

(A&B) Zi- (ArTWB) Zi- max{f, [x()], fs[x(D]} imin{l — £, [x(®] 1= f[x(0]} = A'NB

T T T
(AnB)=A'UB'
Prueba:

(ArT\B) S (A@B) S min{ £, [x()], f5 [x(D]} lmax{l — £, [x(O].1 - f[x(0)]} = A'UB'

2. Leyes Distributivas:
T T T T T T
CN(AuUB)=(CnA)U(CNB)para alguna t
T T T T T T
CU(ANB)=(CUA)(CuUB)para alguna t

Como un ejemplo se probard el caso:

T T T T T T
CN(AuUB)=(CnA)U(CNB)para alguna t

prueba:
T

CrTw(A&B)lmin{fc[x(t)],max{ £, [x(D)], fB[x(t)]}}

max{min fo [x(O] £ [xO ] { £ [x(®]. Fa[x (O]} } — (CAA)YUCAB)

4.3. OPERACIONES ALGEBRAICAS.

a.- Suma temporal algebraica:
T
La suma temporal algebraica de A y B se denota por A + B y esta definida por:

T T
fA+B = fA + fB

con la condicion:

T
f, [X(t)] + fB[x(t)] <1
b.- Diferencia absoluta temporal:

La diferencia absoluta de dos conjuntos borrosos dinamicos A y B se denota por:

T
‘A B
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y se puede definir de la forma:
T T
fag = |fa [x(t)]-f5[x(t)] para alguna t

Notece que en el caso de conjuntos clésicos, ésta se reduce al complemento relativo de:
ANnBenAuUB.
c. Producto.

El producto de dos conjuntos borrosos dindmicos A y B esta denotado por:
T

A-B
y lo podemos definir de la forma:

T T
f,g=1, [x(t)] - fB[x(t)] para alguna t
d.- Suma acotada:

La suma acotada de dos conjuntos borrosos dindmicos A y B esta denotada por:
T
A®B
y se puede definir de la forma:

T T

T
frop =1N1, [X(t)] +1, [X(t)] para alguna t
e.- Diferencia acotada.

La diferencia acotada de dos conjuntos borrosos dinamicos A y B se denota por:

T

A®B
y se puede definir de la forma:

T T T
frop =101, [X(t)] + 1, [X(t)] para alguna t
f.- Combinacion Convexa.

Sean A, B y A tres conjuntos borrosos dinamicos arbitrarios. La combinacion convexa
de A, By A se denota por:

T T T
(A,B; A=AA+A'B,

donde A’ es el complemento temporal de A. Expresado en términos de su funcion de
pertenencia:
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T
oo [X(D]= £ [XO]F, [x(®] + (1= £, [x(O]f,[x(®)]}
para alguna t.
f.- Producto Cartesiano.
Si Aj,...,A, son subconjuntos borrosos dindmicos de Uj,...,U, respectivamente, el
producto cartesiano de Aj,...,A; se denota por A; x ~ x A, y se define como un
subconjunto borroso dinamico U; x  x U, cuya funcion de membresia se expresa por:
o %o xf, (UL, U =1,(U)n--n1,, (U,)
4.4, RELACION BORROSA DINAMICA.

Una Relacion Borrosa Dindmica es un subconjunto borroso dinamico de X(t) x X(t) con
una funcién de membresia dada por:

£ [x(D)]:x(t) x x(t) = [0,]]

Si se tienen dos relaciones dinamicas Ra[x(t)] y Rg[x(t)], se puede definir la
composicion dindmica de la forma:

RA[X(D)] © Rp[x(t)]
Por medio de la funciéon de membresia:

t t

max, min{fRA [x(t), Z(t)]fRB [Z(t), Z(t)]}

para algunaty z (t) y x(t) eX.

4.5. PROYECCION Y CONJUNTOS BORROSOS DINAMICOS CILINDRICOS

Si R(t) es una relacion de n elementos en U; x  x Uy, luego su proyeccion en U x ™ x
Uik es una relacion dindmica borrosa de k elementos Rq(t) que est4 definida por:

T TT
Rq =Vu(q) fR (Ul(t),...,Un(t))

donde q es el indice de la secuencia, q’ es el complemento de q, y Uy(q es el supremo
de f; (Ui(t),..., Un(t)) sobre las u’s que estan en U(q’) en el tiempo t.

Pueden tener proyecciones idénticas en Uj; x  x Uj distintas relaciones dindmicas en
Uii(t) x ™ x Ui(t). Por lo que dado una relacion borrosa Ry en Ui (t) x * x Up(t), debe de
existir una sola relacion dindmica suprema en un tiempo t, R’q(t) en Uji(t) x = x Ui(t),
cuya proyeccion dindmica en Uji(t) x ~ x Uik(t), sea Rq en el tiempo t. La funcion de
membresia fR’g, esta dada por:

IT-TINF-2009-01 49



fR’q (Ui(t) x = x Up(t)) = qu (Uii(t) x  x Ui(t))

en el entendimiento de que la ecuacidn es valida en un tiempo t para toda Uj(t) x = x
Ui(t) tal que los argumentos ij,..., ik en fr:q sean iguales en un tiempo t a los argumentos
correspondientes en frq. Por esta razon, R’ es una extension cilindrica de Ry, con Rq
constituyendo la base dindmica de Ry,

4.6. EL PRINCIPIO DE EXTENSION

El principio de extension para conjuntos borrosos dinamicos es en esencia una identidad
dindmica basica que permite que el dominio de definicion de un mapeo o una relacion
sean extendidos de puntos en U(t) en el tiempo t a subconjuntos borrosos dinamicos de

U(t). Mas especificamente, supoéngase que f es un mapeo de U(t) a V(t) y A(t) es un
subconjunto borroso dinamico de U(t) expresado como:

A(t) - f,[x(O]U, () + -+ £, [x(1)]U, (t) para alguna t

luego el principio de extension nos asegura que:

HA®)]" _f, [X(O]U, (6) + -+ £,[x()]U, (1 _f, HU,(6)]+-+ £,F[U, (1)]

Luego la imagen dinamica de A bajo f se puede deducir del conocimiento temporal de
las imagenes dindmicas de U;(t) x = x Up(t) bajo f.

Si el soporte de A(t) es un continuo, luego se tiene:

F[A(t)]i [ [x®]Uum /U

U(t)

y el principio de extension toma la forma:

F[A(t)]; j fA[x(t)]U(t)/U(t)l ij[x(t)]U(t)/F[U(t)]

U V()

En este caso se puede entender que F[U(t)] es un punto en V(t) y fon[U(t)] es su grado
de membresia temporal en F[A(t)], que es un subconjunto dinamico de V(t).

4.7. CONJUNTOS DINAMICOS DE NIVEL DE UN CONJUNTO BORROSO
DINAMICO

Si A(t) es un conjunto borroso dinamico de U(t), luego el conjunto dindmico de nivel o
es el que comprende a todos los elementos de U(t) cuyo grado de membresia en A(t), en
un tiempo t, es mayor o igual a o.. Este conjunto se denota por Ay(t) y se representa por:
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A, i{U(‘[)|fo(‘[) > a} en un tiempo t

Un conjunto borroso dinamico A(t) se puede descomponer en sus conjuntos de nivel, en
un tiempo t, por medio de la resolucion dindmica de identidad que es:

T
A(t)= z oA (t)paraunt

T 1
A(t) =J- oA (t)paraunt.
0

en el caso continuo. o Ay(t) es el producto de un escalar con un conjunto Ay(t) y la
sumatoria y la integral son la unién de A,(t) con a corriendo de O a 1.

Podemos usar una forma modificada del principio de extension descomponiendo A(t) en
sus conjuntos dinamicos de nivel en lugar de los siguletes borrosos dindmicos. De esta
forma se puede escribir:

F[A(t)]iF{ [ ocAa(t)F [oF[A, ()]

Si tenemos una funciéon F de n-arreglos, la cual es un mapeo del producto cartesiano
Uj(t) x = x Uy(t) al espacio V(t), y un conjunto borroso dindmico A(t) en Uj(t) x = x
Un(t) con U; 1= 1,...,n denotando un punto genérico in Uj(t). Una aplicacion directa del
principio de extension dindmico nos lleva a:

Fy et {i. oA, (t):|

Por lo que en muchos casos lo que conocemos no es A(t) sino sus proyecciones
Aj(b),...,An(t) en Uy (1),...Un(t), respectivamente. En este caso la funcién de membresia de
A(t) es:

T

FA()]

£u [X()](UL,-...Un) = far [XOIU10) ... Fan [XOT(Un(E)

donde fa; [x(t)] es la funcién de membresia de Ai(t). Esto es equivalente a asumir que
A(t) es el producto cartesiano de sus proyecciones dindmicas.

Consideremos que X(t), Y(t), y Z(t) son tres conjuntos y sea f[x(t)] un mapeo dinamico
fx(t)]: X(t)xY(t) = Z(t), el principio dindmico de extension nos lleva a extender este
mapeo de ser un punto que mapea en el espacio X(t)xY(t) a ser un mapeo en el espacio
1()*® x 1(t)*™. El principio de extension nos lleva a extender el mapeo f[x(t)] a ser un
subconjunto dindmico borroso con argumentos dinamicos.
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4.8. CONJUNTOS DINAMICOS BORROSOS DEL TIPO Il

Un conjunto dinamico borroso del tipo II se define como un subconjunto borroso
dindmico cuya funciéon de membresia es un subconjunto borroso dindmico. Estos son de
particular utilidad en situaciones en las cuales debe de existir alguna imprecision en la

descripcion de la funcion de membresia, y ademas cambia en el tiempo. Consideremos
que [A(t)(x)] es un subconjunto dinamico borroso en el intervalo unitario. Si asumimos

D(t)= A(t) A B(1)

usando el principio dinamico de extension se estd en la posibilidad de obtener D(t)
como un subconjunto borroso dindmico del tipo II de X(t). En particular:

D(t)i O A(t)NB(t)
x(1) x(t)

En lo anterior para cada x en un tiempo t,

D[X(t)] = min[A(t), B(1)]

Asumamos a A(t) como un subconjunto borroso dindmico del tipo II. Definiremos la
negacion A’(t) a ser tal que

A'(t)=1- A(t)

Si A(t) en si mismo es un subconjunto borroso dindmico, luego el empleo del principio
dindmico de extension nos da:

A (t) ; Ax(t) [Z(t)]
- Z(0)
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CAPITULO5

5.1. LOGICA BORROSA DINAMICA
5.2. EL EFECTO DE LA BORROSIDAD EN HECHOS Y REGLAS.
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5.1. LOGICA BORROSA DINAMICA

A partir de los conjuntos borrosos dindmicos, podemos de alguna manera extender la
logica borrosa, a la logica borrosa dinamica. Tomemos la sintaxis de la 16gica borrosa;
"P" y "Q",.... tendran valores en el intervalo cerrado {0,1}, y sean "P" "Q",...,
significados por el valor de las variables proposicionales. La valuacion de las conectivas
se definen como:

=P =1-[P]
|P A Q| = min(‘P1 ,Ql)
|P v Q| = max(‘P1 ,Ql)

P Q|=1si|p|<Q,
En logica borrosa dinamica las definiremos de la siguiente forma:

|= P(t)| =1—|P(t)

[P(t) A Q(t)| = min(P(t),Q(t))

IP(t) v Q(t)| = max(P(t),Q(t))

IP(t) > Q(t)| =1 si P(t) < Q(t)

Se puede en logica borrosa definir la vinculacion seméntica de la forma:
P> QsiP<Q

En logica borrosa dinamica podemos definir la vinculacion borrosa dindmica de la
forma:

P(6)>Q(1) si P(1) < Q(1)

que significa:

Sea P(t) = Juan es muy alto en el tiempo t y Q(t) = Juan es alto en el tiempo t.
Claramente P(t) vincula semanticamente a Q(t), ya que en el tiempo t el valor de muy
alto es menor o igual al de alto, pero en otro tiempo esto no tiene por que ser asi..

"—" es el correlativo logico de la implicacion material que serd valida en logica
borrosa en todos los casos donde se tenga una implicacion logica real entre "P", "Q",
esto es que:

P<Q
sea necesario.

P — P, y =PV P, son tautologias en logica borrosa. En logica borrosa dindmica
decimos que:
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T T
P(t)—>P(t)Vt y —P(t) AP(t)
también son tautologias en todo tiempo.

Supongamos que:
P = esta pared es roja en el tiempo t.

Supongamos que la pared es roja en 0.6 de verdad en el tiempo t, luego:
"La pared es roja o no en el tiempo t"
es cierta en un 60% de verdad en ese tiempo t, de acuerdo a la semantica dada.

Similarmente:

no es una contradiccion, ya que su valor de verdad es de un 40% en el tiempo t.

Desde el punto de vista de la ldgica borrosa el modus ponens, no solo es el principio de
inferencia, sino que se puede generalizar de tal forma que preserve el grado de verdad:

-.P
P—->Q
oo > Q

Si consideramos a P cierto en un grado a, y sabemos que P — Q, luego se puede
asegurar que Q es cierto en grado a. En la l6gica borrosa dindmica:

ia P(t)

P(t) > Q(1)
3 i(x Q(t)

Podemos entonces ver, cuales de las tautologias cldsicas son validas en la 16gica borrosa
dindmica proposicional, y son las siguientes:

P(t)—T>P(t)

(P(t) —T>(Q(t) 5 R(t))j —T{P(t) 5 Q(t)) —T>(P(t) 5 R(t))

(P> 0m) (5P
L P(t) > (1)

(P50 | A Q) 5P
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(P(t) —T> Q(t)) —T{(Q(t) —T> R(t)) —T>(P(t) —T> R(t)jj

Leyes de Morgan.
Leyes asociativas.
Leyes distributivas.
Leyes conmutativas.

Las tautologias no validas en la logica borrosa dinamica proposicional son:

T
Pv—Pparaunt

P(t)—T{Q(t)—T) P(t)j para un t

- P(t)—T>(Q(t)—T> P(t)) para un t

((P(t) A Q(t)) S R(0) o (P(1) —T>(Q(t) 5 R(t)j) para un t
(P(t) —T{Q(t) A —Q(t))) > —P(t) paraun t

[P(t) A —|P(t)j 5Q(t) paraun't

Q(t) —T{P(t) /T\ - P(t)) paraunt

La logica borrosa dinamica proposicional se reduce a la ldgica borrosa proposicional
cuando las variables proposicionales son validas para todo tiempo.

Podemos inferir por extension la logica borrosa dindmica de predicados de la logica
borrosa dinamica proposicional, definiendo valuaciones para predicados dindmicos y
para cuantificadores dindmicos. Sea F(t) un predicado de n valores. Definimos el valor
de Fx(t)1,...,Fx(t), como el grado de pertenencia de la eneada ordenada (x;(t)....,x(t);) en

el conjunto borroso F(t);, donde Xi(t) €8 la denotacion de x(t) en una valuacioén dada. En
otras palabras:

‘F(t)xl s F(E)

= y(O)(X, (1),....X(1),)
Los cuantificadores se valuan de la forma:
Vx(H)F(t),

se define como el minimo de los valores de F(t)x(t) para todas las asignaciones de x(t) a
los elementos del universo del discurso.

El valor de
I(OF(),

es el maximo correspondiente, o sea:
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IVx(OF(t),| - min{[F(1),

discurso.

}para todas las asignaciones de x(t) en el universo del

T
|3x(t)F(t)x| :max{|F(t)x|} para todas las asignaciones de x(t) en el universo del
discurso.
T T
Podemos tener una logica borrosa diamica modal, sumando los operadores "T"y "{ ",
y dandoles los valores:

%‘P(t) / W(t) = min{[P(t)|/ W(t)} para toda W(t)' tal que R()WW.

lP(t)

/ W(t) = max{|P(t) / W(t)} para toda W(t) tal que R()WW.

T T
donde "/" es la relacion alternativa. El signo (T) es el functor de necesidad y (1) es el
functor de posibilidad.

T
Notese que el valor " T P(t)", es igual a algin o, 0 < o < 1. Si se interpreta como que
P(t) es necesariamente cierto. En la 1dgica borrosa dindmica modal se deben de tener
valores de grados de esta necesidad de verdad

T
si" T P(t)" cac entre 0 y 1.

Si deseamos hacer esta extension guardando la evaluacion:
(=P =1-[P()
y consideramos la presuposicion como:
P(t) presupone Q(t), si P(t)|-Q(t) y —P(t)|-Q(t)
tomando la definicidon de vinculo tenemos: P(t) presupone Q(t), si:
P(t) <Q(t) y 1-P(t) <Q(1)

en todos los modelos. Pero esto significa que P(t) presupone Q(t) sélo si Q(t) < 50% en
el tiempo t, que es un resultado extrafio.

Una forma de abolir esto, es dando una valuacién tipica de alguna forma. En vez de
asignar un valor verdadero a la proposicion, se da una valuacion asignando una pareja

ordenada, (V(t),F(t)) que tiene un valor cierto y otro falso en el tiempo, cuya suma es:

Vi) +Fi)=1
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Para la logica temporal presuposicional se puede extender esto a una tercera ordenada
(V(t), F(t), N(t)) de forma que:
V(t) +Ft) +N() =1

y donde N(t) es que no tiene sentido. Asi:

— P(t) = (a,B,7) si P(t) = (a,B,y) donde o + B +7 =1

en otras palabras, el verdadero valor de —P serd el valor falsificado de P y viceversa, y P
y ——P, tendran el mismo valor de N.

T
Se ha definido " — " a tener valores 0 y 1. Si suponemos que toma valores intermedios,
se tendrd que generalizar la nocidon de vinculo temporal a la de vinculo temporal en un
grado a. Se escribe :

y se tiene:
t

— Q(1) si

t

P(t) — P() = Q(1)

Veremos otras ideas sobre ldégica borrosa dinamica como las proposiciones
condicionales borrosas dinamicas, y las reglas composicionales dindmicas de inferencia.

En célculo proposicional clésico consideremos la expresion si A luego B:

A—>B

se tiene, como ya se vio que:
A—->B=-AVvB

T
Un condicional borroso dinamico A(t) — B(t), con A(t) como antecedente y B(t) como
consecuente, son conjuntos borrosos en lugar de variedades proposicionales.
Ejemplos de esto son:
Si grande luego pequefio en el tiempo t.
Si resbaloso luego peligroso en tiempo de lluvia.

que son abreviaciones de:

Si x(t) es grande, luego y(t) es pequefio en el tiempo t.
Si la carretera esté resbalosa en tiempo de Iluvia, luego es peligroso manejar.

En esencia estas proposiciones describen relaciones entre dos variables borrosas
dinamicas. Esto da a entender que las proposiciones condicionales borrosas dinamicas
estan definidas como relaciones borrosas, y no como conectivos ldgicos. Para esto se
define el producto cartesiano de dos conjuntos borrosos dindmicos como:
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"Sea A(t) un subconjunto borroso del universo U(t), y sea B(t) un subconjunto borroso
de otro diferente universo del discurso, luego el producto cartesiano de A(t) y B(t) se
define por:

AW XBO) = [, (UD) Ay, /(U V(D)

UxV

El significado de una condicional borrosa de la forma A(t) luego B(t), se aclara
considerando que es un caso particular de si A(t) luego B(t), de otra forma C(t) en un
tiempo t. Donde A(t), B(t), C(t), son subconjuntos borrosos de los universos del
discurso U(t), V(t). Esto en términos de lo anterior se define como:

Si A(t) luego de otra forma:

C(H) = A(t) x B(t) + (i A(t) x B(t)j

En el caso de que

CH)= U(t). At)— B(t) = A(t) x B(t) 1(1 A(H) % V(t))
Si
a(t)=U(t). A(t)— B() = U(t) x B(t) i(: A(t) V(t))

La consideracion de C(t) = V(t) implica que en ausencia de una indicacion de lo
contrario, el consecuente de:

T T

—A(t)>C(t)
puede ser cualquier subconjunto borroso dindmico del universo del discurso.
La regla de inferencia borrosa dindmica la definiremos asi:

Si R(t) es una relacion borrosa de U(t) a U(t), y X(t) es un subconjunto borroso de
U(t), luego el subconjunto borroso Y(t) de U(t), que es inducido por X(t) esta dado por
la composicion:

Y(t) =X(t) o R(t)
en la cual:
X o R= j Voo K\p(t) >T<(U(t),V(t))/T\w(t)R(t)(U(t),V(t))ﬂ /(U(t), V(1))
U(t)x V(t)

y x juega el papel de una relacion unitaria. Esto lo podemos ver como modus ponens
generalizado.

Definiremos una variable lingiiistica dinamica como:

IT-TINF-2009-01 59



Una variable linguistica dindmica se entiende como una variable cuyos valores son
palabras o proposiciones en un lenguaje natural o artificial cuyo significado cambia en
el tiempo. Por ejemplo EDAD, es una variable lingiistica si sus valores son linguisticos
y no numéricos, por ejemplo: Joven, muy joven, etc., que va cambiando con el tiempo

En términos mas formales:

Una variable lingliistica dindmica se caracteriza por un quintuplete (X(t), Tv(X), U(t),

G(t), M(t)) en el cual:

o X(t) es el nombre de la variable.

e T(t) (X) Es el conjunto de términos de X, o sea la coleccion de sus valores
lingiiisticos.

e U(t)  Eseluniverso del discurso.

o G(b) Es la regla sintactica que genera los términos en T(X).

o M(t) Es la regla semantica que asocia a cada valor lingiiistico x, su significado
M(X), donde M es un subconjunto borroso de U.

Clasicamente se define el universo del discurso como:

Como todo nombre connotativo debe denotar, pero hay nombres descriptivos que no se
supone sean aplicables a algo en el mundo real o verdadero, pero que tienen aplicacion
en alguna esfera o universo que se debe de distinguir del universo real.

De aqui surge la idea del universo del discurso introducida por De Morgan que lo
explica asi:

"Si recordamos que en muchas proposiciones la extensién que abarca el pensamiento
es mas reducida que el universo entero, se empieza a descubrir que toda la extension
gue abarca un tema de discusion es para el proposito de ésta, la cual llamaremos un
universo, 0 sea una extension de ideas que es expresado o comprendido como
contentiva de todo el asunto que se discute™.

O sea que De Morgan restringe su aplicacion a una extension limitada por la
significacion de los nombres positivos correspondientes.

Definiremos el universo dindmico del discurso como un conjunto de objetos, acciones,
relaciones o conceptos, que forman el sujeto del discurso que cambia en el tiempo.

El significado de un valor lingiiistico x(t) se caracteriza por una funcion de
compatibilidad C(t): — [0,1], que asocia con cada u(t) en U su compatibilidad con x(t).
La funcién de la regla semantica es para relacionar la compatibilidad de los términos
primarios en un valor lingiiistico compuesto que cambia en el tiempo, a la
compatibilidad del valor compuesto. Para esto las limitantes l6gicas dindmicas, como
las conectivas (y, o) las trataremos como operadores no lineales que modifican en el
tiempo el significado de sus operandos en una forma definida. Consideraremos los
valores lingiiisticos como expresiones de la forma: h(t)U, donde h(t) es una limitante
lingiiistica dindmica, y U es un término primario. En unioén con los conectivos ldgicos,
(v, 0) y las limitantes lingiiisticas dindmicas, los términos primarios sirven como los
generadores de los valores de una variable lingiiistica dindmica, constituyendo el
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sentido de cada valor en el tiempo, un subconjunto borroso dinamico de U. Por ejemplo:
el valor de verdad lingiiistico dindmico cierto, se puede representar como el subconjunto
borroso dindmico:

Cierto= [w(tcierto( V(1)) / V(1)

donde la integral indica la unién de elementos unicos :

y(t) cierto (v(t))/v(t)
oscilando v en el intervalo [0,1].

Si cierto se define de esa forma, no cierto se definira como:

no ciertoij‘(l — q/(t)cierto(V(t))) / V(1)

y falso:

Falsoij.w(t)cierto(l - V(t)) / V(t)

Con estos elementos se crea lo que llamaremos razonamiento aproximado dindmico.
Discutiremos mas a fondo la idea de la presentacion de la loégica borrosa dinamica. "La
I6gica borrosa dindmica es diferente de la lIdgica bivaluada, y de la logica borrosa.
Esta es la base del razonamiento aproximado dinamico, que es un modo de razonar
nuevo, en el cual los valores de verdad y las reglas de inferencia son borrosos, y
cambian en el tiempo™.

Cambiaremos el nombre de proposicion al de declaracion dindmica, y son de la forma:
U(t) es de A(t) en un tiempo t.

donde U(t) es el nombre de un objeto, y A(t) es el nombre de un posible subconjunto
borroso dinamico del universo del discurso U. Si interpretamos a A(t) como un
predicado borroso, luego la declaracion: U(t) es A(t), en el tiempo t, se puede
parafrasear como: U tiene la propiedad A en el tiempo t.

Equivalentemente "U(t)" es "A(t)", se puede interpretar como una ecuacién de
asignacion en la cual, un conjunto borroso dinamico A(t) se asigna como un valor a una
variable lingiiistica dinamica que denota un atributo de U(t) en el tiempo t. Esta
proposicion esta asociada con dos subconjuntos borrosos dindmicos:

1. El significado de A(t), M(t)(A), que es un subconjunto borroso de U(t).

2. El valor de verdad de "U(t)" es "A(t)", denotado por V(A(t)), y se define como un
posible subconjunto de un universo de valores de verdad.
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Decimos que verdad es el nombre de una variable lingiiistica dindmica en la cual el
primer término es cierto, con falso como la negacion de cierto, asi:

T T T

y(t) falso(V(t)) = \y(t)cierto(l — V(t)) con 0<V(1)<1
Para construir la base de una logica borrosa dinamica, se extiende el significado de las
operaciones ldgicas o, v, *, —>, a operadores con valores lingiiisticos dinamicos en vez
de numéricos. Si A(t) es un subconjunto borroso del universo del discurso U(t), A(t),
yU(t), luego se tiene que:
1.) El grado de pertenencia de U(t) en el conjunto borroso dindmico A(t), es y(U).
2.) El valor de verdad del predicando borroso A(t), es yA(t)(U).
proposiciones que son equivalentes.
Si Vi(A(t)) es un punto en Vr = [0,1], representando el valor de verdad de la

proposicion "U(t) es A(t)", donde u(t) es un elemento de U(t), el valor de verdad de A(t)
no se da por:

VT(L A(t)) =1-V,(A)

para los conectivos borrosos . Sea V1(A(t)) y V(B(t)) los valores de verdad lingiiisticos
de las proposiciones A1(t) y Br(t). Entonces:

Vi (A(®) A Vr (B(1) para Vi (A y B(®)
Vr(A(t)) v V(B(t)) para V(A o B)
V(A1) — Vr (B() para Vr(A(t) = B(1)

: V(A(t)) para V; (: A(t)j

T T
donde A es el min en un tiempo t (conjunciéon) y v es el max en un tiempo t
(disyuncion).

n

T T
El valor de verdad de A— B, depende de la forma en la cual el conectivo " — " se
define para valores numéricos de verdad. Si definimos:

VT(A(t)—T> B(t)) =S Vo (AM)V Vi (AD) AV, (B(D)

para el caso donde V1(A(t)) y Vr(B(t)) son puntos en [0,1], la aplicacion del principio
dindmico de extension da:
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VT(A(t)l)B(t)) LZ(Xi (t)/T\b j(t)) /(1- Vi(t))\T/(vi (t)/T\w j(t))

L)

T
Se define el valor indeterminado de verdad, o q(t)=?, como:
T 1
0(t)=[0(t) / V(1)
0

T T

T T |
? =V(t) = universo de valores de verdad = [0,1] = Il/ W(t)
0

que se interpretan como el grado de pertenencia de desconocimiento.

Para cada conjunto el grado de pertenencia de un punto u en U puede tener una de estas
tres formas posibles:

1.) Un ntmero en [0,1]
2.) 0, indefinido.
3.) ?, desconocido.

Si se sabe como calcular los valores de verdad de A(t) y B(t), A(t) o B(t), y no B(t),
dado el valor lingiiistico de verdad de A(t) y B(t), es simple calcular

Vr(A®) AB(®)y Vi(A®) vB(®) y Vi(—B),

T
cuando V1(B(t)) = ?. Supdngase que:

VT(A(t))ijw(t)(u) /u

T 1
Vi (B(D)=2[1/W
0
aplicando el principio de extension:

V. (A1) A?= [w(t(u)/ U(t) A [1/ Wij Jw(uw)/ (U(t) /T\W(t)j

donde:
1= 1
00 [0,1}x[0,1]

y esto se reduce a:
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ol [(VOw (VD) /W)

T
o sea que el valor de verdad de A(t) y B(t) cuando Vr(B(t)) = ?, es un subconjunto
borroso de [0,1], en el cual el grado de pertenencia de un punto w(t), estd dado por el
supremo de (Vr), sobre [w(t),1].

T
Si el universo de valores de verdad en cuatro valores q(t),T(t),F(t) y T(t)+F(t) = ?, se
encuentra que:

T A 0 = 0
() A (T(D) +F() - () A () +F(t) A F(o Z T(6) +F XU
F(t) /\(T(t) +F(1) = F(0 A T(®) +F(O) A FO) = F() + F(t) =FO
(T(O) + F() A (T() + F(B) = T(t) A T(O) + T() A F(t)+ F(t) A T(t) + F(t) A F(t)

. T(t) + F(t) + F(t) + F(t) = T(®) + F(1)

define el concepto de una variable de verdad compuesta como:

F(t) = (F(t),....F(On)

denotando una eneada de valores lingiiisticos dindmicos de verdad compuestos, en la
cual cada Fi(t) es un valor unico de verdad lingiiistico asociado con un conjunto de
términos Ti(t), un universo del discurso Vi, y una base de variables Vi.

De acuerdo a todo lo que se ha visto, la regla basica de inferencia en la ldégica
tradicional es el modus ponens ya explicado aqui. De acuerdo a esto, determinaremos
que por el Modus ponens se puede inferir la verdad a una proposicion borrosa dindmica
B(t) de la verdad de otra A(t), por la implicacion:

A B(Y).

En el razonamiento humano el modus ponens se emplea mas en forma aproximada en
vez de la forma exacta. Tipicamente sabemos que si A(t) es verdadera, y que A(t)* —
B(t), donde A*(t) es en algin sentido una aproximacion a B(t), luego de A(t) y A(t)*—>
B(t), se puede inferir que B(t) es aproximadamente cierto.

En base a esto se puede definir una regla composicional de inferencia que es s6lo una
generalizacion de lo siguiente: Supdngase que se tiene la curva Y = f(x), y esta dado que
x = a, luego de y = f(x) y x = a, se puede inferir y = b = f(a).

Si generalizamos este proceso considerando que a esta en un intervalo, y que f(x) es una

funcién valuada en el intervalo. Entonces para encontrar el intervalo y = b, que
corresponda al intervalo a, primero se construye un conjunto cilindrico a con base a, y
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se encuentra su interseccion I con la curva valuada en el intervalo. Luego se proyecta la
interseccion en el eje x, encontrando la y deseada en el intervalo b.

Mas especificamente sean yA(t), yA(t), yB(t), y yF(t) las funciones de pertenencia de
A(t), A(t), B(t), F(t), luego por definicion de A(t):

y(1),(U,,....,U,)

\V(t)A(Uil s Ug )

w1, (x(1),y(D) = w(t), (x(1)

yen consecuencia:
T

WA+F(XaY):\VA(XaY) A WF(XaY)
A (x) A Fy(x.y)

Proyectando A(t), F(t) en el eje OY se tiene:
Vo (O(¥(D)=Vy, Ay, (D) A O((0. ()

T
con esto se ve que B(t) se puede representar como: B(t) = A(t) o B(t), que como ya se
dijo antes es la composicion. Proponemos la siguiente regla:

Sean U y V dos universos del discurso con bases variables u(t) y v(t) respectivamente.
Sea R(u(t)), R(u(t).v(t)) y R(v(t)) restricciones en U(u(t),v(t)) y v(t), en el entendido de
que R(u(t)), R(u(t),v(t)) y R(v(t)) son borrosas dindmicas como relaciones en U, UxV, y
V. Sean A(t) y F(t) subconjuntos borrosos particulares de U y UxV, luego la regla
composicional de inferencia dice que la soluciébn de la ecuacion relacional de
asignacion:

R(t) (U) = A(t)

T
R() (U,V) = F(t)
estan dadas por:

R(t) (V) ;A(t) o F(t)

En este sentido se puede inferir:

R(t) (v) = A®) 0 F(t) de R() (u) = At) y R(®) (wy) =F()

De esta manera se ve el Modus Ponens como un caso especial de la regla composicional
de inferencia.

En logica tradicional, la implicaciéon material se define como un conectivo logico para
variables proposicionales.
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T

Si A(t) y B(t) son dos variables proposicionales, luego A(t)— B(t), o si A(t) luego
B(t). En muchos discursos humanos se tiene que A(t) y B(t) son conjuntos borrosos
dinamicos o predicados borrosos dinamicos, en vez de variables proposicionales. Para
extender la nocion de implicacion material a conjuntos borrosos dindmicos, sean Uy V
dos posibles universos del discurso, y sea A(t),B(t) y C(t) los conjuntos borrosos de
U,V y V. Primero se definira el significado de la expresion si A(t) luego B(t) de lo
contrario C(t), y luego se definird si A(t) entonces B(t) como un caso particular del
anterior.

La expresion si A(t) entonces B(t) de lo contrario C(t), es una relacion dindmica
binaria borrosa definida en UxV por :

Si A(t) luego B(t) de lo contrario
T T T T
C=A(t)xB(t) + = A(t) x C(t)
T
Para el caso si A(t) luego B(t) se considera que C(t) = Vy:

T T T T
Si A(t) luego B(t)=A(t)x B(t) + = A(t) x B(t)
En base a lo anterior se puede definir el modus ponens de la forma:

"Sean A(t), Ax(t) y B(t) los subconjuntos borrosos de U, UxV respectivamente. Si A;(t)
se asigna a la restriccion R(t)(u) y la relacion

As(t) —T> B(t)
se asigna a la restriccion R(t)(u(t),v(t)). Luego:
ROWO) = Al
R(®)(u(t),v(t)) = Ax(t) > B(1)

Como se ve esta ecuacion relacional de asignacion se puede resolver para la restriccion
en v(t), obteniéndose:

T T
R(t) (v(t) = Ai(t) o (Ax(t) > B(1))
Una expresion para esta conclusion en la forma:

A1) Premisa
T
Ax(t)—> B(t) Implicacion.
T
Ai(t) o (Az2(t)—>B(t)) Conclusion.

constituye el establecimiento de un Modus Ponens generalizado. Esto difiere del modus
ponens tradicional en dos aspectos:
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1. Al, A2, y B, son subconjuntos borrosos.
2. Al no debe de ser idéntico con A2.

Con estos desarrollos de la logica borrosa se define al razonamiento aproximado
dinamico, como una forma de razonamiento que implica los elementos fundamentales
siguientes:

1. El empleo de valores de verdad lingiiisticos dependientes del tiempo para expresar el
grado de verdad de aseveraciones borrosas y sus combinaciones.

2. La representacion de aseveraciones borrosas como ecuaciones relacionales
dindmicas.

3. La solucion de ecuaciones de asignacion relacionales dindmicas, para las
restricciones borrosas sobre variables especificas dependientes del tiempo.

4. Aproximacion a la solucion de ecuaciones de asignacion relacionales por valores
lingtiisticos dindmicos.

5. El empleo del Modus Ponens generalizado dinamico para deducir conclusiones
aproximadas de aseveraciones borrosas dinamicas:

(Ui(tys---»Unqy) €s A(t)
y enunciados convencionales de la forma:
Si B(t) entonces C(t) de lo contrario D(t).

Una definicién mas formal del universo del discurso serd de la forma siguiente: Primero
se define lo que llama un espacio esencial dinamico, y lo definiremos como:

T
Un espacio esencial K = {W}, con elementos genéricos denotados por w(t), puede ser

cualquier conjunto de objetos y construcciones, asi que a partir de esto se define el
Universo del discurso de la forma:

"Sea R una coleccién dada de objetos que forman el espacio esencial dindmico. Sea E
un conjunto que contiene K y que esta generado de K para la aplicacion finita de las
operaciones, union, producto directo, y F coleccién de conjuntos borrosos dinamicos,
luego el universo del discurso U(K), o simplemente la U, es un subconjunto de E".

El empleo de la logica borrosa dindmica, como un marco de trabajo para el manejo de
conceptos dindmicos inciertos, nos permite considerar una serie de elementos que no se
podrian operar con efectividad o correctamente por las técnicas convencionales. Los
puntos mas importantes de estos elementos son:

La borrosidad de los antecedentes y los consecuentes en reglas de la forma:

1. Six(t) es A, luego y(t) es B
T
2. Six(t) es A, luego y es B, con factor de certeza = a
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donde el antecedente de x(t) es A, y el consecuente x(t) es B, son proposiciones
borrosas dindmicas, y a es un valor numérico del factor de certeza, por ejemplo:

T
Si x(t) es pequeiio, luego y(t) es largo, con FC = 0.8

en el cual el antecedente x(t) es pequefio, y el consecuente y(t) es largo, son
proposiciones borrosas dinamicas, ya que la denotacion de los predicados, pequefio y
largo, son subconjuntos borrosos pequefio y largo dinamicos.

Relacion parcial entre el antecedente de una regla y el hecho aportado por el
propositor.

El nimero de reglas que se operan es pequefo, y habrd muchos casos en los que un
hecho tal como x(t) es A(t), no case exactamente con el antecedente de ninguna regla de
la forma:

T

Si x(t) es A(t), luego y(t) es B(t) con FC(t) = a.
La regla convencional no puede encajar en forma ad hoc, ya que la relacion parcial no
nos lleva por si misma a un analisis dentro de los confines de una logica bivaluada, por
el contrario los grados de verdad y pertenencia en ldgica borrosa dindmica nos dan una
forma natural de trabajar con relaciones parciales en el tiempo a través del empleo de
reglas dindmicas de composicion de inferencia e interpolacion.
La presencia de cuantificadores borrosos dinamicos en el antecedente y/o consecuente
de una regla, tales como: varios, pocos, muchos mas, usualmente, etc. Como una
ilustracion considérese una disposicion dindmica como la siguiente: (disposicion es una
proposicioén que implica cuantificadores borrosos dindmicos).
d D(t) Los estudiantes en primaria son nifios.
que se puede interpretar como la proposicion:

p D(t) Muchos estudiantes en primaria son nifios.

que se puede expresar como una regla, o equivalentemente como la proposicion
condicional:

r D(t) Si x(t) es un estudiante, es posible que sea joven.

en la cual, la posibilidad de posible, tiene la misma denotacidon expresada como un
subconjunto borroso dindmico del intervalo unitario que el cuantificador muchos.

5.2. EL EFECTO DE LA BORROSIDAD EN HECHOS Y REGLAS.

Tipicamente la base de conocimientos consiste en una coleccion de proposiciones que
representan los hechos, y una coleccién de proposiciones condicionales que constituyen
las reglas, por ejemplo los hechos pueden ser:
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Carolina en este momento es una estudiante de Posgrado.

La poblacion del D.F.hoy es de alrededor de 20,000,000

El D.F. es una ciudad contaminada en 1999 .

Juan tiene ahora una tlcera duodenal. FC = 0.3

Si poder tener una tlcera duodenal es un predicado borroso dinamico, luego que Juan la

pueda tener en un grado, hace que el significado de factor de certeza sea indefinido, mas
especificamente, que el

T
FC = 0.3,
significa que Juan hoy tiene una ulcera duodenal en un grado del 0.3, o sea que la
posibilidad del evento borroso: "Juan hoy tiene una tlcera duodenal" es de 0.3. Como se
ve, para interpretar significativamente es necesario poder definir la posibilidad de un
evento borroso dinamico. Esto se puede hacer en logica borrosa dinamica.
Como otro ejemplo considérese una regla de la forma general:
Si x(t) es A(t), luego y(t) es B(t), con posibilidad p(t).
donde x(t) y y(t) son variables dindmicas, A(t) y B(t) son predicados dinamicos, y p(t)
una posibilidad borrosa dinamica expresada como un nimero borroso y alrededor de
0.8, o como una posibilidad lingiiistica: muy posible. Por ejemplo:
Si Juan tiene hoy un Ferrari rojo nuevo, luego es probable que su esposa sea joven.
Expresada como una posibilidad condicional, la regla se puede escribir como:
Po{y(t) es B/x(t) es A(t)} es p(t)
Si la regla se trata como una probabilidad condicional, se sigue que:
Pr(t){y no es B(t)/x(t) es A(t)} es 1 - p(t)
pero esta condicion es incorrecta si A(t) es un conjunto borroso. La conclusion correcta
sera:
P(t)r{y no es B(t)/x(t) es A(t)} + Pr{y(t) es B(t)/x(t) es A(t)} =1
donde las probabilidades en cuestion son nimeros borrosos. En concreto:

P(H/E)=1-P(—H/E)

no es valida cuando E es una proposicion borrosa dindmica.
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6.1. INFERENCIA EN LOGICA BORROSA DINAMICA.

El mayor poder expresivo de la l6gica borrosa dinamica, deriva de que esta contiene
como casos especiales a la ldgica borrosa tradicional, y la logica clasica de dos valores,
asi como las lo6gicas multivaluadas. Las principales caracteristicas de la logica borrosa
dindmica son las siguientes:

1. En la légica bivaluada una proposicion P, es siempre falsa o cierta. En los sistemas
logicos multivaluados, una proposicion puede ser cierta o tener un valor intermedio
de verdad que puede ser un elemento de un conjunto finito de valores de verdad T.
En logica borrosa dindmica, los valores de verdad se consideran dentro de un
intervalo sobre el subconjunto borroso dindmico de T. Por ejemplo, si T es el
intervalo unitario, luego el valor de verdad en logica borrosa dinamica, por ejemplo
muy cierto, se puede interpretar como un subconjunto borroso dinamico del intervalo
unitario que define la posibilidad dindmica de distribucion asociada con el valor de
verdad en cuestion. En este sentido un valor de verdad borroso dinamico puede ser
visto como una caracterizaciéon imprecisa de un valor de verdad intermedio que
cambia con el tiempo.

2. Los predicados en logica bivaluada estan restringidos a ser decisivos en el sentido de
que la denotacion de un predicado debe de ser un conjunto no borroso del universo
del discurso. En logica borrosa dindmica, los predicados pueden ser decididos, por
ejemplo: Mortal, siempre, padre de, o mds, generalmente, etc. o borrosos dindmicos
como por ejemplo: enfermo, cansado, largo, alto, etc.

3. La logica bivaluada, asi como la multivaluada, consideran s6lo dos cuantificadores,
todo y alguno, en contraste la légica borrosa dinamica considera el empleo de
cuantificadores borrosos dinamicos como: mucho, varios, pocos, mucho de,
frecuentemente, etc. Estos cuantificadores se pueden interpretar como numeros
borrosos que nos dan una caracterizacion imprecisa de la cardinalidad de uno o mas
conjuntos borrosos dinamicos. Desde esta perspectiva, un cuantificador borroso
dindmico se puede ver como un predicado borroso dinamico de segundo orden.
Basados en este punto de vista, los cuantificadores borrosos dindmicos se pueden
usar para representar el significado de proposiciones que contengan probabilidades
borrosas dinamicas, y permiten el manejo de probabilidades dentro de la logica
borrosa dindmica.

4. La logica borrosa dindmica nos da un método para representar el significado de los
modificadores tanto borrosos dindmicos como borrosos y no borrosos, como no,
mucho, mas o menos, extremadamente, etc. Esto nos permite el empleo de variables
lingiiisticas dindmicas, o sea, variables cuyos valores son palabras o sentencias en el
lenguaje natural, cuyo significado cambia en el tiempo. Por ejemplo: Edad es una
variable lingiiistica, cuyos valores pueden ser: Joven, viejo, muy joven, no muy
viejo, etc., que cambia con el tiempo.

5. En logica bivaluada, una proposicion p, se puede cualificar principalmente por la
asociacion con p, de un valor de verdad cierto, o falso. Un operador modal tal como,
posible o necesario, y un operador intencional tal como, creible. En légica borrosa
dindmica, los tres modos principales de cualificacion son:
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1. Cualificacion de verdad, expresada como p(t) es u(t), en la cual u(t) es un valor de
verdad borroso dindmico.

2. Cualificaciéon de probabilidad, expresada como p(t) es 1, en la cual |1 es una
probabilidad borrosa dinamica.

3. Cualificacion de posibilidad, expresada como p(t) es r, donde r es una posibilidad
borrosa.

4. por lo que conocer y creer, se consideran como predicados borrosos dinamicos.

6.2. TIPOS DE PROPOSICIONES.

En la logica bivaluada, la principal herramienta para inferencia es el Modus Ponens. La
validez de este proceso de inferencia se puede poner en duda cuando la informacion en
los conocimientos es borrosa dindmica. Las ideas basicas para el proceso de deduccion
en logica borrosa dinamica son:

Si consideramos que la base de conocimientos consiste en una coleccion de
proposiciones {pi(t),...,pn(t)}, de las cuales algunas o todas son de naturaleza borrosa
dindmica, las proposiciones se pueden dividir en cuatro categorias principales:

1. La proposicién incondicional y no cualificada. Ej: Juan tiene un hermano joven,
toma la forma candnica:
es Fx(t)

donde x(t) es una variable, y F es un predicado borroso dindmico.

2. La proposicion incondicional cualificada, por ejemplo: Es muy probable que Juan
tenga una hermana joven, lo que muestra en forma mas directa la proposicion. Maria
es muy vivaz la mayoria del tiempo. En este caso el cualificador mayoria del tiempo,
juega el papel de un cualificador borroso dinamico.

Formas canonicas:

1. x(t) es F(t) es 1, donde x(t) es una variable, F(t) es un predicado borroso, y | es una
probabilidad borrosa.

2. Q's(t) son F's(t), donde q(t) es un cuantificador borroso y F(t) es un subconjunto
borroso del universo del discurso U.

3. La proposicion condicional cualificada, por ejemplo: Si un carro es viejo, es muy
probable que no sea rentable. Sus formas candnicas son dos:

a) Si x(t) es F(t), luego y(t) es G(t) es 1, donde x(t), y(t) son variables, y F(t) y G(t) son
predicados borrosos dindmicos.

b) QF's(t) son G's(t), donde Q(t) es un cuantificador borroso, y F(t) y G(t), son
predicados borrosos dinamicos.
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4. ) La proposicioén condicional no cualificada, por ejemplo: Si x(t) es un hombre, x(t)
es mortal, cuya forma candnica es: Si x(t) es F(t), luego y(t) es G(t), donde x(t), y(t),
son variables, y F(t) y G(t) son predicados borrosos dinamicos.

Muchas de las proposiciones del tipo (3), son disposiciones, es decir proposiciones que
implicitamente contienen cuantificadores borrosos dindmicos. Las disposiciones juegan
un papel de especial importancia en la representacion del conocimiento comun.

Una proposicion p en un lenguaje natural se puede ver como una coleccion de variables
focales xi(t),...,xn(t), tomando valores en Uj,...,U, respectivamente, las cuales estdn
restringidas por un sistema de constricciones borrosas Fi(t),...,Fn(t). en lo general, las
variables x(t),...,Xa(t) ¥ sus constricciones asociadas F(t),...,Fn(t), son implicitas en vez
de explicitas en p(t). Siendo mas concretos, cualquier proposicion incondicional p(t), se
puede representar en la forma canodnica cf(p(t)) como:

p(t) —T> cf(p(t)) D x(t) es F(t)

x(t) D(x1(t),...,Xn(t))

en la cual:

es una eneada de variables focales cuyos componentes son: x;(t),...,xn(t); y F(t) es una
relacion borrosa en Uj,...,U,, la cual representa una constriccion elastica en x(t).
Informalmente lo que esto significa, es que la proposicion p(t) se puede ver como un
sistema de constricciones elasticas, y que la representacion del significado de p(t), es el
proceso por el cual las constricciones implicitas en p(t) se hacen explicitas, expresando
p(t) en una forma que ponga en evidencia la variable constringida x(t), y la constriccion
borrosa dinamica F(t) que es inducida por p(t).

Sea Px(t) la posibilidad dindmica de distribucion de x(t), esto es, el conjunto borroso
dindmico de posibles valores que x(t) puede tomar en :

luego la proposicion candnica x(t) es F se puede interpretar como la ecuacion de
posibilidad de asignacion:

Px(t) = F(t)
0 mas explicitamente como:

T T T
IT, (U)A Pos{x(t) = U} =g, (U)
donde U = (Uy,...,U,) es un punto genérico en U = U;x,...,xU,, con la funcion:
T
IT,,,:U—[0,1]

como la funcién de posibilidad de distribucion asociada con Px, y:

T
My :U—{0,1]
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es la funcidn de pertenencia de la relacion borrosa F(t), y
T T
Pos{x(t) = U}

se debe de leer como la posibilidad dindmica de que x(t) pueda tomar a U como su valor
en un tiempo t. En esta forma, p(t) se puede traducir dentro de su forma canonica, o
equivalentemente su ecuacion de posibilidad dindmica de asignacion:

T T
p() —~>TIL,, =F(1)

en la cual:

H(xl(t),...,xn(t))iF(t)

es la distribucion de posibilidad dindmica inducida por p(t).
Si p(t) es una proposicion condicional, por ejemplo, si Roberto ahora trabaja en
Cuernavaca, luego Roberto ahora vive cerca de Cuernavaca, la forma canonica de p(t)
se puede expresar como:

cf(p(t)) D Si x(t) es F(t) luego y(t) es G(t).
donde las variables focales dinamicas x(t) y y(t), toman valores en U y V
respectivamente; F(t) y G(t) son subconjuntos borrosos de U y V; y x(t) es consecuente

de p(t). Correspondientemente, la ecuacion dinamica de posibilidad de asignacion
asociada con p, llega a ser:

T
p() > IT 5 s H()

en la cual P(y(t)/x(t)) denota la distribucion de posibilidad condicional de y(t) dada x(t),
y H(t) estd definido en términos de F(t) y G(t) por:

T T
Mo (U V) =1 A[1= pOFOU) + g (V)]
donde u(t) y v(t) son valores genéricos de x(t) y y(t) respectivamente, y:
T T
My (U, V)=Ux V-[0,]]
es la funcidn de pertenencia de H(t), y:

He(0:U = [01]y pgey: V—[0.1]

T
son las funciones de pertenencia de F(t) y G(t), y (A)es el operador min, luego
expresando en términos de funciones de distribucion dindmica de posibilidades, implica
que:
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6.3. DEDUCCION.

Considerando que la base de conocimientos consiste de una coleccidon finita de
proposiciones {pi(t),...,pn(t)}, sea:

17 (x1(t),...,Xa(t))
o simplemente:
I

la distribucion de posibilidad dindmica inducida por pj(t), j = 1....,n. Luego bajo la
consideracion de que las pj(t) no son interactivas, la posibilidad dindmica de
distribucion de la distribucion de posibilidad global, se puede expresar como:

T
donde A esel min,y:

donde ui(t) e Ui, coni=1,...,n.

Supongamos que estamos interesados en los posibles valores en el tiempo de un
subconjunto {x;j(t),...,.Xi(t)} del conocimiento de la distribuciéon global dindmica de
posibilidad P(x;(t),...,.Xi(t)). La distribucion de posibilidad dindmica deseada estd dada
por la proyeccion de P(xi(t),...,x,(t)) en (Uj x,...,x Uj), que por simplicidad se escribe
como:

Por conveniencia, sea x4(t) las subvariables de la variable: x(t) = (x;(t),...,Xa(t)) que es el
foco de nuestro interés, por ejemplo:

X, () =(x; (Dorrn X, (1)

donde el indice de la secuencia:
S A(iyseesiy)

es una subsecuencia de la secuencia (1,...,n).

Sea Px,(t) la proyeccion de la distribucion dindmica global de posibilidades Px(t= en
Us(t) D Uj x,..., x U, luego por definicion:
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Is(H)[Us(t)] A Supusr Ix (U)
donde s'=(ji,...,Jm) es el indice de la subsecuencia que es complementaria a S.

Ahora, el principio de vinculacion de la logica borrosa dindmica asegura que de
cualquier proposicion borrosa p(t) se puede inferir una proposicién borrosa dindmica
q(t), si la distribucion de posibilidad inducida por p(t), esta contenida en la inducida por
q(t). Esto se puede representar en forma esquematica como:

T

T
p(t) > TI3 =F(t)

T
q(t) «II3 (U) V u(t) eU

T
donde "<«" significa que q(t) es una retranslacion de la ecuacion de asignacion

dindmica de posibilidades
T

M5 =G

si la Gltima es una translacion de q(t). Por simplicidad se dirfa que IT%};), se puede

inferir de TT%,), si I15}) S I}, esto es:

;
H‘QES V)= HZES (U)Vu(t) eUen un tiempo t

de la definicion de Px(t)(Us), se sigue que:

T
IT x(t)(U,)2IIx(t)(U) parau e U
en un tiempo t

y luego que Px4(t) se puede inferir de Px(t) como consecuencia, Px4(t) representa la
distribucion de probabilidad deseada de la variable de interés, llamémosle:

X (DA (1), X ()

Si x; estd dada por la proyeccion dinamica de Px(t) en U, nos referiremos a la regla de
inferencia que lleva Px4(t) como la P-regla dindmica con P como proyeccion dinamica.
En resumen, dada una base de conocimientos, la distribucién de posibilidad dindmica
Px4(t) de una subvariable dindmica especifica xst), se puede obtener por la proyeccion
de la distribuciéon dindmica global de posibilidades Px(t) en U, La distribucion
dindmica de posibilidades resultante Px4(t), se puede expresar como la composicion con
respecto a x4(t) de aquellas distribuciones dindmicas de posibilidad constituyentes, las
cuales contienen variables que estdn encadenadas directamente, o transitivamente a las
variables en x4(t), por esta razon, la p regla dinamica puede ser descrita mas
sugestivamente, como la regla dindmica composicional de inferencia, expresada como
una secuencia de operaciones. Se puede representar como la cadena:
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(p,(t),...,p, (1) —T> (rn',...,I1") —T>

traslacion conjuncion

T

(T A AT o (TIx (1) —

proyeccion retraslacion

donde la proposicion dindmica inferida q(t), es la retranslacion dinamica de Pxq(t), que
es la distribucion dindmica de posibilidades marginal de la subvariable de
(x1(t),...,xn(t)), que es el blanco del proceso dindmico de inferencia.

La regla de inferencia tradicional que se puede ver como un caso especial de la regla
composicional de inferencia, es el Modus Ponens. Para establecer este hecho, primero
derivaremos de la regla composicional de inferencia una regla de inferencia mas general
que el Modus ponens, y que se llamara en logica borrosa dinamica, el Modus ponens
generalizado dindmico.

Consideremos un par de proposiciones dindmicas {pi(t),p2(t)} de la forma:

pi(t) D si x(t) es F(t), luego y(t) es G(t).

(6.1)
p2(t) D x(t) es F*(t)

en las cuales F(t), F*(t) y G(t) son predicados borrosos dindmicos. La traslacion se pi(t)

y p2(t), se puede expresar como:
T

T
p,(t) = I ymey =

H (6.2)

donde mH(u,v) esta dada por (6.1).

T

T
p,(®) _>Hx(t) =

F (6.3)

Aplicando la regla de inferencia composicional a (6.2) y a (6.3), la distribucion de
posibilidades y se encuentra que es:

T
1, . =HoF (6.4)

y(t)

donde (6.4) en su lado derecho representa la composicion dindmica de H y F* con
respecto a x(t). Mas concretamente:

T T T T T T
My (U)=Sup(uy (U, V) A (O(U)) =Sup(p (O(U) A = p ((U) + 16 (V)
Esta conclusion se puede establecer en la forma de silogismo:
Si x(t) es F(t), luego y(t) es G(t)
x(t) es F*(t)
y(t) es G(t)
Este silogismo representa el Modus ponens dinamico. El Modus ponens dindmico

difiere de su version clasica, en dos aspectos: Primero, F*(t) no requiere ser idéntica a
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F(t) como en el caso clasico, y segundo los predicados dinamicos F(t), G(t), F*(t), no
requieren ser descritos.

T
Si F(t) = F(t)*, y los predicados son descritos H(t) o F*(t), se reducen a G(t), y:

Si x(t) es F(t), luego y(t) es G(t).
x(t) es F(t).
y(t) es G(t).

que es la forma clasica del modus ponens.

6.4. INFERENCIA DE PROPOSICIONES CUANTIFICADAS.

Por simplicidad restringiremos nuestro estudio a proposiciones cuantificadas cuyas
formas canonicas sean de la forma:

q(t) D Q(t) A's(t) como B's(t) (6.5)

por ejemplo: Muchos coches con el tiempo son inseguros. Donde A(t) y B(t) son
predicados borrosos y Q(t) es un cuantificador borroso. Por conveniencia se dird que
A(t) y B(t) son el antecedente y el consecuente dindmicos de q(t), esto esta motivado
por el hecho de que q(t) se puede interpretar como la asignacion dindmica de
probabilidad condicional:

Prob {B(t)/A(t)} es Q(t) (6.6)
donde Prob {B(t)/A(t)} denota la probabilidad condicional dinamica del evento borroso
dindmico{x(t) es B}, dado el evento borroso dindmico {x(t) es A}. En (6.5) y (6.6) Q

tiene el papel de un numero borroso que es un subconjunto borroso dindmico del
intervalo unitario.

6.5. CARDINALIDAD DE UN CONJUNTO BORROSO.
Para que cobre significado un cuantificador borroso dindmico, es necesario definir una
forma de contar el nimero de elementos en un conjunto borroso dindmico, o sea

determinar su cardinalidad.

Existen varias maneras de hacer esto. Para nuestro proposito serd suficiente emplear el
concepto de conteo sigma dinamico, que se define de la forma:

Sea F un subconjunto borroso dindmico de U = {u(t),...,us(t)}, expresado
simbolicamente como:

T T
F=p,()/ U+, () /U, =D (1) U,
o simplemente como:

T
F=p, /U +,..+pn, /U,
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en el cual el término pi/u;, con i = 1,2,....n, significa que p; es el grado de pertenencia de
u; en F, y el signo (+) representa la union.

El conteo sigma de F esta definido como la suma aritmética de las p(t):

Zcuenta(F) A; Hi (t)

con el entendido que la suma se redondea si es necesario al entero mas proximo. Por lo
tanto se puede estipular que los términos cuyos grados de pertenencia caigan abajo de
un umbral especifico, se excluyen de la sumatoria. El proposito de tal exclusion es
evitarse la situacion en la cual un gran nimero de términos con grados de pertenencia
bajos, lleguen a ser contados como equivalentes a un pequefio nimero de términos con
un grado de pertenencia alto. La cuenta sigma relativa denotada por Zcyena(F(t)/G(t)) se
puede interpretar como la porcion de elementos de F que estdn en G en un tiempo t

3 FOAGD)
> ..G(D)

D (F(D/ G (1) _

en un tiempo t

donde F A G se define como:

T T
Hewa (uy)= 30 (u)A 0] (u;) conuje U

luego en términos de las funciones de pertenencia de F y G, la cuenta dinamica sigma
relativa de Ft en G(t) esté dada por:

zcuenta (“F (t)(ul ) /T\ “G (t)(u1 ))
Zcuenta MG (t)(ul )

D s F(O 7 G(1) Z

El concepto de suma sigma dindmica relativa nos da una base para interpretar el
significado de proposiciones de la forma QA's(t) son B's(t). Por ejemplo: Los
compaiieros que hoy son jovenes son saludables. Més especificamente, si la variable
focal en la proposicién dinamica se toma como la proposicion de B's(t) en A's(t), luego
la regla de traslacion se puede expresar de la forma:

T
QA's(t) son B's(t) = Scuenta (B(t)/A(t)) es Q(t).
o0 equivalentemente como:

QA's(t) son B's(t) —T> Px(t)’s = Q(t)
donde:

3 (0 () AR (D)
D WTRETH

x(t
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6.6. EL SILOGISMO INTERSECCION/PRODUCTO

Esta es una regla basica de inferencia en logica borrosa dindmica para proposiciones
cuantificadas dindmicas y que se expresa en el esquema:

QiA's(t) son B's(t)
Q2(A() y B(t)) son C's(t) (6.7)
(Q1 t Q2)A's(t) son (B(t) y C(1))'s

en los cuales A(t), B(t), C(t) son predicados borrosos y Q1 t Q2 es un niimero borroso
que es el producto de los niimeros borrosos Q1 y Q2. Como un ejemplo podemos
escribir:

Muchas de las personas que hoy son estudiantes son solteros.

Un poco mas de la mitad de las personas que hoy son estudiantes solteros son mujeres.
(Muchos® pocos mas de la mitad) de las personas que hoy son estudiantes son solteros
y mujeres.

Si la interseccion de B(t) y C(t) esta contenida en C(t), el siguiente corolario es
consecuencia de (6.7).

QA's(t) son B's (t)
Q2 (A(t) y B(t))'s son C's(t) (6.8)
2(Q; t Q2)A's(t) son C's(t)

donde el nimero borroso dindmico > (Q; t Q) se lee como el menor (Q; ® Q) en el
entendimiento de que =(Q; t Q) representa la composicion de la relacion binaria no
borrosa > con la relacion borrosa dindmica unitaria (Q; ® Q). En particular si los
cuantificadores borrosos dinamicos Q; y Q2 son monotonamente crecientes, por ejemplo
cuando Q; = Q> D mucho se tiene:

>(Q ©Q,)=Q,®Q,
y (6.8) es:
Q;A's(t) son B's(t)

QA's(t) son C's(t)
(Q1 t Q2)A's(t) son C's(t)

6.7. EL SILOGISMO DE CONJUNCION CONSECUENTE.
Este silogismo se puede expresar con el esquema siguiente:
Q1 A's(t) son B's(t)

Q2A's(t) son C's(t) (6.9)

QA's(t) son (B(t) y C(t))'s
donde:
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T T T
00(Q,®Q,-1)2Q=2Q,®Q,
T T T
en la cual los operadores ®,@,e, y —y las desigualdades =, son extensiones de A,V ,+,-
,2 para numeros borrosos.

Como un ejemplo de este silogismo se tiene:

pl D Muchos hombres mexicanos no son altos.
p2 D Muchos hombres mexicanos no son bajos.

de (6.9) se puede inferir:
Q hombres mexicanos no son altos ni son bajos.
En el ejemplo anterior la variable de interés es la conjuncion de los subsecuentes no

altos y no bajos. En el caso més general la variable de interés puede ser una funcion
especifica de las variables constringida por la base de conocimientos.

6.8. CADENAS DE PROPOSICIONES.
Una pareja ordenada (p;(t),p2(t)) de proposiciones cuantificadas de la forma:

pi(t) D Q;A's(t) son B's(t)
p2(t) D Q2A's(t) son C's(t)

se dice que forman una cadena. Mas generalmente una cadena de n se puede representar
como una eneada ordenada:

(Q1A/'s(t) son By's(t),...,QnAx's(t) son By's(t))

en la cual:

T T T
Bi(t) = Ax(t), B2(t) = As(t),...,Bni(t) = An(t)
Consideremos que p;(t) y p2(t) aparecen como premisas en el esquema de inferencia:

Q1 A's(t) son B's(t) (premisa mayor)
Q,B's(t) son C's(t) (premisa menor)
?7QA's(t) son C's(t) (conclusion)

en la cual ?Q es un cuantificador borroso dinamico a ser determinado.

T T

Cuando Q;=Q;=todo, la transitividad del contenido de los conjuntos borrosos
T

dinamicos, o la regla de propiedad hereditaria en todo, implica que Q = todo.

IT-TINF-2009-01 81



Todos A's(t) son B's(t)
Todos B's(t) son C's(t)
Todos A's(t) son C's(t)

La propiedad de herencia, es una propiedad fragil en el sentido que siempre y cuando Q,
y Q, son arbitrariamente cercanos a todo, hay nada que se pueda decir acerca de Q, que
significa que es un numero borroso, Q = [0,1]. Luego para restringir Q, es necesario
hacer consideraciones restrictivas acerca de Q; y Qaz, A(t) y B(t).

Una regla de encadenamiento importante que se usa en las relaciones naturales, es la del
caso en que la premisa mayor en la cadena de inferencia:

Q;A's(t) son B's(t)
Q2B's(t) son C's(t)
QA's(t) son C's(t)

es reversible en el sentido de que:
T
Q;A's(t) son B's(t) <> Q;B's(t) son A's(t)
T . . . . .
donde <> denota una equivalencia semantica temporal aproximada, por ejemplo:

T
Hoy muchos coches americanos son grandes<>hoy muchos coches grandes son
americanos.

Bajo la condicion de reversibilidad, el siguiente silogismo vale en un sentido
aproximado:

Q;A's(t) son B's(t)
Q2B's(t) son C's(t)

> (Oz(Q1 GT9Q2 —1)) son C's.

Este silogismo representa la regla dinamica de reversibilidad de la premisa mayor.

6.9. SEMANTICA Y PRAGMATICA DE LOS SISTEMAS BORROSOS.

Disenar es establecer relaciones entre valores, y por lo mismo es acotarse en una forma
intrincada dentro de una evaluacion, asi que en sistemas borrosos dinamicos, cualquier
decision de diseflo es siempre implicita o explicitamente basada en una evaluacion. Se
presentan preguntas fundamentales en la hipotesis de que es describible
lingliisticamente un sistema multiobjetivo de muchos atributos, y que todos los
lenguajes naturales y artificiales de interés, se pueden dar por alguna transformacion
gramatical de algun tipo. Estas preguntas son:

1. (Cudl es el significado de una evaluacion?

2. (Cuadles son las formas de las reglas operacionales, por las cuales se construye el
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significado de evaluacion borrosa dindmica de los espacios, elementos, y contextos
de un sistema complejo y contradictorio?

La aproximacion clésica para el uso de informacion empirica en la evaluacion, ha sido
el desarrollo de una teoria axiomatica, en la cual se han definido ciertos conceptos y sus
interrelaciones entre ellos. Estos conceptos se refieren a demandas, costos, valores, etc.
La precision es de fundamental importancia en la aproximacion clésica, y es bien
conocido que es dificil de lograr la descripcidon precisa, y por lo tanto la evaluacion
precisa de los micro y macro sistemas. Un sistema complejo en el cual el humano juega
un papel dominante en comunicar, informar, decidir, e implantar politicas, claramente
representa un macro sistema cambiante en el tiempo, cuya conducta debe de estar sujeta
a principios de incompatibilidad dinamica. Este principio asegura la relacion inversa
entre complejidad y precision.

La conducta de estos sistemas s6lo puede ser descrita y evaluada realisticamente en una
forma borrosa dinamica. Los conjuntos borrosos dinamicos nos ofrecen un marco de
trabajo para descripciones y evaluaciones de sistemas borrosos dinamicos, y seria de
interés la manipulacion en un sentido posible de los elementos y contextos del sistema
en un espacio prescrito. Seria bueno acordar técnicas para emplear una teoria
lingiiistica.

No es nuevo el proposito de clasificar el estudio de los signos en sintaxis, semantica y
pragmatica. Anteriormente los problemas pragmaticos han sido tratados de una manera
informal por los fildésofos en el lenguaje ordinario, o por algunos lingiiistas, pero los
logicos y filosofos de un cuadro formalista tienden a ignorarlos, o simplemente los
tratan como problemas semanticos y sintacticos. Por supuesto, los pragmaticos bordan
en lo semantico, asi que es entendible la tentacion de tratar un problema pragmatico
como si fuera semantico.

Tanto la semantica como la pragmatica, tienen que ver con el concepto de significado.
La semantica considera el significado en sentido formal (Epistemoldgico) y la
pragmatica en sentido practico (Ontoldgico). Por supuesto, es mejor apreciado el
aspecto total del significado, via su aspecto formal.

Un aspecto importante de los lenguajes naturales, es la expresion de proposiciones
dinamicas. Las reglas operacionales especificas para igualar sentencias con las
proposiciones dindmicas que ellos expresan, es un problema semantico. En Ia
generalidad de los casos, estas reglas no igualan directamente sentencias con
proposiciones, pero pueden hacer esto solamente en lo relativo a aspectos de varios
contextos, en los cuales se usa la sentencia. La sintaxis tiene que ver con las sentencias,
la semantica trata con proposiciones, y la pragmatica examina actos y el contexto en el
cual ellas se representan. Las reglas de sintaxis y semantica para un lenguaje,
determinardn e interpretaran la sentencia o clausula, determinaran una proposicion de
verdad que puede cambiar en el tiempo. Una sentencia interpretada, corresponde a una
funcion del contexto en un tiempo dado, y palabras posibles son determinantes parciales
del valor de verdad de lo expresado por la sentencia dada en ese tiempo.

Podemos considerar una proposicion como una funciéon del contexto posible de las

palabras en su tiempo a los valores de verdad, de esta forma se puede considerar una
teoria semantica practica, como un estudio de la manera en la cual, no las proposiciones,
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pero si los valores de verdad, dependen del tiempo y del contexto, y parcialmente
dependeran del contexto las posibles palabras con las cuales la sentencia se profiere.
Para poner el anélisis pragmatico anterior en sistemas borrosos dindmicos tenemos:

T
(Evaluacion borrosa dinamica) = (interpretacion dindmica) y (Proposicion dindmica)

asi que la evaluacion de un sistema complejo, es una funcidon del tiempo y de los
contextos situacionales, a los valores de pertenencia de un subconjunto borroso
dindmico del espacio pragmatico. Basados en la riqueza y ambigiiedad de la experiencia
moderna, los sistemas revelan profunda complejidad y contradiccion. En estos sistemas
son inevitables numerosos niveles de significados y combinaciones de enfoques, asi que
su espacio, sus elementos intrinsecos y contextos de donde derivan, se pueden trabajar e
interpretar en primera instancia, en una multiplicidad de formas. El problema de
evaluacion en estos sistemas, puede ser descrito como un ejercicio matematico en la
manipulacion de propiedades descritas lingiiisticamente, de un sistema sintactico dentro
de objetos traducidos imprecisamente de un espacio semantico, asi que la solucion llega
a ser una interpretacion subjetiva de objetos en un espacio pragmatico. El concepto
dindmico de significado, el cual corresponde a un efecto evaluativo de un contexto
situacional, es crucial en el disefio y evaluacion de un sistema borroso dindmico en un
espacio pragmatico.

Segun Popper, la estructura intencional de la fisica clasica consiste en:
1. La construccion de objetos fenoménicos idealizados y objetivisables, y

2. Una explicacion de la realidad en términos de particulas cldsicas, modelos
espacialmente construidos, y campos clasicos.

por lo tanto, los objetos cldsicos estdn concebidos a ser algunas veces en el espacio
tridimensional de la experiencia humana, estos no son objetos de una percepcion en la
forma ricamente emotiva de la vida diaria. Es por esta razén principalmente, que los
humanistas del siglo XIX y XX, habian creido haber llegado al climax de las ciencias
fisicas para representar la realidad, pero el objeto fenoménico es sélo un simbolo de la
realidad, asi que la realidad por ella misma estd por debajo del simbolo, y muy
probablemente desconocida. Se puede ver la realizacion borrosa dinamica de la
representacion del objeto fenoménico, cayendo en forma ultima en un espacio
pragmatico dinamico, luego la posible readaptabilidad de trabajo de los objetos y el
espacio, debe de ser una nueva y practica transliteracion para la evaluacion de sistemas
borrosos dindmicos de la imposibilidad de conocimiento de la realidad que cambia con
el tiempo. La pragmatica de los conjuntos borrosos dindmicos, debe de ser el vehiculo
para la transliteracion.

De los dos extremos, el empirismo que niega la posibilidad de una ontologia de la
naturaleza, y el subjetivismo, que busca el significado de la realidad en experiencias
noéticas solamente, aparte de una realidad trascendente revelada a través de ellos, se
han dividido entre los dos, fildsofos y fisicos, nos inclinamos a rechazar la forma, y
buscaremos una aproximacion operacional a la representacion de los objetos
fenoménicos. Esta corresponde mas o menos con los objetivos de una metodologia que
es compatible con sistemas borrosos dinamicos, en consecuencia de esto llamaremos al
objeto fenoménico evaluacion, y lo representaremos por un subconjunto borroso
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dinamico en un espacio apropiado. Los posibles valores de la evaluacion se obtendran a
través de operaciones convenientes por amalgamamiento de los efectos evaluativos de
todos los contextos situacionales, que por lo mismo son temporalmente dependientes.

Nuestra inclinacion hacia el subjetivismo implica que el estudio de la evaluacion del
sistema borroso dindmico, debe de incluir el concepto dinamico de significado, a la luz
de las experiencias neoticas. Como para describir estas experiencias emplearemos un
lenguaje, los tres aspectos de éste: sintaxis, semantica y pragmatica, deben de jugar su
papel. El espacio que ellos generen, representard el espacio para la evaluacion del
conjunto borroso dindmico. En el espacio sintactico, se revelardn lingiiistica y
numéricamente las peticiones concretas e inmediatas de las propiedades fisicas, en el
dato axioldégico de la medicion individual. El espacio semantico contiene objetos que
son inmanentes puros del contexto subjetivo. Estos objetos tienen significados
epistemologicos (formales) de las propiedades del espacio sintactico. El significado
ontoloégico de las propiedades del espacio sintactico, son objetos en el espacio
pragmatico. Los objetos del espacio pragmatico, se refieren a una realidad que
trasciende objetos inmanentes del espacio semdantico. En el espacio pragmadtico, la
realidad en las conveniencias factuales individuales, reveladas y mediadas por un
proceso de evaluacion, se establece de acuerdo con los parametros de dependencia del
contexto en el tiempo.

Estipulados los espacios anteriores se pueden asumir los siguientes acoplamientos:

1. Las propiedades son manipulables lingiliisticamente y viceversa sus objetos, como
objetos se definen imprecisamente en términos de las propiedades que cambian en el
tiempo.

2. Las propiedades de los objetos individuales se definen en relacidon con otros objetos.

Luego atribuir una propiedad particular a un objeto es simplemente estipular la manera
en la cual el objeto afecta y es afectado por otros objetos, bajo circunstancias
particulares que cambian en el tiempo, consecuentemente la representacion de las
propiedades de un objeto no puede ser unica, apareceran diferentes representaciones de
la estipulacion de otros objetos que afectan y son afectados por el uno bajo
consideracién, y también de la estipulacion de la manera en la cual se relacionan y estas
relaciones cambian con el tiempo.

Ademas de los problemas epistemologicos en la fundamentacion de la teoria de los
conjuntos borrosos dindmicos, sumaremos otra, la determinacion de la denotacion de las
entidades axiologicas, como la representacion en variables lingliisticas dinamicas de
estados ontoldgicos. A menudo los valores de las variables lingiiisticas dindmicas no
son claros, y se debe tender a clarificarlos, es aqui donde se tiende a establecer una
interpretacion pragmatica de satisfaccion en vez de mostrar la evaluacion basada en una
representacion de variables lingliisticas dindmicas.

Decimos que estamos satisfechos en un contexto situacional dado cuando una
evaluacion nos da un soporte inductivo para otra, cuando muchos de los contextos en
los cuales la primera evaluacion es satisfactoria, son contextos en los cuales la segunda
evaluacion es satisfactoria también. En otras palabras, si se pueden definir algunas
clases de condiciones de cercania entre los contextos r(t) y s(t), donde r(t) es un
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contexto dinamico situacional en el cual estamos satisfechos para un tiempo dado por
ciertas evaluaciones, luego el mas cercano sera r(t), el mas pragmatico.

6.10. RESTRICCIONES BORROSAS DINAMICAS

Si x(t) es una variable dinamica que toma valores en el universo del discurso U(t), luego
una restriccion borrosa dindmica R[x(t)] en los valores que se pueden asignar a x(t), es
una relacion borrosa dinamica en U(t), tal que asignar un valor u(t) a x(t) en el tiempo t,
requiera un relajamiento de la restriccion expresada por:

T
S =1-1fRryxw [u®)]

Donde f g [u(t)] es el grado de membresia de u(t) en f rpx; [u(t)]

T
X(t) = u(t): frpxoy [u(®)]
donde x(t) denota un valor genérico de x(t) en un tiempo t.

Las restricciones borrosas dindmicas nos dan una base para la formulacion de las reglas
de traslacion para proposiciones borrosas dindmicas, esto es, proposiciones que
contienen nombres de conjuntos borrosos dindmicos que cambian en el tiempo.

Por una traslacion dinamica de una proposicion borrosa dinamica, se entiende la
representacion del significado dindmico de una proposicidon borrosa como un sistema de
ecuaciones relacionales de asignacion. La traslacion de una proposicion borrosa
dindmica tiene la forma:

p(t) - R[X, (D]=F, (1

p(t) = R[X, ()] =F, (1)

p(t) - R[X, (D] =F, (1

donde Xj,...,X, son variables que son explicita o implicitamente dependientes del
tiempo en p(t), R[X;(t)]...., R[Xu(t)] son las restricciones borrosas dindmicas en estas
variables, y Fi(t),....,Fn(t) son las relaciones borrosas dindmicas que son asignadas a
R[X;(1)],..., R[Xn(t)] respectivamente en un tiempo t.

6.11. REGLAS DE TRADUCCION BORROSAS DINAMICAS DEL TIPO |

Las reglas de traduccion borrosas dinamicas del tipo I son las reglas modificadoras.
Estas reglas aseguran que la traduccion dindmica de una proposicion borrosa dindmica
de la forma:

T
p(t)=X(t) es mF(t)
se expresa por:
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X(t) es mF(t) - R[A(X(t))]imF(t)

En campo en el cual los conjuntos borrosos dindmicos juegan un papel fundamental es
en la teoria del razonamiento borroso dinamico. Un concepto central en el campo es la
idea de las variables lingiiisticas dinamicas y la relacionada de proposicion canodnica
dinamica. Asumamos que V(t) es una variable que puede tomar valores en el conjunto
borroso dinamico X(t) que llamaremos la base dindmica. Nuestro conocimiento del
valor de la variable se conoce solamente como un valor lingiiistico impreciso que
cambia en el tiempo en el conjunto dindmico X(t). Usando la teoria de los conjuntos
borrosos dindmicos podemos asociar con este valor lingliistico un subconjunto borroso
dindmico T[x(t)] tal que para cada elemento x(t) en X(t), T[x(t)] indica el grado en el
cual x(t) es compatible con un concepto en un tiempo t. Podemos representar nuestro
conocimiento con:

Vi(t) is Ai(t) en un tiempo t

Donde Aj(t) es un subconjunto dindmico del universo del discurso V,(t). A esta
declaracion la llamaremos una proposicion dinamica candnica.

Dada una proposiciéon V(t) es A(t), definimos:

Pos[es A(t)] - rf(l(etlfi{A[X(t)]}

y Pos [V(t) es A(t)] es la medida de posibilidad asociada con la proposicion en un
tiempo t. Llamaremos a una proposicion una tautologia dindmica si:

T
A[x(t)]z 1V x(t) en la base dindmica en un tiempo t.

Diremos que una proposicion es una tautologia absoluta si:

T
A[x(t)]=1V x(t) en cualquier t.

Introducimos el concepto de una variable dindmica articulada, como una coleccion de
una o mas variables atomicas dinamicas distintas. Una proposicion candnica dinamica
es una declaracion de la forma V(t) es M(t), donde V(t) es una variable dinamica
articulada y M(t) es un subconjunto borroso dinamico del producto cartesiano de las
bases dindmicas de las variables atomicas dindmicas que constituyen la variable
dindmica articulada.

6.12. REGLAS DE TRADUCCION BORROSAS DINAMICAS DEL TIPO Il

Las reglas composicionales dindmicas del tipo II pertenecen a la traduccion en el tiempo
de la proposicion p(t) la cual es una composicion de proposiciones q(t) y r(t). Las reglas
dindmicas de traduccion de estos modos de composicion son las siguientes: Sea x(t) y
y(t) variables que pueden tomar valores en U(t) y V(t) respectivamente, y sea F(t) y G(t)
subconjuntos dinamicos de U(t) y V(t). Si:
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x(t) is F(t) = 1= F(0)

y(t) 1s G(t) > nyl G(t)
luego:

x(t) is F(t) and y(t) is G(t) - n(x,y)l F(t) N G(t)
x(t) is F(t) or y(t) is G(t) - n(x,y)i F(t) U G(t)

T _

if x(t) is F(t) then y(t) is G(t) = nxy) = F(t) = G(t)

6.13. REGLAS DE TRADUCCION BORROSAS DINAMICAS DEL TIPO III

Las reglas de cuantificacion del tipo III aplicadas a las proposiciones dindmicas de la
forma general Qx(t) son F(t), donde Q es un cuantificador borroso, x(t) es una variable
que toma valores en U(t) y F(t) es un subconjunto borroso dindmico en U(t). En general
un cuantificador borroso es un subconjunto borroso dindmico.

6.14. REGLAS DE TRADUCCION BORROSAS DINAMICAS DEL TIPO IV

Ademas de las muchas formas en que se puede cualificar una proposicion dinamica p(t),
existen tres de particular importancia en el razonamiento borroso dindmico y son: Por el
valor lingiiistico dindmico de verdad, por el valor lingiiistico dindmico probabilistico de
verdad, y por el valor dindmico posibilistico de verdad. En l6gica borrosa dindmica, el
valor de verdad de una proposicion dinamica p(t) esta definida como una compatibilidad
dindmica de una proposicion dindmica de referencia r(t) con p(t). Mas especificamente,
sea p(t) = x(t) es F(t), donde F es un subconjunto de U(t), y sea r(t) una proposicion
dindmica de referencia de la forma r(t) = x(t) es u(t), donde u(t) es un elemento de U(t),
luego la compatibilidad de r(t) con p(t) se define como:

Comp [x(t) is u(t)/x(t) is F(t)].

6.15. RAZONAMIENTO BORROSO DINAMICO

Informalmente vamos a entender por razonamiento borroso dindmico el proceso por el
cual una posible conclusion imprecisa se deduce de una coleccion de premisas dindmica
imprecisas. Este razonamiento es de naturaleza cualitativa y no cuantitativa, y cae fuera
del dominio de aplicacion de la 16gica clésica.

Es esta capacidad de razonar en términos imprecisos y cambiantes la que nos diferencia
de la forma de operar de las maquinas. En esta tesis se describe una nueva direccion que
involucra el nuevo concepto de distribucion dinamica de posibilidades, el cual nos dara
una base natural para la representacion del significado dinamico de las proposiciones
dinamicas expresado en lenguaje natural. Comenzaremos nuestra discusion
introduciendo el concepto de distribucion dinamica de posibilidades.
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6.16. EL CONCEPTO DE DISTRIBUCION DINAMICA DE POSIBILIDADES

La consideracidon basica que permite que nuestro concepto subyaga al razonamiento
borroso dindmico, es en naturaleza posibilistico en ves de probabilistico. Para ilustrar lo
anterior consideremos la proposicion dinamica

p(t) = X()

es un entero en el intervalo [0,8] puede ser posiblemente un valor de x(t) y cualquier
entero que no esté en el intervalo no puede ser un valor de x(t). Luego para la
proposicion dindmica en cuestion

T T
Poss(t){x(t) = n} = 1 for0 <n <8

T T
Poss(t){X(t) = n} = 0 forn<Oorn>8
Donde

T
Poss(t){X(t) = n}
Es la abreviacion para la posibilidad dindmica de que x(t) asuma el valor n en el tiempo
t. Notece que la distribucion dinamica de posibilidad inducida por p es uniforme en el

sentido de que los valores de la distribucion dindmica de posibilidades son iguales a la
unidad para n en [0, 8], y cero en cualquier otro valor en el tiempo t.

T
Diremos que una proposicion dinamica borrosa de la forma p(t) = x(t) es F(t) donde x
es una variable que toma valores en el tiempo en un universo del discurso U(t), y F(t) es
un conjunto borroso dinamico de U(t), induce una distribucion dinamica de

posibilidades 7y que es igual a F(t). Luego
T
Tx(t) = F (t)

En esencia la distribucién dindmica de posibilidades de x(t) es un conjunto borroso
dindmico que sirve para definir la posibilidad de que x asuma cualquier valor especifico
en U(t). En forma mas concreta si u(t) € U(t) y

T
LLE(t)- U(t) —0, 1]

es la funcidn dindmica de membresia de F(t), luego la posibilidad dinamica de que
T
x(t) = u(t) dado x(t) es F(t) es:

T T
Poss(t) {X(t) = u(t) | X(0) is F(®)} = profu®], u(t) e U(.
Ya que el concepto de distribucion dindmica de posibilidades coincide con el de

conjunto borroso dinamico, la distribucion dindmica de posibilidades se puede
manipular por las reglas de los conjuntos borrosos dindmicos y en forma mas particular
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por las restricciones borrosas dinamicas.

Si A(t) es un subconjunto borroso dindmico de U(t), luego

Tox(t) - Poss(t) {x(t) is A(t)} - Supum {Mr[UM] A pa[U(B)]1}

T
donde pa( es la funcion de membresia de A(t) y A = min.

Para conjuntos borrosos dindmicos arbitrarios A(t) y B(t) de U(t), la medida de
posibilidad de la unién de A(t) y B(t) esta dada por

n(A(t) LT) B(t)) - [ A(t)] $ r[A(t)]

donde v = max.

La medida de la posibilidad dindmica no tiene la propiedad basica de la aditividad, o
sea:

R[A(t) UB(®)] % a[A(t)] + 2[B(®)]

si A(t) y B(t) son disjuntos.

6.17. ECUACIONES DE ASIGNACION DE POSIBILIDAD DINAMICA

La razoén por la cual el concepto de distribuciéon dinamica de posibilidades juega un
papel importante en el razonamiento borroso dindmico se relaciona con nuestra
asuncion de que una proposicion en el lenguaje natural se puede interpretar como la
asignacion de un subconjunto borroso dindmico a una distribucion dindmica de
posibilidades. Si p(t) es una proposicion dindmica en lenguaje natural podemos decir
que p(t) se traduce en ecuacion dindmica de asignacion

p(t)—THt( : (1)

X1 (D, (1)
donde x,(t), ..., Xx(t) son variables que estan explicitas o implicitas en p(t).
Ty (0, (1)
es la distribucion dinamica de posibilidades de la variable x(t) = x;(t), ..., xa(t), y F(t) es

una relacion dinamica borrosa. En este contexto la ecuacion de asignacion de
posibilidades

T
Ty Oy (1) = F(t)

serd una traslacion dinamica de p(t) e inversamente p(t) sera una retraslacion que se
representa como
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p(t)(ln( )LF(‘[)

Xp ()X, (1)

En general una proposicion de la forma p(t) = x(t) es F(t), donde x(t) es el nombre de un
objeto que cambia en el tiempo o una proposicion dindmica no se traslada dentro de

T T
P = T =F()
sino dentro de

T T
p(t) = maxw = F(b)

donde A[x(t)] es un atributo implicado dindmico de x(t).

6.18. PROYECCION Y PARTICULARIZACION

Son dos operaciones que son de particular relevancia para el razonamiento dindmico
aproximado. Sea
T () (0t (1)
una distribucion de posibilidades que es una relacion dinamica borrosa en
T[(xl ()50 Xy (t))
sea s = (ii(t), ..., i(t)) una subsecuencia dinamica de la secuencia (1, ..., n), y se denota

la secuencia complementaria s’ = (ji(t), ..., jm(t)). En términos de cada secuencia un k-
uplete de la forma

[Ail (), A, (t)]
se puede expresar en forma abreviada como Ay).

La proyeccion de

cn

Ug, L[Uil (), U, (0]

es una distribucion de posibilidad dindmica expresada por

T
TcX(‘)sm =Pr OYUS(U TC(

y definida por

T
I, .., =SupUs IT [, (0,0, ()]
donde

NONE)

es la funcién de distribucion de posibilidades de
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ﬂ:x(t)sm

establecida como el principio dindmico de proyeccion. La relacion entre Xs) Y Tix[s(] S€
puede expresar como: de la distribucién dinamica de posibilidades

X[s(0] ¥ Tx[s(v)]

la distribucioén dindmica de posibilidades
T,
de la subvariable:

X{s(t)] ;[Xil (0),-.05X;, (t)]

se puede inferir por proyeccion:
n(xl(t),m,x“(t))
en U[s(T)]

T

.....

Regresando a la operacién de particularizacion, sea

T
Ty (D) = F (D)

que denota la distribucion dinamica de posibilidades de la subvariable

T
X[s(0] :[Xil (80X, (t)]
Informalmente por la particularizacioén de

Tc(xl ()X (t))
se entiende la modificacion de

T

(

que resulta de la estipulacion de que la distribucion de posibilidades de

nx(t)s(\)

es G(t). Mas especificamente

T T _
Tc(xl(t) ..... xn(t))[nx(t)s([) = G(t)] = F(t) M G(t)

6.19. EL CONCEPTO DE UNA VARIABLE LINGUISTICA DINAMICA

El concepto de una Variable Lingiiistica Dindmica puede ser visto como una
herramienta para sistematizar el uso de una sentencia dinamica en lenguaje natural o
artificial para el proposito de caracterizar los valores de variables dindmicas y describir
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sus interrelaciones. En este papel el concepto de una variable lingiiistica sirve como una
funcién bésica en razonamiento borroso dindmico pero en la representacion de valores
dinamicos de variables dinamicas y en la caracterizacion de los valores de verdad de
proposiciones borrosas dinamicas.

El concepto basico detras del concepto de una variable lingiiistica dindmica es que el
significado dinamico de los términos primarios dinamicos es dependiente del contexto
mientras que el significado de los conectivos y modificadores no lo es. Un importante
aspecto del concepto de una variable lingiiistica dindmica se relaciona con el hecho de
que, en general, los conjuntos dindmicos de términos asi como las variables dindmicas
no estan cerradas bajo ciertas operaciones que se pueden realizar en conjuntos borrosos
dinamicos como unidn, interseccion, producto, etc.

El problema de encontrar un valor lingiiistico de x(t) cuyo significado dindmico se

aproxima a un subconjunto borroso dinamico dado de U(t) es llamado el problema de la
aproximacion lingiiistica dinamica.
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7.1. CONECTIVOS LOGICOS DINAMICOS Y FORMAS SILOGISTICAS
DINAMICAS

Interseccion y unién en subconjuntos borrosos Dindmicos

Una cuestion de enorme interés en la teoria de los subconjuntos borrosos dinamicos es
la seleccion del operador apropiado para la unidn y la interseccion para generalizar el
conjunto clasico de operadores al ambiente borroso dinamico. Si consideramos que A(t)
y B(t) son dos subconjuntos borrosos dindmicos definidos sobre el conjunto X(t),
podemos expresar la conjuncién o interseccion de estos dos subconjuntos borrosos
dindmicos como un subconjunto borroso dindmico E(t) de X(t) denotado por

E(t) = A(t)~ Bb),

y la disyuncion o unidon como el subconjunto F(t) de X(t) donde

F(t) = A() U B(t).

Debemos de hacer varias consideraciones. Una primera es que cualquier modo que
elijamos para definir este operador, se debe de reducir al operador de los conjuntos
ordinarios cuando los conjuntos borrosos dindmicos se reducen a conjuntos ordinarios
precisos. Una segunda consideracion es que estos operadores seran asumidos como
operadores que s6lo dependen de los valores del conjunto en un tiempo t, esto es:

E(H) = T(A®). B) y F(t) = S(A(t), B(D).

Una implicacion importante de esta consideracion es que varias de las formas de
determinar conectivos borrosos dindmicos pueden ser vistos desde el punto de vista de
logica multivaluada dependiente del tiempo. Esta consideraciéon también nos lleva a
buscar bajo la teoria de las ecuaciones funcionales.

En el sentido mas general un subconjunto borroso dindmico se puede ver como un
mapeo de X(t) dentro de algiin conjunto Z(t)

A X(t) - Z(1).

El conjunto Z(t) es el dominio del grado de membresia dependiente del tiempo. La
forma de los operadores de agregacion T(t) y S(t) estan restringidos por la naturaleza y
las propiedades del conjunto Z(t). Podemos notar que en el ambiente de conjuntos
precisos, el conjunto Z = {0,1}. El intervalo mas usual para Z es el intervalo unitario, 1.
Otro conjunto para Z(t) es un conjunto ordenado que se denota por L. La forma mas
general para Z(t) es un conjunto P(t) el cual es parcialmente ordenado y tiene dos
elementos distintos 1 y 0 que son respectivamente el maximo y el minimo del conjunto.

Se sugiere las operaciones de méximo y minimo, luego:
T T
E(t) =Min [A(t), B(t)], F(t)=Max[A(t), B(t)].
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Otra consideracion en la seleccion del operador apropiado es el dominio del problema
para el cual el conjunto borroso dindmico se usa como modelo. Son dos los dominios
fundamentales, el dominio l6gico dindmico y el problema de decision multicriterio. Para
capturar la forma del operador usado, se puede sugerir un nimero de propiedades que
son requeridas o deseadas en el operador. Una de las propiedades generalmente
esperadas de estos operadores es la conmutabilidad:

T(A®), B(®) = T(B(1), A()
S(A®), B(®) = S(B(), A1)

Una segunda propiedad que generalmente se requiere es la asociatividad:

T
T(A(), T(B(1), C(1)) = T(TA(1), (B(1), C(1))
T
S(A(), S(B(Y), C(1)) = S(SA(H), (B(1)), C(1))
El satisfacer estas dos condiciones significa que en construir la interseccion o unién de
una coleccion de conjuntos borrosos dindmicos el orden en el cual se hace la operacion
es importante. La asociatividad nos permite una definicion de unidon e interseccion
involucrando so6lo dos conjuntos y extenderla a cualquier nimero de conjuntos. En este

sentido la consideracion de funcion de punto y asociatividad actian como agentes
simplificantes en la definicion de la operacion.

Otra propiedad que se requiere usualmente de estos operadores es la de monotisidad.
Asumamos

A() >A(t) y B(t) > B(t),

luego la monotisidad requiere que:

T
T(A(D), B(D)) = T(A(t"), B(t"))
T
S(A(), B(t)) = S(A("), B(t"))
La propiedad de monotisidad interactia con la relacion de inclusion de conjuntos

borrosos dindmicos. Asumamos que A(t) y B(t) son dos subconjuntos borrosos
dinamicos, decimos:

A(t)éB(t)
Si:
A(t) ; Bt)Vte X

Si los operadores de interseccion y union satisfacen la condicion de monotisidad, luego
se puede mostrar que si:

T T
AcA yBcHB
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luego

T T T T T T
ANBc A’'nB,yAUBcCcA Ub.

El operador min se puede ver como el que nos da el mayor conjunto contenido en
cualquiera de los dos otros conjuntos. Luego si:

E(t) - Min [A(t), B(b)],

E es el mayor conjunto tal que:

T T
EcA yEcB

De manera similar el operador Max se puede ver como el que nos da el menor de los
conjuntos contenido en los otros dos. Luego si

F(t) - Max [A(t), B(t)],

F es el menor conjunto tal que:

T T
AcF,yBcF

Si definimos la interseccién y la union por estas dos condiciones s6lo nos da los
operadores Max y Min.

Cuando el dominio de Z(t) es el intervalo unitario, caracterizan por completo al
operador las tres anteriores propiedades, ademds de la temporalidad y los
requerimientos de satisfacer la situacion precisa. Un operador T:[0,1] x [0,1] — [0,1] se
denomina operador t-norma si:

1. T(A(t), B(t)) i T(B(t), A(t)), conmutatividad;

2. T(A(t), T(B(t), C(t))) lT(T(A(t), B(t)),C(t)), asociatividad;
3. T(A(t), B(t)) = T(C(t), D(t)) si A(t) ; C(t) y B(t) ; D(t);
4. T(A(t), 1) - A(t)

Podemos ver que la condicion (4) junto con la condicién (3) implica que:
T(0, 1) =T(0, 0) = 0.
La condicién (1) implica:

T(0, 1) =T(1, 0) =0,
y se sigue que:

T, 1)=1,

y se han capturado las propiedades de la interseccion precisa.
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Se puede mostrar que el operador min es la mayor de todas las t-normas posibles. Un
importante ejemplo de la t-normas es el operador producto:

TIA®). BO)] = A®) B()
Un operador S: [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] se llama un operador co-norma si:
S(A(. B(O) = S(B. A
2. S(A(t), S(B(t) C(t))) = S(S(A(1), B(t)) C(1)) as001at1V1dad.

3. S(A(Y), B(t)) > S(C(H)D(t)) si A(t) > CH yB(®) > D(t).
4. S(A(1),0) = A(t)

Se puede ver facilmente que:

S(1, )= S(1,0)=S(0, )=1, S(0,0)=0

Esto nos puede mostrar que el operador max es el menor de todas las t-conormas:

Max (A1), B(t) <S(A(t), B(Y).

Se notara que la tnica distincion entre el operador T(t) y el S(t) es en las condiciones 4.
Estas condiciones se pueden ver como las caracteristicas definitorias del operador
respectivo. La condicion 4 del operador T(t) implica que el menor argumento es el mas

(1))

influyente en la formulacion del “y” como la condicion 4 del operador S(t) implica que
el mayor argumento es el mas influyente en la formulacion de la “o0”

Si introducimos el operador de negacioén de los conjuntos borrosos, se puede obtener

T
una muy interesante relacion entre t-normas y t-conormas. Un mapeo N: [0, 1] — [0, 1]
se llama operador de negacion si:

. N()= - 0; N(O)i 1
2. N(N(A(t))) A(t). Involuciéon
3. Si A(t) > B(t), luego N(A(t)) < N(B(t)), orden inverso

T
La definicion usual para la negacion de conjuntos borrosos cuando Z=1 es que:

T
—A(t) = 1 -A(b)
la cual satisface las condiciones anteriores.

Podemos tener una clase general de negacion

N(V(D) = VO,
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donde:

1, 0<V<a,
1—1{V_a} a<V<b
Vi = 2l b-a
lle-V b<V<c
2l ¢c—b
0, V2>c

Un operador cercanamente relacionado con la negacion en conjuntos borrosos
dindmicos, es el antonimo. Si asumimos que A(t) es un conjunto borroso dinamico

T
definido en el conjunto X, sea X=[0, M], que es un subconjunto de la recta real. El
anténimo del subconjunto borroso A(t) denotado por A’(t) se define por:

AYt) = AMM — x(1)

La figura (7.1) muestra un ejemplo que nos permite diferenciar entre la negacion y el
antonimo:

Figura (7.1)
La propiedad de indepotencia requiere que:

T(A®, A®) = A®).,  SA®D, A®) = AQ)

Los tunicos operadores indepotentes son max y min. En el otro extremo de la
indepotencia esté la propiedad de Arquimedes que se define como:

T T T
VA1) € (0, 1) TAD), A1) < A1) y S(A(D), A1) = A(t)
Si la interseccion y la unidon son arquimedenas luego se tiene:
T T T T
A(t) N A(t) CA(b), At) U A(t) D A(t).

Una propiedad intimamente relacionada con la anterior es la nilpotencia. Para cualquier
T

secuencia de a; € (0, 1) donde i € N cualquier operador nilpotente satisface:

3 ng < + 0, T(AWD1, A)2s.., AD)o) = 0
3 g <+ 0, S(A)1, A{)2yens A(thno) = |
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Otra propiedad es la distributividad mutua:

T T T T T T
AuBnNnCO=(AuB)n(Au (O
T T T T T T
ANnBulO=AnNnBUlANCOC

7.2. EL PRINCIPIO DE EXTENSION Y LOS OPERADORES BORROSOS
DINAMICOS

Asumamos que X(t), Y(t), Z(t) son tres conjuntos borrosos dindmicos no
necesariamente distintos y sea f un mapeo

T
F(t): X(t) x Y(t)—> Z(t)
El principio de extension nos lleva a extender este mapeo de ser un mapeo puntual en el
espacio X(t) x Y(t) a ser un mapeo en el espacio X x IV, El principio de extension
nos lleva a extender el mapeo de f para tomar subconjuntos borrosos dinamicos como

argumentos.

Consideremos A(t) y B(t) como subconjuntos borrosos en X(t) y Y(t) respectivamente,
usando el principio de extension se obtiene:

F(t) (A(t), B() = D(1)

Donde D(t) es un subconjunto borroso de Z(t) que:

bl & | A ADE)
x(D),y (1) f(x(t),y(t)

Alternativamente podemos definir D(t) para cada z € Z como:

D(x(t)=  max [A(x(t))imy(t))}

x(0),y (1), £ (x(1),y (1))

donde se entiende que D(z(t)) = 0 si no existen pares (x(t), y(t)) € X(t) x Y(t) tales que:

Fx(1), y(0) = 2(1).

7.3. SUBCONJUNTOS BORROSOS DE TIPO II

El principio de extension también se emplea para manejar los subconjuntos borrosos de
tipo II. Un conjunto borroso del tipo II estd definido como un subconjunto borroso
dindmico cuya funcion de membresia es un subconjunto borroso dinamico.
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Consideremos que A(t) es un subconjunto borroso de X(t) del tipo II, en este caso
tendremos que para cada x(t) € X(t), el valor de pertenencia de A(x(t)) es en si mismo
un subconjunto borroso. En particular asumamos que A(x(t)) es un subconjunto borroso
en el intervalo unitario. Sea B(t) un subconjunto borroso de la misma clase. El problema
ahora es definir el conjunto de operaciones en este conjunto. Asumamos que

D(t) = A() ~ B(),

usando el principio de extension podemos obtener a D(t) como un subconjunto borroso
del tipo II:

D(t)i LT) A(x(t)/T\B(x(t)
X(1) x(t)

que seria:

D(x(t) = Min [A(1), BX(1)]

El problema es el calculo del minimo de los dos subconjuntos borrosos A(x(t)) y
T

B(x(t)). Podemos ver que el minimo es un mapeo en un tiempo t, Min: [ x I —» 1.
Usando el principio de extension podemos extender el operador min de actuar sobre un
punto en el espacio I x I en un tiempo t, a actuar en el subconjunto borroso dinamico
A(x) y B(x). Si denotamos Dyy(t) como el subconjunto borroso dindmico
correspondiente al grado de membresia x(t) en D(t), D(x(t)), obtenemos:

D(z(t)) = max | [Axm<x<t>)1Dx<t)<y<t>)}

x(0),y(D,£(x(D)y (1) =W(t) A y(t)

T T
En forma andloga se puede extender la operacion union. Si hacemos E(t) = A(t) v
B(t), luego:

E(z(t)) = max [Axm (x(t))lia)(y(t))}

x(0),y (D),f(x(1),y (1) =W() Ay(t)

Podemos usar el principio de extension para extender la operacion de complemento.
Asumamos que A(t) es un subconjunto dindmico del tipo II, luego definimos la
negacion dindmica

T
—A(t)
de la forma:

T
—A(t) =1-A(t)
Si A(t) es un subconjunto borroso dindmico, el uso del principio de extension nos da:

SAGE)= S
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Un principio cercanamente relacionado con el principio de extension es llamado el
principio de resolucidon. Este principio nos lleva a extender operaciones cuyos
argumentos son conjuntos de subconjuntos borrosos dinamicos. Para introducir esta idea
debemos de introducir el concepto de conjuntos borrosos dindmicos de nivel.
Asumamos que A(t) es un subconjunto borroso de X(t). El subconjunto borroso
dindmico de nivel-a de X(t), denotado A,(t) es un subconjunto ordinario de X(t) tal
que:

A, (t)i{x(t)|A(x(t)) > o

Este consiste en todos los elementos cuyo grado de membresia es a al menos. Usando
los subconjuntos borrosos dinamicos de nivel se puede representar cualquier
subconjunto borroso dindmico A(t) por:

T T
A(x(t)= Sup[a A, (X(t))}
Una representacion alternativa usando subconjuntos de nivel es:

A =UdA, (1

T
donde U es la union y aAy(t) es el subconjunto borroso dinamico cuya funcién de
membresia es oA, (X(t))

Asumiendo que X es un conjunto y G es un mapeo G:2*" — Z(t). Para extender el
mapeo a subconjuntos borrosos dindmicos, obtenemos:

T
G(t): 'Y > Z(t),

donde para cualquier subconjunto A(t) y X(t),
TT
G(A(1)=UaG(A, (1)

Agregacion de variables linguisticas

Los conjuntos borrosos dindmicos son fundamentales en el dominio del razonamiento
aproximado dinamico. Un concepto central en este dominio es la idea de un valor
lingtiistico dindmico y la idea relacionada de una proposicion dindmica canonica.
Asumamos a Vi(t) como una variable que puede tomar su valor en el conjunto X(t)
llamado la base del conjunto. En muchos casos nuestro conocimiento del valor de una
variable en lugar de ser precisamente dado como un elemento de X(t), se conoce s6lo
por como un valor lingiiistico impreciso en el tiempo t, basado en el conjunto X(t). A
partir de lo anterior podemos representar nuestro conocimiento con declaraciones de la
forma V(t) es Aj(t), donde A;(t) es un subconjunto borroso dinamico del universo del
discurso de V(t). Llamaremos a estas declaraciones proposiciones atdmicas canonicas
dindmicas. Tales proposiciones indican que el valor de V;(t) cae en el subconjunto
Aq(t).
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En forma mas general podemos introducir el concepto de variable dindmica articulada.
Una variable dindmica articulada es una colecciéon de una o més variables dindmica
atomicas, y ejemplos de estas variables son:

Vi), (Vi(D), Va(t)), (Vi(D), Vs(1), V(1)

Una proposicion dinamica candnica en razonamiento aproximado dindmico es una
declaracion de la forma V(t) es M(t), donde V(t) es una variable dinamica articulada y
M(t) es un subconjunto borroso dindmico del producto cartesiano del conjunto base de
las variables atdmicas que construyen la variable articulada.

Dada la proposicion V(t) es A(t), definimos:
T
Pgs[V(t) es A(t)] = rgl(&tl)X[A(X(t)]

en donde a Pos[V(t) es A(t)] la llamaremos la medida de la posibilidad dindmica
asociada con la proposicion en un tiempo t. Diremos que la proposicion es normal si la
Pos[V(t) es A(t)] = 1. Si una proposicion es normal, luego existe al menos un elemento
en el conjunto base totalmente compatible con la proposicion.

Una proposicion se llama tautoldgica si: A(x(t)) = 1 V x(t) en el conjunto base. Un
hecho central en el desarrollo de la teoria del razonamiento aproximado dindmico es la
agregacion de esta clase de declaraciones dindmicas canodnicas. El problema es
compuesto por el hecho de que el conjunto base de varias proposiciones puede ser
diferente.

Definicién

Asumamos a V(t) y Vp(t) como dos variables articuladas de los conjunto base X(t) y
Y(t). Sea Va(t) es M(t) y Vg(t) es N(t), dos proposiciones dindmicas. Su conjuncioén
denotada por Va(t) es M(t) L Vp(t) es N(t), es una proposicion V(t) es P(t), donde V(t)
es una variable articulada consistente de la union de las variables atdmicas dindmicas
que construyen a Va(t) y Vi(t), y P(t) es un subconjunto borroso del conjunto base Z(t)
de V(t) (el producto cartesiano del conjunto base de las variables atomicas dinamicas
que construyen V(t)). P(t) esta definido como tal para cada z(t) € Z(t).

P(z(t)) = M(x(t)) AN(y(1))

Donde x(t) es el elemento en X(t) que concuerda con z(t) en el dominio que tienen en
comun en el tiempo t y similarmente y(t) es el elemento que concuerda con z(t) en el
dominio que tienen en comun en el tiempo t.

Notaremos que en el caso cuando dos variables dindmicas articuladas son las mismas,
esta operacion es simplemente la operacion interseccion usual de conjuntos borrosos
dindmicos.

Va(t) es M(t) L¢ Va(t) es N(t) i Va(t) es M(t) rT\ N(t)
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En el caso cuando V(t) y Vg son disociadas, es decir no tienen variables en comun,
esta operacion nos da el producto cartesiano cldsico

T
Va(t) es M(t) L Vp(t) es N(t) = (Va(t), Va(t)) es M(t) x N(t).
La conjuncion de una tautologia con una proposicion dinamica es una proposicion

dindmica, y es un hecho que simplemente se reduce a la proposicion dinamica original.
La conjuncion de dos tautologias, es una tautologia.

Definicién

Asumamos que Va(t) y Vg(t) son dos variables articuladas tales que Vg(t) contiene
todas las variables que estan en V(t), denotada por

VA(t) é VB(t).

La extension cilindrica de la proposicion Va(t) es M(t) a (t)es la proposicion Vi(t) es
M°(t), donde

Vi(t) es M°(t) ; Va(t) es M(t) x Vi(t) es Xi(t) x Va(t) es X(t) x - x V(t) es Xq(t),

con Vi(t), Va(t), ..., Vy(t) las variables dindmicas atdmicas que estan en V(t) pero no en
Vg(t). Las Xj(t) son los respectivos conjuntos borrosos dindmicos base de estas
variables. Se puede ver que la extension cilindrica dindmica es la conjuncién de una
proposicién con una coleccion de tautologias y no cambia el contenido de la
informacion de la proposicion dindmica original.

La extension cilindrica de V(t) es M(t) a V(t) es M°(t) se puede expresar en términos
de la funcion de membresia de M(t) y M°(t) como:

ME() (¥(1) = M(t) (x(1))

Donde x(t) es el elemento en el conjunto base de Va(t) que concuerda con y para la
porcion de Vp(t) que es Va(t).

Teorema

Asumamos que P4(t), P2(t), y Ps(t) son tres proposiciones dinamicas.

Si Pg(t) ; Pl(t) sz(t), Iuego Pg(t) ; P(t)l Yy Pg(t) CPz(t).

La operaciéon dinamica de contencion juega un papel central en los mecanismos
dindmicos de inferencia usados en razonamiento aproximado dinamico, en particular el
principio dindmico de implicacion establece que:

Si tenemos la proposicion Vg(t) es N(t) luego se puede inferir cualquier proposicién
V() es M(t) tal que Vg(t) es

N(t) c Va() es M(t).

IT-TINF-2009-01 104



Otra operacidbn que juega un papel significativo en la teoria del razonamiento
aproximado dinamico es la proyeccion.

Definicién

Sea Va(t) es M(t) alguna proposicion candnica y sea Vg(t) alguna variable articulada
arbitraria. La proyeccion de la proposicion anterior dentro de Vg(t) denotada por

prtOYVB [VA (t) es M(t)]

es una proposicion dindmica Vg(t) es N(t), donde N(t) es el subconjunto borroso en el
conjunto base de V(t) definido por

N(z()= max [M(x(1)],

x(t)eG(t)

donde G(t) es el subconjunto del conjunto base V(t) que contiene a todos los elementos
que concuerdan con z(t) en todas las variables que Va(t) y Vp(t) tienen en comun.
Notamos que por definicion, si Va(t) y Vg(t) son disociados luego N(z(t)) = 1.

T
Siempre es el caso en el cual Va(t) es M(t)c Vp(t) es N(t), por lo que la operacion
dindmica de proyeccion se puede ver como un caso muy especial de contencion.

El uso combinado de la conjuncion y la proyeccion dindmica nos da la base de los
mecanismos de inferencia en razonamiento aproximado dinamico. Considerando que
tenemos una base de conocimiento que consiste en una coleccion de proposiciones
canodnicas dinamicas P(t), Pa(t),..., Py(t). Sea V(t) una variable cuyo valor estamos
interesados en conocer basados en este conocimiento, el procedimiento es el siguiente:

1. Conjuntamos las proposiciones P(t), Pa(t),..., Py(t) para obtener la proposicion P(t).
2. Proyectamos P(t) dentro V(t) para encontrar el valor de V(t).

Podemos notar que si V(t) es A(t) es una proposicion dindmica, podemos definir no V(t)
es a como:

V(t) es L A(t) donde L A(t) - 1 — A(z(t))

7.4. CONJUNTO DE OPERADORES NO MONOTONOS

Para definir el conjunto basico de operaciones requerimos que las operaciones fueran
monotonas en el sentido de que si:

T T

A1 (e Az yBl [ Bz
Luego:
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A() A Bi(t) c As(t) A Ba(t) y Ar() U Bi(t) ;Az(t) U Ba(t)

Tratando de desarrollar operaciones de agregacion que nos faciliten a hacer
razonamiento de sentido comun estamos forzados a dar de alta estas condiciones.

Para emular lo anterior definiremos una interseccion monoétona.
Definicion

Asumamos A(t) y B(t) como dos subconjuntos de X(t). Definimos el operador de
interseccién no monotona 1 como:

n(A(, B(1)=D()
donde D(t) es un subconjunto borroso dindmico de X(t) tal que:
D(x(1) = A(x(1) A B(x() v (1~ Pos/B(DJA(1)
Recordemos que:

PTos[B(t)|A(t)];m(atlf([A(x(t)/T\B(x(t)}

La primera observacion es que la operacion no es conmutativa. En lo particular
podemos ver que si

T T T T
A(D) N B(H) =¢ luego n(A(t), B(t)) = Ay n(B(1), A(t)) =B(1).
Una segunda observacion es que el operador no es puntual, esto es, D(x(t)) no es
justamente una funcién de A(x(t)) y B(x(t)), pero por Pos (B A(t)) depende solo de

A(t) y B(t) para todos los valores de X(t). La tercera observacion es que el operador no
es mondtono. Consideremos:

A= {xa(0), 52(0), x5(0), x40}, Bi(t)= {xa(0), x5(6)}, Bo= {x5(0)}.

En este caso:

DiO= (AW, Bi)= (xa(®},  Da®=n((A®), Bat) = {x1(0), xa(0), x3(0), x4(0)}

T T
Por lo que siempre a través B,(t) < B(t) se tiene D;(t) < Dx(t).

T
Familiarmente podemos notar que si la Pos [A(t)| B(t)]=1 Iuego N(A(t),
T T
B(t))= A(t)n B(t)

Definicién
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Asumimos que A y B son dos subconjuntos borrosos de X. Definimos la tipica union
dindmica no monotona y como:

WA, B(Y) = E()

donde E(t) es un subconjunto borroso dindmico de X(t) tal que:

E(x(t)) - A(x(1)) /T\ (B(x(1)) /T\ Pos[ 1' A(t) i‘ B(®)])

Podemos ver que el operador dindmico es no conmutativo, no puntual y no monétono.
Esto se reduce a una union ordinaria si

Pos[—A| —B] = 1.

7.5. CUANTIFICADORES LINGUISTICOS
Los cuantificadores lingiiisticos son de tres tipos: Incremento, decremento y unimodal.

Un cuantificador de incremento est4 caracterizado por la relacion

Q1) 2 QD) si. 11(H)>1a()

Estos cuantificadores estan caracterizados por valores como: al menos a en el tiempo t,
todos en el tiempo, muchos en el tiempo, etc.

Un cuantificador de decremento esté caracterizado por la relacion

Q) <Qrav), si 11(t) <ra(®)

Estos cuantificadores estan caracterizados por valores como: algunos en el tiempo t, a lo
mucho a en el tiempo t.

Un cuantificador unimodal tiene la propiedad de que:

Q(a(H) < QM) < Qe®) = 1 > Q(d()
para alguna
a(t) < b(t) < c(t) < d(t)
en un tiempo t

Son utiles para representar términos como alrededor de g en el tiempo t.

En muchos casos existen relaciones duales entre cuantificadores dindmicos de
incremento 'y decremento, especialmente para cuantificadores  dindmicos
proporcionales. Asumamos que Q(t) y Qa(t) son cuantificadores dindmicos definidos en
el intervalo unitario. Si Q;(t) es un cuantificador dindmico de incremento, luego Qx(t)
definido como
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T
Qa(r(t)) = Qu(1 — (1))
Se llama el dual dindmico y es un cuantificador dindmico del tipo de decremento.
Un concepto que juega un papel importante en cuantificadores es la idea de la
especificidad de un cuantificador dindmico. Un cuantificador como muy cercano a 3 en

el tiempo t se ve mas especifico que el cuantificador alrededor de 3 en el tiempo t. Q(t)
y Qx(t) son dos cuantificadores tales que:

T
Qu(r(t)) < Qa(r(t)) V r(t) en un tiempo t,
Luego Q(t) es mas especifico que Qx(t).
Se puede ver que el cuantificador dindmico para todo en el tiempo t definido por:
Q(r(t)) < 1 si r(t) =1
Qr(t)) = O sir(t) ;t 1

Es el cuantificador dinamico de incremento mas especifico. Su dual ninguno en el
tiempo t esta definido por:

T T
Q(r(t)) = Isir(t) =0
T T
Q(r(t)) =0sir(t) = 0
Es el més especifico de todos los cuantificadores dindmicos de decremento.
La negacion de ninguno debe de existir en el tiempo t, esta definida por:
T . T
Q(r(t)) =0sir(t) = 0
T T
Q(r(t)) = Isir(t) = 0
y es el menos especifico de todos los cuantificadores dinamicos de incremento.
Un concepto que juega un papel significativo en la manipulaciéon de estos
cuantificadores lingiiisticos es la idea de cardinalidad de un subconjunto borroso
dinamico. Consideremos que A(t) es un subconjunto borroso dinamico de X(t); la

cuenta sigma dindmica de A(t) denotada por

Ycuenta (A(t))
esta definida como:

Z cuenta(A(t)) ;Z A(x, (1))

En algunos casos se usa una cuenta sigma transformada:
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> cuenta(A(D:F(0) =3 F(DA(x, (1),
donde f: [0, 1] — [0, 1] est4 dada por:

f(0)=0, f(l)=1, f(a(t)) ; f(b(t)), sia(t) ; b(t) en un tiempo t.

Si A(t) y B(t) son subconjuntos borrosos dindmicos, la cuenta relativa sigma dinamica
de A(t) y B(t) se define como:

) cuenta(A(t) A B(1))
Z cuenta(B(t))

Z cuenta(A(t)|B(t) =
Si asumimos la interseccion dinamica definida por el operador min, luego:

Z cuenta(A(x; (t)) /\ B(x,(1)))
z cuenta(B(x; (t)))

> cuenta(A(t)[B(t) =

La ZCuenta (A(t) ‘ B(t)) es la proporcion de elementos en B(t) que también estdn en
A(t). Algunas identidades importantes que se pueden establecer son las siguientes:

l. ZCuenta(A(t) rT\ B(t)) + ZCuenta(A(t) LT) B(t)) 5 ZCuenta(A(t)) + XCuenta(B(t)).
2. SiA(Y) m B(t) (1) luego, XCuenta(A(t) u B(t)) ZCuenta(A(t)) + XCuenta(B(t)).

3. ZCuenta(A(t)) v 2Cuenta(B(t)) YCuenta(A(t) u B(t)) YCuenta(A(t)) +
ZCuenta(B(t))

4. 0 v ZCuenta(A(t)) + XCuenta(B(t)) — Cuenta (X(t))) < YCuenta(A(t) m B(t))
< >Cuenta(A(t)) /\ 2Cuenta(B(t)).
5. SCuenta (A() | B(t)) + SCuenta (—-A(t) | B(t) > 1.

7.6. RAZONAMIENTO SILOGISTICO CON CUANTIFICADORES

Un concepto que juega un papel central es el de Razonamiento Dindmico Silogistico
Borroso. Como un esquema general de inferencia un silogismo borroso se puede
expresar en la forma:

Qq(t) A’s(t) son B(t)
Qx(t) C’s(t) son D(t)
Qs(t) C’s(t) son F(t)

Donde Q;(t) y Qz(t) son cuantificadores borrosos dados, Qs(t) es un cuantificador
borroso que serd determinado y A(t), B(t), C(t), D(t), E(t) y F(t) son predicados borrosos
dinamicos interrelacionados.
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En lo siguiente asumiremos que A(t) y B(t) son subconjuntos borrosos dindmicos de
X(t) y Q(t) es un cuantificador lingiiistico dindmico absoluto y Q* es un cuantificador
lingiiistico dinamico relativo. Por simplicidad indicaremos que la cuenta sigma como
simplemente la cuenta y la cuenta sigma relativa como proporcion (Prop).

Recordemos que la forma de una proposicion en la teoria del razonamiento aproximado
es V(t) es F(t). Lla proposicion hay Q(t) A’s(t) se puede trasladar a la proposicion
Cuenta (A(t)) es Q(t).

Donde Cuenta (A(t)) es la variable y Q(t) es el valor en un tiempo t.

T
También se sugiere que Q(t) A’s(t) son B(t) se traduzca en Cuenta (A(t) N B(t)) es Q(t),
y finalmente sugiere que Q(t)* A’s(t) son B(t), se traduzca en Prop(B(t) | A(t)) es Q(t)*.

En el razonamiento silogistico dinamico tenemos una o mas declaraciones cuantificadas
y se estd interesado en inferir otras declaraciones. El principio de extension cuantificado
es un medio para hacer este tipo de razonamiento.

Consideremos que se tiene una coleccion de proposiciones Pi(t), Pa(t), ..., Py(t), cada
una de las cuales es una caracterizacion borrosa dindmica de una cardinalidad absoluta o
relativa expresada como:

Pi(t)I Ci(t) es Qi(t)

En adelante Cj(t) es es una variable dindmica correspondiente a alguna cuenta y Q;(t) es
un cuantificador dindmico, absoluto o relativo. El principio de extension dinamico
cuantificado establece que de la coleccion de premisas Pi(t), Pa(t), ..., Pa(t) se puede
concluir una premisa P(t),

P(t): C(t) es Q(t)
donde C(t) es una variable dindmica y Q(t) un cuantificador.

Mas especificamente, si

C (0= g (Ci(t), Ca(t), ..., Co(®))

Q1) = £ (Qu(1), Qa(t). ... Qu(t))

La idea es que si estamos en la posibilidad de encontrar alguna relacion funcional entre
las Ci’s(t) que representan a C(t), se puede encontrar la forma de Q(t) en un tiempo t.

Desarrollaremos el silogismo interseccion/producto dinamico.

Pi(t): Qi(t) A’s(t) son B(t)
Py(t): Qa(t) (a(t) y B(1)) son D(t)
P(1): (Qu(t) * Qa(t)) A’s(t) son (B(t) y D(t))

En adelante consideraremos que Q;(t) y Qa(t) son cuantificadores dinamicos relativos.
Empleando las reglas de traslacion dinamicas se tiene:
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Pl(t)—T>Pr0p(B(t) | A(t)) es Qu(0)= _Cih) es Qi(1)
Pz(t)—>Prop(D(t) ‘ A(t) m B(t)) es Qz(t) Ca(t) es Qa(t)
P3(t)—>Pr0p(B(t) m D(t)) es Q(t) C(t) es Qx(t)

y por lo mismo:

T ) cuenta(A(t) A B(1))

C,(t)= Prop[B(t)IA(t)] 3" cuenta(A(t))

C,(=Pr OP_D(t)‘A(t)rTWB(t)_ T 2 cuenta(A()NB(HND(1))

- z cuenta(A(t) (T\ B(t))

T T 1 > cuenta(A(t) A B(t) A D(t))
C,(t)=Pr op_B(t) N D(t)|A(t)_ = S cuenta(A()

Por lo que:

" cuenta(A(t) A B(t) A D(t)) 1 > cuenta(A(t) A B(t) A D(1)) > cuenta(A(t) A B(t))
> cuenta(A(t)) - S cuenta(A(t) A B(1)) > cuenta(A(t))

se sigue que:

| C(t)= Ci(1) * Caft)
y luego:

Q= Qi(t) * Qu(t)

El silogismo dinamico interseccion/producto es central en el desarrollo de un nimero

T
importante de otros silogismos dindmicos. En particular si B(t) c A(t), se puede mostrar
que:

P1(t): Qi(t) A’s(t) son B(t)
P1(1): Qa(t) B’s(t) son D(t)
P(t): (Qu(t) * Qa(t)) A’s(t) son (B(t) y D(t))

Si B(t) rTW D(t) é D(t) se puede obtener el silogismo dindmico en cadena:
Pi(t): Qi(t) A’s(t) son B(t)
Py(t): Q2 (t)B’s(t) son D(t)
P(t): al menos (Q;(t) * Qa(t)) A’s(t) son (B(t) y D(t))

Si ademas Q(t) y Q2(t) son mondtonamente crecientes se obtiene el silogismo dindmico
producto.

P1(t): Qi(t) A’s(t) son B(t)
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P(t): Qa(t) B’s(t) son D(t)
P(t): (Qu(t) * Qa(t)) A’s(t) son C(t)

Usando el concepto de reversibilidad de la premisa mayor, se desarrolla otro silogismo

dinamico llamado RPM. Lo primero que vemos es que RPM indica

Qi(t) A’s(t) son B(t)(i Qi(t) B’s(t) son A(t)

La condicion en muchos casos es so0lo una verdad aproximada. Bajo estas condiciones
el silogismo dindmico PRM establece:

P1(t): Qi(t) A’s(t) son B(t)
Py(t): Qa(t) B’s(t) son C(t)
P(t): A lo menos (0 \T/ (Qu(t) + Qa(t)- 1) A’s(t) son (B(t) y D(t))

Otra forma de silogismo dinamico es el de conjuncidén consecuencia.y es de la forma:

Pi(t): Qi(t) A’s(t) son B(t)

Pa(t): Qa(t) B’s(t) son C(t)

P(t): A’s(t) son (B(t) y C(t))
donde

(07 (Qu(t) + Qu(t) - 1) Q) <Q1(t) A Qu(t).
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8.1. RAZONAMIENTO APROXIMADO DINAMICO

El principio del minimo de especificidad

Sea U(t) un conjunto dindmico que representa el intervalo de la variable dindmica x(t).
Una variable dinamica no denota generalmente un objeto preciso capaz de satisfacer o
no un predicado como una variable l6gica dindmica lo hace, sin embargo empieza de su
valor desconocido tomado de algun atributo. Una distribucion dindmica de posibilidades
mx(t) en U(t) es un mapeo de U(t) al intervalo unitario [0,1] atribuido a la variable x(t).
La funcion my(t) representa una restriccion flexible del valor de x(t) con la siguiente
convencion:

T T
Tx(t) (u) = 0 significa que x(t) = u es imposible
T T

mx(t) (u) = 1 significa que x(t) = u es posible

La flexibilidad en estas constricciones se modela haciendo m,(t)(u) entre cero y uno para
algun valor de u.

T
La cantidad m,(t)(u) es el grado de posibilidad de que x(t) = u, y algunos valores de u
seran mas posibles que otros. Claramente, si U es el intervalo completo de x(t), al
menos uno de los elementos de U seré totalmente posible como un valor de x(t), asi que:

Fu, m(t)(u) L 1.

La distribucion de posibilidades dindmica, si el inico conocimiento accesible acerca de
x(t) es que x(t) cae en A(t), donde A(t) < U(t), luego la distribucion de posibilidades de
x(t) esta definida de la forma:

7(®) (W) = pat) (u) (8.1)

donde pa(t) es la funcion caracteristica del conjunto de posibles valores de x(t), A.
Cuando m,(t) toma valores en el intervalo [0,1] el conjunto A es un conjunto borroso
dindmico, y podemos decir que x(t) estd en A para expresar que el posible intervalo de
valores de la variable A esta restringido por el conjunto borroso dindmico A. En otras
palabras la funcion de membresia sirve como una herramienta para representar las
distribuciones dinamicas de posibilidades. La ecuacion (8.1) no significa que la
distribucion dindmica de posibilidades sea la misma que la funcion de membresia, sino
que establece que dado que s6lo conocemos que x(t) estd en A, el grado de posibilidad
de que

x(t) i u

es evaluado por la funcion de pertenencia pa(t)(u). Este modelo nos lleva a varias
formas de conocimiento, especificamente:

Conocimiento completo:

T T T
A = (up), para alguna u(t), tal que my(t)(ug) =1 y m(t)(u) = 0 Vu # ug
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Ignorancia dindmica completa:

T T
A = Utalque iy (u) = 1, Vu

La distribucion dinamica de posibilidades cuantifica el conocimiento impreciso o
incompleto. x(t) es una variable simplemente valuada cuyo valor no es completamente
conocido y s6lo se conoce que x(t) estd en A, donde A # (u) V u € U en un tiempo t.
Solamente en este caso se puede interpretar la funcion de membresia como una
distribucion dindmica de posibilidades.

Si m(t) y 7, ’(t) son tales que mx(t) < 7,’(t), se dice que m(t) es mas especifico que m,’(t)
en el sentido de que no hay valores de u que puedan considerarse menos posibles para
x(t), de acuerdo con 7, ’(t), que para m«(t). Este concepto de especificidad subyace en la
idea de que la distribucion dinamica de posibilidad no es una propiedad asociada a una
variable x(t) por si misma, sino una propiedad del instrumento de medida o estimacion
que nos da la informacion acerca de x(t). En este sentido cualquier distribucion de
posibilidades m«(t) es provisional en un tiempo t, y puede mejorarse con informacion,
cuando la disponible no es completa. Cuando m«(t) < m,’(t), la informacion de m,’(t) es
redundante y se puede despreciar. Estas caracteristicas son tipicas de la teoria dinamica
de posibilidades y no tienen contraparte en la teoria de probabilidades.

En forma mas general, cuando la informacion disponible proviene de varias fuentes que
se pueden considerar como confiables, la distribucion dindmica de posibilidades con la
que contamos es la menos especifica que satisface el conjunto de restricciones inducidas
por las piezas de informacion dadas por las diferentes fuentes. Este es el Principio
dindmico de minima especificidad. Este tiene el significado siguiente: Dada la
proposicion x(t) es A, luego cualquier distribucion de posibilidades () tal que n(t) <
ua(t) esta de acuerdo con x(t) es A en un tiempo t. Por lo anterior si elegimos m(t) <
na(t) para representar nuestro conocimiento acerca de x(t), seremos arbitrarios en la
precision. Luego la ecuacion (8.1) se puede adoptar en forma natural y realmente
incorpora el principio de minima especificidad. Cuando varias distribuciones de
posibilidades (1), TA(b),..., m"(t) son factibles para x(t) desde diferentes fuentes, el
principio de minima especificidad cobra la forma:

T T

n (t)= I_Illin ! (8.2)

=10 X(®

como una consecuencia de las desigualdades:

n (t) < n;(t) 1=1,..n

Notece que la completa factibilidad de las fuentes considera que:
T T ) T
sup l’IlliIl T (W =1

i=l,..,

Por otro lado my) (u) < 1, V u. La subnormalizacion corresponde a una inconsistencia
parcial.
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Asumamos que existen dos variables x(t) y y(t) con distribuciones de posibilidades m(t)
y 7(t) respectivamente. El principio de minima especificidad nos lleva a definir la
distribucion de posibilidades conjunta mt, (t) como:

T
Ty ()= min (n(t) , 7y(t)) (8.3)
como una consecuencia de las desigualdades

T t)y(t) (U, V)< nx(t)(u)5vv y nx(t),y(t)(U7V) < ny(t)(v)’ Vu

Las ultimas desigualdades no se toman en cuenta para ligas relacionales entre las
variables x(t) y y(t), ya que ellas son validas para toda v y toda u respectivamente. 7y
y(t) se dice que es separable y las variables por lo mismo no son interactivas. Si existe
una liga desconocida entre x(t) y y(t), la ecuacion (8.3) proporciona cotas superiores o
grados dindmicos de posibilidad, asi las conclusiones deducidas de (8.3) son siempre
correctas pero pueden tener poca informacion en un tiempo t. Desde luego que algunos
valores (u, v) pueden considerase como posibles debido a que no puede ser que:

Ty, y(t) < mTin (y(t), y(t))

Este efecto de acotamiento superior esta de acuerdo con el principio de vinculacién de
Zadeh, que establece que si x(t) esta en A luego x(t) estd en B, lo que nos daque A< B
0 Ha(t) < pp(t) en un tiempo t.

Dado un estado de conocimiento descrito en términos de distribuciones dinamicas de
posibilidades articuladas 7y (t)... Txn(t), €s posible obtener deducciones para un problema
basico de la forma (x;(t),..., Xs(t)) € B, donde B es un subconjunto borroso ordinario.
Debido a la imprecision del conocimiento disponible, (xi(t),..., Xn(t)) € B puede ser
cierto, falso, o parcialmente conocido en un tiempo t. Se evalua el estado de
incertidumbre por medio de la medida de posibilidades dinamica y la medida de certeza.

La medida de posibilidad I'l(t)(B) esta definida como:

MOB)= sup 7, (O1;0u,) (8.4)

,,,,,
(uysestty)

que nos evalua cual es el limite de extension de B en el que es consistente con 7y (t),...,
Txn(t), esto es, jcon cudl extension debe de existir alguna enedda en B que sea
compatible con el conocimiento representado por 7x(t),..., Txn(t)?

La medida dindmica de certeza, también llamada necesidad, N(B) esta definida por:

T
NeB)= inf [1-m o o@..u,] (8.5)

Up,esly)
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Nr(B) evalta con que extension el conjunto borroso con funcion de membresia igual a
Tixi(1),.., xn(ty €Std contenido en B. La ecuacion (8.5) so6lo tiene sentido si Tyi(),... xn(r) €Sta
normalizada, de otra forma se tiene que modificar la definicion de certeza.

Las medidas dindmicas de posibilidades son conjuntos de funciones que obedecen los
siguientes axiomas caracteristicos:

TNT T
VI(t),H(Uj =supII(B,.,) (8.6)
1€ iel

como las medidas de necesidad obedecen el axioma dual
T T T
“10.N( ) Sinf NGB, ) 87)

T
no se permite intercambiar ITy N en (8.6) y (8.7). Si 7txi(),... xny = MiN =1 n (), COMO

lo describe el principio dindmico de minima especificidad, y si Vi = 1,..., n, B; es un
subconjunto del universo U; que es el intervalo de x;(t), luego tenemos:

T T T T T
II(B,x...xB,)= rrllin H(Bi):Hi(Bi):lr_rllin IT.(B,))

i=l,..,n

T T T T T
N(B,+...+B,)=max N(B,)=N, (B,) = max N, (B,)

..... n eyl

donde la barra denota el complemento y ITi(t) y Ni(t) son medidas dindmicas de
posibilidad y necesidad basadas en la distribucion de posibilidades normalizadas de x;(t)
Txi(t) definidas anteriormente, donde I1(Bi(t)) es la forma corta de:

(U, x---x B, x---xB,)

En forma mas general siempre cuando Xi),..., Xn €stdn lijados la distribucion de
posibilidades 7y se puede calcular como la proyeccion de myi),... xn(r) €0 Ui.

T T T
m, (u)=TI(U, x,..xU,_, xU; xU;,;x,...xU, )= sup T () (Upsees Uy)
Uy,aUp U Uy en U,
(8.8)

y generalmente Ty ),... xn(r) < MIN(Ti(t)s---> Txn(r))-

Podemos ahora establecer los pasos de la metodologia del razonamiento aproximado.
Dado un conjunto de m distribuciones dindmicas de posibilidades m;(t),..., Tm(t) donde
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j(t) es la restriccion borrosa del conjunto de variables {xi(t) | i€l;}, sea xi una variable
cuyo valor se adquiere alrededor, con

La distribucion dinamica de posibilidades mi(t) se define con base a dos pasos de
Computacion basicos:

1. Combinacion: En virtud del principio dindmico de minima especificidad, la
distribucion dindmica de posibilidades general sera:

T
n(t)= min 7, (t)
j=l...m

2. Proyeccion: Se calcula la proyeccion de m(t) en el dominio Uy de xi(t) usando la
ecuacion (8.8).

En forma maés general la proyeccion dindmica se puede hacer por el producto Cartesiano
de dominios, si es que estamos interesados en encontrar las relaciones entre las variables
correspondientes a estos dominios.

Este es el principio dindmico de combinacion / proyeccion. Notece que la proyeccion
esta también de acuerdo con el principio dindmico de minima especificidad como en la

ecuacion (10), mi(t)(u;) se calcula del valor de mayor posibilidad de la n-eada (x,(t),...,
xn(t)) donde:

T
xi(t) = u;.

Por otra parte, cuando combinamos juntas las distribuciones de posibilidades my(t).. .
xm(t) donde m < j < n, my(t), . xm(t) se extiende al universo del discurso U; x ... x Uy por
medio de extensiones cilindricas por todos los valores,

Tx1(t),.... xn(t) (U1,..., Up) l Tx1(t).... xm(t) (U1,..., Up),

Esta extension cilindrica estd también de acuerdo con el principio de minima
especificidad, ya que éste produce la mayor distribucion dindmica de posibilidades en
Uj x ... x U, cuya proyeccion es myi(t), .. xn(t).

8.2. VARIABLES LINGUISTICAS

Una variable lingiiistica dindmica x(t) es una variable que se ordena en un conjunto
dindmico L de etiquetas simbdlicas que usualmente corresponden a categorias en
lenguajes naturales que cambian en el tiempo. Una etiqueta L en L puede ser el nombre
de un conjunto borroso dinamico de un universo del discurso unidimensional U, a
menudo una escala numérica. Sea x(t) una variable cuyo rango es U. Luego por
definicion, la asignacion X = L € L restringe los valores de x(t) en el conjunto
borroso L, por lo que define una distribucion de posibilidades
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Tx(t) l m(t)

Un conjunto de etiquetas L = {L,,..., L,} corresponde a una descripcion cualitativa de
una escala numérica U. Esto es, el conjunto borroso con nombres en L forma una
particion borrosa dindmica de U. Esto significa a lo menos que:

T T
Yu(t) e U, max 1, (u(t))>0(condicion dindmica de proteccion)
i=l,..p

T T
Vu(t) e UVi# j, min(p (1), (u(t)))<l(exclusion dinamica mutua)

Sin embargo a menudo se define una particion borrosa por medio de una condicion
fuerte:

Vu(t), Y, (u(0)=1

Sea F un conjunto borroso dindmico cuyas etiquetas estdn en L. El limite dindmico
lingtiistico h(t) estd modelado por medio de dos funciones: un modificador dinamico

my(t): [0,1] —T> [0,1]

y un traductor, una funcién qu(t) tal que:

(D =m, (D)o, (D)o, (1)

donde o denota la composicion de funciones.

Etiquetas como mucho, algunas veces, corresponden a incrementar la precision

T T T T
1’nmucho (t) °© ,"LF (t) °© qmucho (t) < MF (t) y qmucho (t) = ldentldad

0 una traslacién en U:

T T
m_ .. (t)=1dentidad y q ., (u(t))=a +u(t)

Cuando el universo U esta acotado a una escala numérica [a,b] se pueden definir
nociones como anténimos en L en términos de simetria con respecto al punto medio de
U, llamémoslo:

ey ((D) = 1 (Db + 2 — (1))

T
En particular si [a,b] = [0,1], p,, (u(t))=pq(t)(1—u(t)). Por ejemplo pequefio ahora
se puede definir como el antonimo de grande ahora.

Los conectivos l6gicos dinamicos como “y” y “0” se definen por medio de operaciones
teoricas de conjuntos borrosos dindmicos, especialmente normas t dindmicas para la

conjuncion y conormas t dindmicas para la disyuncion. Con el problema de las variables
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lingiiisticas dindmicas estd relacionado el problema de la aproximacién lingiiistica
dindmica. El problema consiste en que dado un conjunto borroso dindmico F en U, y un
conjunto dindmico de etiquetas L perteneciente a U, hay que encontrar la mejor etiqueta
en L para F. En lo anterior las variables son supuestas como simplemente valuadas, y
las etiquetas relacionadas a una variable x(t), corresponden a un conjunto de valores
mutuamente exclusivos de x(t). Existen otros tipos de variables que pueden tomar varios
valores simultineamente, y son llamadas conjuntivas en oposicion a las simplemente
valuadas que son llamadas disyuntivas. El conocimiento incompleto acerca de una
variable conjuntiva x(t) se puede modelar por medio de una distribucion dindmica de
posibilidades en el conjunto potencia de U, por ejemplo, my(t) (A) es el grado de
posibilidad de que el valor de x(t) sea exactamente el elemento de A. Cuando el
conocimiento es completo

T T T T
IB ¢ U, tal que m(t)(A) = 1,5 A = By mu(t)(A) =0, si A= B

Es claro que en este caso pp(t) no es una distribucion dinamica de posibilidades, a s6lo
que B sea un conjunto borroso dinamico.

Los problemas con variables dindmicas conjuntivas son esencialmente debidos a la
imposibilidad practica de almacenar una distribucion dindmica de posibilidades sobre
un conjunto dindmico potencia en una computadora. Es muy importante ver
herramientas eficientes de representacion para representar a m,(t) o al menos encontrar
representaciones aproximadas. El conocimiento dindmico conjuntivo incompleto puede
ser eficientemente representado por:

1. Pares de subconjuntos (B+, B) de U donde B+ es un conjunto de valores certeramente
tomados por x(t). B* es un conjunto de valores no tomados por x(t) en un tiempo
dado.

2. Cuantificadores que describen la cardinalidad de un conjunto de valores formados
por una variable dindmica conjuntiva.

8.3. VARIABLES LINGUISTICAS COMPUESTAS Y COMPARADORES
BORROSOS

Volveremos a la representacion de las constricciones para ligar varias variables. En la
literatura se han considerado tres clases de constricciones: compuestas, variables
lingiiisticas, comparadores borrosos y reglas si ... entonces borrosas.

Las variables lingiiisticas dindmicas compuestas corresponden a categorias borrosas
dindmicas complejas que involucran varias dimensiones que cambian en el tiempo y
pueden expresarse a través de combinaciones jerarquicas de variables lingiiisticas
dinamicas simples, relacionadas via conectivos borrosos dinamicos que puede ser
operaciones logicas.

Otro tipo muy comun de relaciones borrosas dinamicas son los comparadores borrosos
dindmicos que expresan igualdades dindmicas aproximadas o desigualdades dindmicas
fuertes. Una igualdad aproximada E es una relacion dindmica binaria borrosa que es
reflexiva,
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MEUOV(D) = pe(u(),v(D)

y simétrica
pE(u(t),v(1) = pe(v(t),u(t)).

Una manera simple de modelar una igualdad dinamica aproximada entre dos variables
x(t) y y(t) es usar un indice de distancia d(t) y un intervalo borroso dindmico M tal que

T
um()(0) = 1
y um(t) no se incrementa en [0,+ oo]. Asi definimos:
T T
Ty (D) = pe (W,v) = pu (d(w,v)). (8.9)
Notece que ya que d(u(t),v(t)) ; 0 s6lo es util la parte positiva de M.

T
Usando d(u(t),v(t))= |u-v‘nos permite comparar Ordenes de magnitud de variables
numéricas. Volteando M en sus complementos:

o T
M(py =1-py)

en la ecuacion (14), modelamos una expresion borrosa que expresa que x(t) difiere de
y(®).

Una relacion borrosa dindmica R tal que:
T T
He (u(®), V(D) =1 =y (max(0, u(t) - v(t))

modela méas o menos formas de la desigualdad

x(H)> y(t)
donde

Ty (WOV(D) = i (WD, V(D)).

Los comparadores borrosos dinamicos de ordenes de magnitud relativos se pueden
obtener remplazando d(u(t),v(t)), por u(t)/v(t) y escogiendo M tal que

()= 1y pa(u(t) = pu(1/u(b)),

T T
en la ecuacion (8.9), asumiendo u(t)>0 y v(t)>0. Luego modelamos una relacion
borrosa dinamica de vecindad V. El radio en el cual u esta en la vecindad de v es:

pvo (U(O¥(0) = pu (W(OV(D)

De manera similar una relacion de insignificancia es de la forma:
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e (), V(D) =y, (U() + V(1) V(1) =y (14 u(t) / V(1)

T
que expresa que u(t) es insignificante en frente de v(t) si y so6lo si u(t)+ v(t) estd en la
vecindad de v(t).

8.4. DECLARACIONES CONDICIONALES BORROSAS

La mas extensa de las variedades de declaraciones borrosas dindmicas que involucran
varias variables, es la regla “si.. luego” con predicados borrosos dinamicos.
Llamaremos una regla dindmica elemental de la forma “Si x(t) € A luego (t)e B”,

corresponde a una distribucion dinamica de posibilidades de la forma:

Ty (U1, V(1)) : s (u(®), V(D) - I(u,u(t), ngv(t))

donde I es una implicacién en logica multivaluada. Ha habido gran discusion alrededor
de la eleccion de la operacion implicacion 1. Varios puntos de vista se pueden adoptar
para tomar esta eleccion: un punto de vista puramente algebraico, una aproximacion de
deduccion orientada, y una investigacion dentro de la semantica de las reglas borrosas.
Nosotros tomaremos el punto de vista puramente algebraico.

8.5. REPRESENTACION DE LA IMPLICACION DINAMICA
MULTIVALUADA

Existen basicamente tres clases de operaciones de implicacion dinamica:
. . .y T T
1. Las basadas en la implicacion (p — q) se define como (—p A q), y es de la forma

I(a(t),b(t)) - S(n(a(t)),b(t)) (S-implicaciones)

donde S es una conorma dinamica para disyunciones multivaluadas y n es una negacion
fuerte.

2. Aquellas basadas en la idea de que la implicacion refleja un ordenamiento parcial de
las proposiciones. La principal clase de estas implicaciones esta basada en un

concepto de residuacion en las estructuras de redes con una operacion de semigrupo
T que puede ser una conjuncion

I@(0).b(t) = sup {c e [0,1]] T (a(t),c(t) < b()} (R implicaciones),

donde T es una norma dindmica triangular, y R es un residuador. Otra implicacion
como:
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0 otro valor

{I(a(t))Tl si a(H)<b(t)

pertenece a esta familia sin derivarse de la residuacion.

3. Las basadas en el punto de vista borroso dindmico de si ...en t luego ...en t entonces,
que nos llevan a la forma:

Ia(t).b(t)) = S(n(a(t)), T(a(t),b(t))) (Implicacién QL)

donde S es la conorma dinamica , n es una negacién fuerte, y T es el dual-n de S. Esta
forma aparece con un par de reglas borrosas:

Si x(t) € A luego y(t) € B
por lo tanto si x(t) Zz A luego y(t) ;5 C

se interpreta directamente como una restriccion borrosa en (x(t),y(t)) de la forma:

T T T
(x(t),y(t)) € (A xB) v (x(1),y(t)) € (—A xC). (8.10)
La interpretacion de las reglas borrosa via la ecuacion (8.10) se ha adoptado en control
borroso como un punto de vista universal.
Desde un punto de vista axiomatico, se requieren las propiedades siguientes para una
operacion I de 2 plazas que represente una operacion de implicacion:

I;. si a(t) < a’(t) luego I(a(t),b(t)) > I(a (t),b(t))

I,. si b(t) > b (t) luego I(a(t),b(t)) > I(a(t),b’(t))

I5. I(O,b(t)) = 1 (la falsedad implica cualquier cosaen un tiempo t)

L4. I(1,b(t)) - b(t) ( la tautologia no justifica algo en un tiempo t)

Is. I(a(t),b(t)) ; b(t), es la contraparte numérica de (t) —T> (p(t) —T> q(t)).

L. I(a(t),a(t)) - 1, principio dindmico de identidad.

I7. I(a(t),I(b(t),c(t))) - I(b(t), I(a(t),c(t))), principio dindmico de intercambio.

Ie. (a(t).b(t) = 1siy sélosi a(t) < b(t). La implicacion define un orden.

Lo. I(a(t),b(t)) . I(n(b(t)),n(a(t))), para alguna negacion fuerte n. Ley de contraposicion.

Sea T una norma triangular, y sea L, y R, la transformacion de T en una implicacion
tipo S y R respectivamente.

Is(t) = La(T(1)) con I (a(t), b(t)) = n (T (a(t), n(b(t))) y I = R (T(1) tal que I (a(t),
b() = sup {c < [0, 1], T (a(t)e(t)) < b()}

T T T
Notando que L, o L, (T) = Ty que L,o R, (T), produce una operacién de conjuncion
T* que no es mas grande en general que una norma dindmica triangular. Se puede
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probar que el siguiente diagrama conmuta cuando T es continua y Arquimedeana, o la
operaciéon minima:

T —* Ig
e 2. 2. 2.
i
Is — T*

Esto es que
T T T T
T=1L,0o Ro Lyo R(T),
por lo tanto si

L (Ix(a(t), (1)) = T* (a(t), b(t)

luego

L (Ir (n(b(1)), n(a(t)) = T* (b(t), a(t)) # T*(a(t), b(t)).

La operacion
T T
T* = L, o R(T),

se puede llamar una seudoconjuncién dindmica asociada a T.

8.6. IMPLICACIONES VALUADAS EN UN INTERVALO

Turksen notd que las formas conjuntivas y disyuntivas normales no coinciden en logicas
multivaluadas, cuando se usan para calcular la I(a(t),b(t)) en un intervalo. El problema
es estar seguro de que el intervalo es lo suficientemente angosto para ser informativo y

suficientemente ancho para cubrir varias implicaciones. En el caso de las formas
disyuntivas dindmicas (FDD) y conjuntivas dindmicas (FCD) normales se tiene:

G (pT(t)i q(g))iﬁp(q v q(t) T T
(FDD) (p(t) - q(t)) = (p(t) A q(®) v (=p(®) A q(B) v (=p(t) A —q(®))

lo que nos lleva a las siguientes contrapartes multivaluadas para la implicacion
dinamica:

e Una implicacion dindmica tipo S para (FCD) (a(t) —T> b(t))
e (EDD) (a(t)—> b(t)) = S(T(a(t).b(v), T(n(a(t).b(t)), T(n(a(t).n(b()))

La motivacion principal de la aproximacion del intervalo valuado es que generalmente:

(FDD) (a(t) - b(1)) < (FCD) (a(t) - b(1))

para muchas familias de normas y conormas triangulares que son n-duales.
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También los presupuestos si ... luego... se pueden expresar por implicaciones valuadas
en intervalos. Un modelo complicado para si x(t) es A luego y es B borroso dinamico,
se hace por medio de reglas que pueden expresarse por medio de una clase especial de
conjuntos borrosos dindmicos del tipo 3. Consideremos un conjunto borroso en U x V
con grados de membresia que son descritos como un conjunto borrosos de intervalos
valuados en el tiempo. Particularmente consideramos cantidades de la forma mp/a
(u(t),m(v(t))) en lugar de my; (u(t),v(t)), donde np/a depende de A y B y es valuada en un

intervalo y m(v(t)) es el grado de posibilidad de que y(t) . v(t).

8.7. RESULTADOS EN CONDICIONAMIENTO

Otros resultados significativos del modelado de las reglas si ... luego ..., es la distincion
entre la condicional y la implicacion material. Como es conocido en teoria de la

T T
probabilidad P(B | A) # P(—=AvB), y que una probabilidad asociada con una
declaracion condicional refiere mas a menudo a una probabilidad que a una condicional

T T T
légica A— B=—Av B. Sea myy), y¢y una distribucion de posibilidades conjunta. Una
condicién natural para la definicion de una distribucion de posibilidades condicional,
deriva de los siguientes requerimientos:

Posibilidad (x(t) = u(t) A y(t) = v(t)) = Posibilidad (y(t) = v(t)
dado

xe = u(t))s Posibilidad (x(t) = u(t)) 8.11)

Si la ecuaciéon (8.11) es valida para medidas de posibilidad dinamica, el resultado en
ecuaciones funcionales forzan a

T T
e a ser un producto si e es extrictamente monotonica

((a(t)<b(t) y c(t)> (1)) 0 ( a(t)=b(t) y c(t)>d(t)) implica a(t) e b(t) > c(t) e d(1)).
Por lo tanto cuandoI es estrictamente 1sotonico

(a(t)>b(t) y c(t) > d(t) > a(t) e b(t) > c(t) » d(1)),

luego la operacion dindmica minima también se permite. Como una consecuencia se
define la distribucion condicional dindmica de posibilidades por:

T, (o (U(t), V(t))i Teoyy (), V(1)) *mtx (u(t))

T
donde myy es la proyeccion de myq)yr con *= producto o minimo. Cuando e =
producto, Tty corresponde a una distribucion dindmica condicional, en términos de
una distribucion dinamica de posibilidades valuada por intervalos.
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T
H )
TCotyxct) (u(t),v(t))= Tty (u(t), v(t)) st Tyt

< Ty (WD) = [ (00, VO)1] 8 Ty (D), V(D) = (WD) (8.12)

La ecuacién (8.12) expande el intervalo dinamico de soluciones admisibles de punto
valuado. Para poder seleccionar una distribucion dindmica de posibilidades de la
ecuacion (8.12), debemos notar que 7y debe de ser normal, mas especificamente,
Yu, 3v, Ty (V(E), u(t)) = 1 ya que por definicion myy ) produce una distribucion de
posibilidades en y(t) cuando se conoce x(t). Siempre es posible satisfacer este
requerimiento debido a que:

T T
Sup u Tx(t), y(t) (U(t), V(t)) = T (u(t))
Se puede seleccionary

T T
Vo€ V() = {v]m v (0 v) =7 (w)}
y definir
T
T .
Yu, (nx(t)/y(t) u, V) = Iy 81 Vivu (813)
1 en otro lado

Esta definicion tiene la ventaja de continuidad con respecto a las variaciones de Tty
y satisface loe requisitos minimos de informacion de distancia. La eleccion de vy
permanece arbitraria de forma tal que pueden ser candidatas varias distribuciones de
posibilidades.

Otra aproximacion es tomar el principio dinamico del minimo de la ecuacion (8.12) y
escoger:

T
T .
(Mo U V) = 4 Txtoow  SLVEV, (8.14)

1 en otro lado

La pregunta ahora es como figurar cuando una regla borrosa del tipo “si x(t) es A, luego
y es B” nos lleva a una distribucion condicional de posibilidades en el sentido de las
ecuaciones (8.11 a 24). ;Dada una representacion de una declaracion condicional del

. s . s T . . .y
tipo pa — U y una operacion de combinacion * , es pa * pa — p una distribucion de
posibilidades adjunta? Esto nos lleva a la identificacion de una my con pa y 7ty y con pia *

LA _T> pen (8.11) y sugiere que pa es la proyeccion de pia * pa _T) s en el intervalo de x.
T T
sup , (u(0)* Ik, (u(t)), 1g (vV(1)) =, (u(t))

La traslaciéon dinamica de declaraciones que son explicitamente cualificadas como
parcialmente ciertas o no completamente seguras, ya que cambian con el tiempo. En
esta seccion se revisa la representacion de este conocimiento, considerando a las
declaraciones borrosas dindmicas como aquellas en las cuales un cuantificador dinamico
esta implicito, y llamaremos disposiciones dinamicas.
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8.8. CALIFICACION DE VERDAD

Una declaracion s6lo puede ser cierta con respecto a otra declaracion en un tiempo
definido, lo nos lleva a tratar con declaraciones parcialmente ciertas reconstruyendo las
declaraciones verdaderas que subyacen en ella en un tiempo dado, de acuerdo con la
equivalencia siguiente:

T T
“x es A es t-cierta <> 3 B, “x es cierta y pug = f(us, Ha)

donde 1 es un valor dinamico borroso de verdad cuyo significado como “al menos cierto

2 ¢

hoy”, “no muy cierto mafiana”, etc.

Para ser mas precisos es necesario definir el grado de verdad de una declaracion borrosa
“x(t) es A” dado que “x(t) es B” en este tiempo. Cuando B = {uy} el valor de verdad de
“x(t) es A” es simplemente pa(up). En forma mas general el grado de verdad de “x(t) es
A” sera el conjunto borroso dinamico t definido via el principio de extension:

T

r sup{us(u(t»

o i (u(D)=r

(8.15)

u

0si 1 (=0

T es igual a pa (B), el grado de membresia definido en el conjunto borroso dindmico A,
de un elemento x(t) imprecisamente localizado, restringido por pgy. La funcion de
membresia de s (B) se denotara por pa | por simplicidad. La ecuacion (8.15) suguiere
que si “x(t) es A”, pa(t) (B) es cierto dado que “x(t) es B” es cierto. Inversamente, dado
que “x(t) es A” es t-cierto”, el conjunto borroso dinamico B, al que “x(t) es A es t-
cierto, dado que x(t) es B”, es una solucion de la ecuacién (26), donde son dados Ty Ha.
El principio de minima especificidad nos lleva a considerar la gran solucion:

s (u(0) =41, (1 (u(1))) (8.16)

La ecuacion (8.16) permite que los conjuntos borrosos dinamicos de [0,1] sea
interpretados en términos de valores de verdad:

o “x(t) es cierto” debe de ser equivalente a “x(t) es A” de forma tal que el conjunto

T
borroso de [0,1] con funcion de membresia w(t)=r pueda ser llamado cierto en un
tiempo t.

o T
e “x(t) es falso” debe de ser equivalente a “x(t) es A” con p, =1 - pa y luego el
T
conjunto borroso [0,1] con funcion de membresia p(t) = 1 - t se llama falso en un
tiempo t.
e “x(t) es A es desconocido” debe de ser equivalente a “x(t) es U” donde U es el

dominio de x(t) y luego, el conjunto [0,1] corresponde directamente al caso de un
valor desconocido de verdad.
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Los valores usuales de 1 y 0 se recobran cuando A y B son claros, dijamos:

SiB c A, luego ua(B) = {1} (cierto)
Si B A luego ua(B) = {0} (falso)
mientras que siBNA# ¢y BNA#¢,u, (B)= {0,1} (desconocido)

Si s6lo B es borroso dindmico, pa(B) tiene su soporte en {0,1}, asi que si A no es
borroso dindmico hace que la declaracion “x(t) es A es t-cierto” no tenga sentido, ya
que T es un subconjunto borroso dindmico de [0,1] que representa un valor de verdad
intermedio, a menos que interpretemos “x(t) es A” como “x(t) no esta tan lejano de A”.
Si A es claro, “no tan lejano en este momento” es borroso dindmico.

Similarmente la ecuacién (8.16) no se puede aplicar a un conjunto borroso cuando T es
un valor intermedio preciso.

T2 {tht € [0.1],

luego la ecuacion (8.16) puede obtener un valor de x preciso a ser recobrado,

T T
x € {u | pa (u) = t},
que algunas veces se reduce a un simple valor.

La paradoja producida por valores precisos de verdad asociados a proposiciones
borrosas dindmicas se resuelve en la practica por el hecho de que nadie estd en la
posibilidad de volver a proveer un valor borroso dindmico. Por ejemplo esto es medio
cierto ahora se puede traducir en una forma borrosa dindmica por r = 0.5. En forma mas
general nos permite interpretar decaraciones como: “x(t) es A, es r-cierto” t € [0,1],

T
usando un valor borroso de verdad 1, tal que p; (t)= 1, p; es continua como:

T . T T
w(t)=r/r si0<r <r
T

T T
pt)y=>0-r)/d-r)sil>r >r

Esta familia interpola entre los valores continuos de verdad “cierto” y “falso”. “x(t) es
A, es r-cierto” indica que los valores mas pausibles de x(t) son aquellos que pa(x(t)) es
grande, o “es cierto que my = pa” . La eleccidn entre un significado y otro es cosa de
contexto. Esta ambigiiedad persiste cuando se cambia verdad por t-verdad, donde t
puede ser un valor intermedio. En ambos casos el modelo determina de que la
declaracion dinamica cualificada de verdad, es equivalente a la declaracion borrosa
dindmica
T T

“x(t)es B” con pg = i o Ua.
El problema crucial es la traduccion de los cualificadores de verdad del lenguaje natural

en conjuntos borrosos dindmicos adecuados de un intervalo unitario. La interpretacion
que
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T
Tx = Ua de “x(t) es A es cierto en un tiempo t”

nos permite ver a “cierto en un tiempo dado” como un valor borroso dinamico. Sobre
los valores de verdad diferentes de verdad, tendemos a olvidar los valores borrosos
dinamicos de verdad tales como el soporte de B, con

T T

HB = H‘C o HA)

que estrictamente caen en el soporte de A que son valores precisos. La otra
interpretacion pa (x(t)) es alto hoy se refiere a valores de verdad que especifican a A
por restringir los valores de x(t) a niveles de corte de A, por ejemplo.

T
Sea BC A. Esto es lo que pasa cuando se llaman los valores de verdad como muy cierto
ayer, con Hmuy cierto(I(t)) = r(t), V r € [0,1]. Luego por definicion “x(t) es A es muy
cierto” es equivalente a “x(t) es muy A”. En lenguaje natural no es claro que

2 13

expresiones tales como “muy cierto ahora”, “absolutamente cierto mafiana”, que a
menudo se interpretan como t = 1 en la literatura borrosa, tienen significados por si
mismos si consideramos que nada es mas cierto que falso en un tiempo t.

Otros ejemplos de valores borrosos dinamicos de verdad consideran el dual de la
ecuacion (26) cambiando sup en inf y usando 1 en lugar de 0 cuando

-1 T
Ha (1)=9,
por ejemplo el complemento del valor borroso de verdad de “x(t) es A” dado que “x(t)

no es B”. Estos dos valores de verdad estdn de acuerdo con cualquier otro, cuando pa
esta dentro de la inclusion:

T
(B cp, (B)
Otra cantidad de interes es p (B) que es el anténimo de pa (B), en la escala [0,1].

Sea:

Hp (=R p(1-1)

Este antonimo expresa el hecho de que dado “x(t) es b”, “x(t) es A es 1* es equivalente
a “x(t) no es A es el ant(t)”.

8.9. CALIFICACION DE CERTIDUMBRE Y POSIBILIDAD. EL CASO
PRECISO.

Consideremos como Zadeh nociones locales tanto a la verdad como la certeza
dindmicas y la posibilidad. Dado que “x(t) es B”, por ejemplo
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T
Txty = UB

la posibilidad dinamica (respecto a la certeza) de la declaracion borrosa dinamica “x(t)
es A” refleja la consistencia (respecto a la vinculacion légica dinamica) de A con B.
Cuando A es preciso estas nociones son capturadas por los grados de posibilidad I[1(A) y
de necesidad N(A) obtenidos de 7ty = ug.

A la inversa, si una declaracion incierta de la forma “x(t) es A es cierta en grado o,

donde A es precisa, si encontramos la declaracién verdadera que subyace “x(t) es B”
nos lleva a resolver para pp la ecuacion funcional:

T T T
N(A):i;g[l— g (u(t)]=o (8.17)
la cual por el principio de minima especificidad nos lleva a:
T T
 (u(t) =max(p , (u(t),] - o) (8.18)

Notese que en (8.17) la igualdad se puede cambiar en una desigualdad N(A)ga sin que
se cambie el resultado, asi que la declaracion dindmica cualificadora de verdad se debe
de interpretar como “x(t) es A es a lo menos cierta con grado de verdad o en un tiempo
t*. Cuando a = 1 (Certeza total) la ecuacion (28) nos lleva a que A =B, y cuando a =0,
la ecuacion (8.18) nos lleva a que B = U (total ignorancia).

En el caso de declaraciones de imposibilidad cualificada como “x(t) es A es al menos
posible en grado B es equivalente a decir “x(t) no es A es a lo menos posible en grado
1 - B* debido a que

N(A) S I1(A)

Mas dificil es tratar declaraciones del tipo “x(t) es A es al menos 3 posible”. Para esto
debemos de resolver la ecuacion:

TI(A) = supp (u() 2P (8.19)

Si aplicamos el principio dinamico de minima especificidad llegamos a nada, pero ug
(u) =1 Vu, la informacién no informante nos dice algo no trivial.

Para salirnos de este problema tenemos dos soluciones:

e Interpretamos la declaracion como una meta distribucion dindmica de posibilidades,
que sera el conjunto:
B T
A, ={n

sup m(u(t)) 2B
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e Interpretando “x(t) es A es al menos posible en grado 3 en el tiempo t*“ como “todos
los elementos de A son valores posibles de x(t), al menos con grado Ben el tiempo t*,
lo que nos lleva a establecer en x la siguiente constriccion:

Yu(t), 1, (u() = min(y (u(t)),B) (8.20)

Notece que (8.20) implica (8.19) pero no inversamente, asi que cuando 7y satisface
(31), es adentro de Ag. La ecuacion (8.30) se puede escribir en forma de conjunto

valuado como

p() = [min (ua(u),p).1],

donde B es un subconjunto borroso dindmico de intervalo valuado. Si las ecuaciones
(8.30) y (8.19) se usan para interpretar la declaracion de incertidumbre precisa “x(t) es
A es exactamente posible en grado a en un tiempo t*, vista como “x(t) es A es al menos
posible en grado o en un tiempo t“, se obtiene una declaracion equivalente “x(t) es B*“
tal que:

e (u(1)) = minaL o (u(t)), max(es] ~ i, (u(1))

8.10. REGLAS DE CUALIFICACION DE VERDAD

Cuando A y B son conjuntos borrosos, “si x(t) es A luego y es B” tiene el significado
“las mas de las x(t) son A, las mas de las y = f(x(t)) son B”, que describe el hecho de
que hay una funcién del supA al supB tal que la imagen de A a través de f esté
contenida en

T
B(f(A)c B),
que se lee como:

T
Vu, pa(u) < ps(f(u(t)))
que ha sido propuesta como una funcién borrosa dindmica de un conjunto borroso

dinamico A a un conjunto borroso dindmico B. Esta ecuacion, introduciendo la norma
triangular T:

u(t), sup [ua(u(®) | fu(0)= v(t)] < pa(v(t)

8.11. REGLAS DE CUALIFICACION DE INCERTIDUMBRE
T
Existen situaciones cuando la regla borrosa dindmica significa “las mas de las x(t) € A

T
y lo mas confiable es que y(t) € B”. Una traslacion simple de este tipo de reglas es la
desigualdad:
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YU, pa(u() < guo(B)

donde g, (B) evalta el grado de confianza de la declaracion “y es B” cuando x = u. La
funcion g, puede ser cualquier clase de medida de incertidumbre acorde con la
confianza expresada en la regla.

La interpretacion semantica de las reglas borrosas posibilita a seleccionar una funcién
de implicacion de acuerdo con el significado de la regla. Para algunas de estas reglas, el
principio de minima especificidad es suficiente para derivar la distribucion de
posibilidades que subyace bajo la regla.

8.12. EL MODUS PONENS GENERALIZADO
El modus ponens generalizado es una forma de inferencia en el que se involucran

predicados borrosos dindmicos. En una forma simple se puede plantear de la siguiente
forma:

e De laregla: “si x(t) es A luego y(t) es B”
e y(t) el hecho: “x(t) es A’”
¢ se puede inferir que: “y(t) es B*”

donde B’ se calcula de A’, A y B. En la practica la regla se expresa como una formula
logica, por medio de la operacion f que es generalmente una implicacion, y que se

interpreta en el sentido semdantico como una distribucion condicional dinamica de
posibilidades

Toyv | xn = (1A, BBw)-

Luego B’ se obtiene por medio del principio de combinacidon/proyeccion bajo la forma:

by (v(0) = sup min[ . (u(), £(3t (u(). 1 (V(D)]

donde f(a(t),b(t)) = I(a(t),b(t)), implicacion o T(a(t),b(t)), una norma triangular.
Para seleccionar la operacion f, de forma tal que B’ satisface intuitivamente propiedades

satisfactorias de acuerdo con la semejanza entre A y A’, se han sugerido los siguientes
axiomas:

T
.B>o B

[u—

Ay ; Ay :T> By’ ; B,’(monoticidad)
A’ i —-A :T> B’ i V (De no A se sigue la ignorancia)
Simetria entre modus ponens y modus tollens:
SiB’ - A’ o m f (A,B), luego —A’ - —.B’Z m(f(A,B))
5. B é B,si A’ é A

Eal el
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Otro conjunto de axiomas pueden ser:

T T
6. A o ,, f(A,B) = B Coincidencia con el modus ponens clasico

T T T
7. Siempre (1) [muy A] o , f(A,B) = B donde pmuy A = (;,LA)Z, o (ii) [muy A] ° n f(A,B)
T
= muy B.
T T T

8. [mas o menos A] o (A, B) = mas o menos B, donde umasomenosg = up

9. Siempre (1) —A o , f(A,B) = Vo (ii) —|A o mf(A,B) = —B

172

Para la formulacion dada por una operacion dindmica de combinacion m que deriva una
funcioén de implicacion I tal que de nuevo

T T
nI(AB) = B

Por supuesto los resultados son similares y se obtienen de resolver la ecuacion funcional
SUPm[MA (u()),I(k 5 (u(t)), MB(V(t))] g (v(t) (33)
donde m es la incognita, o la ecuacion dindmica relacional borrosa:

sup M1, (u()), 1y (u(t), V()] = 1y (V(D) (34)

donde pgr es la incognita. La ventaja de la formulacion de la ecuacion (33) es que
presenta la necesidad de especificar las propiedades de la operacion dindmica de
combinacion m, en términos de que inferencia dindmica se produce. Se cuenta con
cuatro propiedades:

M, = m(a I(a b)) <b es 1 del modus ponens
Mz = m(l 1) =1 es el modus ponens

M;= m(O 1) 0 de acuerdo con 3 del modus ponens y M,

T
My=a < a :>m(a b) < m(a’,b) de acuerdo con 2 del modus ponens.

La formulacion de la ecuacion (34) insiste en el principio dindmico de
combinacion/proyeccion (la composicion sup-m) es el bloque de construccion basico
del proceso de razonamiento dindmico y deriva la implicacién como una aplicacion del
principio de minima especificidad.
Variantes de la deduccion borrosa

Existe una contradiccion entre tres requerimientos:

T T
e El principio de minima especificidad: Nos dice que si Ty = Ha Y Ty |x = I(Ha, UB),

luego la menor distribucion dindmica especifica de posibilidades en (x(t),y(t)) es

T
min (1, [(1a, uB)), forzando m = min.
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e La coincidencia entre el modus ponens clésico y el modus ponens dinamico cuando
A=A

e FEl empleo de varias implicaciones bien portadas para modelar las reglas borrosas
dindmicas.

La tnica forma de eliminar las contradicciones entre los tres planteamientos es eliminar
el axioma 6 del modus ponens dindmico y aceptar que en algunas situaciones, de A y
una regla borrosa dinamica, donde el predicado borroso dindmico A aparece en la parte
de condicion dinamica, B no se sigue necesariamente.

8.13. APROXIMACION LOGICA DEL RAZONAMIENTO APROXIMADO
DINAMICO

Claramente, si los predicados borrosos dindmicos estdn presentes en la parte
condicional de una regla y si €sta es precisa por tener informacion disponible, el alcance
en el cual una condicidon elemental se satisface, se interpreta naturalmente en términos
del grado dindmico de membresia de la informacién correspondiente al conjunto
borroso dindmico que representa al predicado dindmico. Cuando soOlo se tiene
disponible informacion incompleta, el patrén borroso dindmico genera problemas para
estimar cual es el alcance, y si es cierto que la condicion se satisface en el tiempo. Esta
ultima situacion ocurre en forma particular cuando las conclusiones borrosas dindmicas
son permitidas en las reglas, y las reglas se usan en cascada en el proceso de
razonamiento dinamico.

Vamos a ver los puntos de combinacion y propagacion usando operaciones dindmicas
totalmente conectivas composicionales. Empezando con la regla de produccion “si p(t)
luego q(t)” donde p(t) es una condicién compuesta de la forma “p;(t) y ... pa(t)”:

1. El grado de satisfaccion asociado a p(t), dijamos d(p(t)), se supone que es de la

forma: d(p(t)) = d(pi(H) * d(pa(t)) * - * d(Pa(1));

2. Laevaluacion del grado d(q(t)) asociado a q(t), se ve como el problema llamado

T
problema disociado: de d(p(t)) y del grado asociado a la regla d(p(t) — q(t)) donde
T T
d(p(t) — q(®) = I(d(p()), d(q(1)))
y I alguna funcion conectiva de implicacion multivaluada, se encuentra d(q(t));

3. La fusion de grados d'(q(t)), ... , d*(q(t)) obtenida de k diferentes cadenas de
inferencia se logra por medio de alguna combinacién de funciones C bajo la forma:

Cd'(q(®)), ..., d(q(®))).

Asumamos que todos los grados d(p(t)) considerados pertenecen al intervalo real [0,1]
por simplicidad. Los candidatos naturales para la operacion * son las operaciones

llamadas normas triangulares dindmicas, como
T

* = min, * = producto,a *b = max (a+b-1, 0).
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Sin embargo no sélo se pueden considerar operaciones conjuntivas como promedios
para la operacion * cuando se consideran algunos efectos compensatorios o deseables
entre los grados de satisfaccion de condiciones elementales.

8.14. FACTORES DE CERTIDUMBRE Y LOGICA MULTIVALUADA

La propagacion se puede ver como un problema de separacion, dijamos, vemos para el
limite inferior de d(q(t)), conociendo los limites inferiores de d(q(t)) y de

a0 —> q(t).

Eso corresponde a una extension del esquema del modus ponens en l6gica multivaluada.
Del limite superior en d(p(t)) y del limite inferior en

d(p(t) — (1) 0 en d(=p(t) —> —q(1),

se puede obtener un limite superior de d(q). Esto corresponde a una extension del
esquema del modus tolens. Consideremos una funcion de implicacion de la forma

dip — q) =1-A(d(p), I -d(q))

donde A es una norma triangular continua que modela una operacién de conjuncion; es
tal que

T
d(p = q) = d(=p = —=q)
si A es simétrica. Tenemos un primer patrén de propagacion:
T T
dp—>q) >a

T T
d(q »p) 2 & (8.20)
T T
b <d(p) < B

T T
1 —In(b, 1-a) <d(q) < In(1-B,1-a’)

donde Iy es la funcidon de implicacion definida por residuacion de A, llamémosla:

T T T
Ir(r, t) = sup {s, s € [0,1], A(s, 1) < t}

El intervalo que contiene a d(q) de acuerdo con el patron I puede ser vacio. Este es el
caso por ejemplo sia=a’ =1y b =B =0.05. Esto significa que en este calculo,

d(p), (p > q9),yd(q — p)
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no son independientes, por ejemplo, algunos valores de d(p) son prohibidos. Dados

T T
dip > @)y d(q = p).
Por contraste, con

dp > @) = T(d(p), d(@)

tenemos dos patrones de inferencia distintos porque I no es igual a su reciproco:
T
dp > q=a

i
dgq—>p =22 (8.21)
T T
b < d(p) <B

A(b, a) ;d(q) I (2’, B)

T T
dp > q >a
.
d(—=p < —q)>a’ (8.22)
T T
b —>d(p) < B

A, a) < d(q) < In (2, B)

Se puede verificar que el limite inferior de d(q) en (8.21) y (8.22) nunca seran mayores
que las cotas superiores, de forma que el intervalo que contiene a d(q) nunca es vacio.

Las cotas superiores e inferiores que se ven debajo de los patrones (8.20)-(8.22)
sugieren una solucion a la combinacion de problemas de la forma:

.....

para definir las cotas finales para la conclusion g, donde di«(q(t)) y d*i(q(t)) denotan los
limites inferior y superior dados por la derivacion i.

Cuando el limite inferior resultante llega a ser mayor que el limite inferior resultante,
después de los pasos de la combinacion, se interpreta como una contradiccion en la base
de conocimiento. Nétece que los patrones (8.21) o (8.22) junto con esta combinacion de
pasos lleva la conclusion g; al limite inferior.

d(q(1) = max A(b, (1),a,(1))

i=l,...k

.....

T T
donde a;; < d(p; — q;) es el factor de certeza asociado a la regla “si p; luego q;” y b; <

d(p;) es el factor de certeza asociado al hecho p;. La parte derecha de la desigualdad se
puede ver como una composicion tmorma max de una relacion borrosa (a;j), con un
conjunto borroso (b;).
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8.15. EL PUNTO DE VISTA TEORICO POSIBILISTICO DE LOS FACTORES
DE CERTEZA

Para clarificar el significado de los nimeros asociados a la formulacion logica en los
patrones de inferencia deductivos, se han asumido conocidos ciertos limites para el
valor de la medida de incertidumbre de proposiciones que forman la base de
conocimiento. Esta medida de incertidumbre puede ser una medida de probabilidad, de
posibilidad, de necesidad, etc. Esto significa que los grados no son composicionales con
respecto a los conectivos l6gico. En el caso de una medida de necesidad N que por
definicion satisface la propiedad

N A @) = min (Np).N(Q)).

se pueden establecer los siguientes patrones:
T
N(p —>q)=a

.
N(gq@—>p=za (8.23)
T T
b < N(p) <B

T T T
min(b, a) < N(q) <1sia’ < B,y B en otro valor

T T
Se ve claro que el patron (8.23) es un caso especial del (2) donded = N, A = miny I
es la implicacion dinamica de Godel.

Con las medidas de incertidumbre se tienta uno a reemplazar la implicaciéon material por

condicionamiento en los patrones. Una medida condicionada de posibilidad IT(: | p(t)) se
define como que satisface la relacion

I (p(t) A q(t) = min (T (q(®) | p(®), TI(p(t).

El principio de minima especificidad nos lleva a definir TI(- |p(t)) como la mayor
solucion de la ecuacién, dijamos:

T(q(t)|p(1)) = 1 si T1(q(t)) ATT(p(t))

T

IT(q(t) ATI(p(t)) en otro valor
La condicion dual de la medida de necesidad es simplemente

N@® | p(®) = 1 - TI(—q(®) | p(v),

luego cambiando la implicacion dentro del condicionamiento en el patron (4) se produce
la misma conclusion. Por lo tanto, se puede obtener un fuerte patrén de inferencia
usando la ecuacion de condicionamiento y la definicion de una medida de posibilidad
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I (p(®) v q) = max (T (p(t)), TI(q(D):

M(q) = max (min TIq(®) | p(®), T (p(t))), min TI(G(®) | ~p(t)), T (—p())).

Este patron es mds fuerte que la version condicionada de (4) y estd en completo acuerdo
con el principio de combinacién/proyeccion de Zadeh.

8.16. UN PARADIGMA DE LOS SISTEMAS DE INFORMACION

La frecuente confusion que existe en la relacion entre la verdad y la incertidumbre en la
literatura del razonamiento aproximado, aparentemente se debe a la carencia de un
paradigma dedicado a interpretar la verdad parcial y los grados de incertidumbre en una
estructura simple, aunque la distincion entre los dos conceptos se halla realizado mucho
tiempo antes. Tal paradigma se puede inspirar por el punto de vista del sentido comun,
como la compatibilidad entre una declaracion y la realidad. Esta primitiva definicion de
verdad ha sido criticada por los filésofos, sin embargo puede ser levemente modificada,
si cambiamos la debatible palabra “realidad” por la frase qué sabemos acerca de la
realidad, en un tiempo dado. Luego calculando el valor de verdad de una declaracion S
en un tiempo t, se puede estimar su conformidad con una descripciéon D que es lo que se
conoce del estado actual del hecho. Como una consecuencia la evaluacion de la verdad
es un procedimiento de apareamiento de un patréon semantico en un tiempo. Se pueden
encontrar la siguientes situaciones:

1. Declaraciones dindmicas precisas con informacion completa. S es una declaracion
bien definida sin ningun predicado o cuantificador vago, y D es una descripcion
dindmica precisa (completa) de estado actual del hecho. Siempre D es compatible
con Sy S es verdad, o D no es compatible con S y S es falsa. Esta es la situacion
que se maneja en logica clasica.

2. Declaraciones borrosas con informacion completa. En este caso la conformidad de
S con respecto a D llega a ser materia de grado porque S contiene predicados o
cuantificadores dindmicos vagos, y el estado actual del hecho puede ser por ejemplo
una frontera. Por ejemplo la declaracion S para evaluar “Hoy Juan es alto” si
sabemos que hoy Juan mide 1.75 m, es una situacion en la cual no podemos decir si
es completamente falsa, o completamente cierta. Luego lo que se puede llamar un
grado de verdad (S ‘ D)e€[0,1] se puede asociar a la declaracion S, con un valor de
verdad de t(S | D) = Waiwra(1.75), donde (S | D) = 1 significa que S es totalmente
cierto y (S | D) = 0 significa que S es falsa. Esta situacion tiene que ver con la
logica multivaluada y en especial con la de funcionales de valor.

3. Declaracion precisa con informacion incompleta. En este caso la conformidad de S
con respecto a D no describe el estado actual del hecho. Por ejemplo, pueden ser d,
d’ dos estados distintos de hechos pero compatibles con D, de tal forma que d es
compatible con S, pero d’ es compatible con no S’. Por lo anterior el valor de verdad
de S, que es siempre cierto o verdadero se puede desconocer. Se puede asociar un
grado de posibilidad I'I(S) a S que por convencion I1(S) = 0, significa t(S | D)=0,S
es falso y I'(S) = 1 significa que t(S | D) es desconocida. S es verdad se expresa
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también por II(no S) = 0, o en forma equivalente por: N(S) = 1 - Il(no S) = 1,
donde N(S) se interpreta como un grado de certeza. Es pertinente hacer notar que
este tipo de convenciones son naturales cuando D es un subconjunto ordinario de
estados de facto. Cuando D es un subconjunto borroso, ITy N admiten grados y son
medidas tipicas de posibilidad y necesidad. Cuando D es una distribuciéon entonces
el grado de incertidumbre asociado a S es un tnico grado de probabilidad P(S) =1 —
P, no S. Luego en la situacién de un conocimiento incompleto, la incertidumbre
asociada a la declaracion S toma la forma de uno de dos niimeros, dependiendo de la
naturaleza del conocimiento disponible. Es claro que estos nimeros no son grados
de verdad, sino que solo nos reflejan el estado de la creencia acerca de la verdad o
falsedad de la declaracion.

4. Declaraciones borrosas dindmicas con informacion incompleta. En este caso la
verdad es materia de grado y puede ser mal conocida. En otras palabras para cada
valor de verdad a = 1(S | D) representa el grado de conformidad de la declaracion
borrosa S con un estado preciso del facto d compatible con D, corresponde al grado
de incertidumbre de que S tenga un valor de verdad a, que refleja la incertidumbre
de que d sea un estado de facto cierto. Esta es la situaciéon mas compleja. Cuando S
y D, ambos se pueden expresar como conjuntos borrosos t(S | D)es un valor de
verdad borroso.

8.17. EL PROBLEMA DE COMPOSICIONALIDAD

Un importante resultado de la anterior interpretacion de la verdad es que los grados de
incertidumbre no pueden ser composicionales para todos los conectivos.
Especificamente no existen operaciones L y * en [0,1], no hay funciones de negacion f
tales que las siguientes identidades valgan simultdneamente para todas las proposiciones
Si1, Sz, S donde g permanece para una funcion valuada en [0,1] que se destina para
estimar la incertidumbre:

T
1. g(no S) = f(g(S))
T T
2. g(S1 A S2) = g(S1)*g(S2)
T T T
3. g(S1v S =g L g(S)
Mas especificamente 1-3 vinculan VS, g(S) = 0 o, g(S) = 1. Por ejemplo estamos en el

caso deterministico donde una declaracion es siempre cierta o falsa. Se permiten otras
formas de composicionalidad, por ejemplo:

I1(S; v S2) ~ max (II(S1), TI(S2)),

en teoria de posibilidades, pero generalmente

T T T
I1(S1 A Sz) > min (I1(S)), [1(S,)).
La igualdad

II(S1 A S) = min (TI(S)), T1(S2))

es valida so6lo para proposiciones que pertenecen a variables no interactivas. La anterior
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imposibilidad que resulta es una nueva forma de afirmar un hecho bien conocido, que el
intervalo [0,1] no se puede equipar con una estructura de Algebra Booleana.

Este resultado se base en la consideracion que las proposiciones a evaluar no son
borrosas y por lo mismo pertenecen al algebra Booleana. Por contraste, los valores de
verdad de proposiciones borrosas se pueden considerar composicionales cuando pueden
ser evaluados precisamente, cuando no existe incertidumbre que perturbe la
informacion. Esto por el hecho de que conjuntos cerrados de proposiciones borrosas no
son algebras booleanas mas largas. Por ejemplo si usamos max, min, 1 — (-) para
expresar la disyuncidn, conjuncidén y negacion de proposiciones borrosas equipando
conjuntos de estas proposiciones con una estructura distributiva de trama, que es una
estructura mas fuerte que el algebra Booleana y que es compatible con el intervalo
unitario. Algunas veces argumentos contra los conjuntos borrosos confian en topicos
composicionales. Estos argumentos se pueden basar en la fuerte consideracion de que el
algebra de proposiciones a ser evaluada es Booleana o que los grados de verdad intentan
modelar incertidumbre.

La presencia o ausencia de reglas composicionales es un criterio para distinguir entre
logica de grados de verdad que maneja proposiciones vagas bajo informacién completa,
y logica de incertidumbre que maneja proposiciones clasicas bajo informacion
incompleta.

El hecho de que la informacion imprecisa e incierta, que se representa en la teoria de las
distribuciones de posibilidades se pueda algunas veces expresar lingiiisticamente en
términos de predicados vagos, que se representan por conjuntos borrosos, no nos
permite pensar en que exista una confusioén entre grados de posibilidad, que reflejan
incertidumbre, y grados de verdad. De acuerdo con Zadeh, la informacion “Juan es
alto”, se puede representar por la distribucion de posibilidades 7y donde Taiura (Juan) €5t4
definida por:

T
Vu m(u(t)) = pa(u()) (1)
para nuestro ejemplo:

Taltura (Juan)(u(t)) = ualtura(u(t))-

Esto no significa que el grado de posibilidad y el grado de verdad son la misma cosa.
Desde luego Taiwra uan) €stima en que grado es posible que la proposicion “altura (Juan)
=1u” sea verdad conociendo la informacién disponible, mientras para(u(t)) estima que
tan verdadero es que alguna persona cuya altura sea precisamente u, sea alto. Luego
como grado de posibilidad y grado de verdad respectivamente TMaitura (Juan)(U(t)) y
Haitura(U(t)) ni se refieren a la misma, ni al mismo estado de conocimiento. Lo que (1)
expresa es que si conocemos que Juan es alto, los mas o menos valores de esta altura
son precisamente los mas o menos compatibles con el predicado vago de altura. La
asignacion (1) expresa que el grado de posibilidad d que Juan sea alto sea u, es
proporcional a la compatibilidad de u con alto, cuando se conoce que Juan es alto, por lo
que se puede escribir en forma mas precisa:

T
Taltura (Juan)(u(t) | altura) = Haltura(u(t))a

que nos enfatiza la naturaleza no simétrica de la igualdad (1).
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8.18. SISTEMAS FORMALES
Clasicamente un sistema logico consiste de:
1. La definicion de un lenguaje; una gramatica que produce formulas bien formadas.

2. Una semantica, definida por medio de interpretaciones que mapean cada término
basico del lenguaje in un elemento del dominio dependiendo de la interpretacion, y
cada formula bien formada en un valor de verdad de un conjunto L de verdades. Un
subconjunto de L, que se llama el conjunto de valores de verdad designado, tal que
la formula para la cual cualquier interpretacion asociada a un valor de verdad
designado, se llama tautologia. El conjunto de valores de verdad designado, algunas
veces se reduce al elemento tope de L.

3. Una sintaxis. Un sistema formal compuesto por axiomas y reglas de inferencia. Una
formula derivable de este sistema formal se llama teorema y su derivacion una
prueba. Con respecto a la semantica, una sintaxis es sonora si todos los teoremas son
tautologias y completa si todas las tautologias son teoremas.

8.19. TIPOS DE ECUACIONES RELACIONALES DINAMICAS

En nuestra discusion consideraremos un conjunto borroso dindmico x(t) en Xy se
especifica una relacion borrosa dindmica R(t) en X x Y en el proceso de composicion.
Los diferentes tipos de operadores dindmicos de composicion que emplearemos en las
ecuaciones relacionales dinamicas son los siguientes:

1. La composicion dinamica Max-Min.
2. La composicion dindmica Min-Max.
3. Laecuacidn relacional borrosa dinamica adjunta.

En la composicion dinamica Max-Min combinamos un conjunto borroso dinamico X(t)
€ F[X(t)] con una relacién borrosa dindmica R(t) € F[X(t) x Y(t)] para obtener un
conjunto borroso dinamico Y e F[Y(t)] que representamos como:

Y(t) = X(t) o R(1)

Con la funcion de membresia dada por el maximo en un tiempo t sobre el minimo
respectivo en el mismo tiempo t, o sea:

T

Y(y(0) Fma| min(X(x(O) R3O | [X(x(t)) ARG(0). y(t))}

xeX

La composicion dindmica Min-Max es la ecuacion relacional dindmica dual de la
anterior por lo que se puede escribir la funcion de membresia de la forma:
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Y(y(0) i max(X(x(0) RO 5(0) | & {X(x(t))\T/R(x(tx y(t))}

xeX

Los dos tipos de relaciones dindmicas se pueden generalizar usando tanto las normas
dindmicas s como la t como conectivos dindmicos, lo que nos da:

T

Y(y()=max| (X(() LR G(0,y(0) |/ | X LR (x(0,y(1)

xeX L

T

Y(y(0)=min| (X(x(1)s R0,y | A | XC(0)sRGx(0,¥(1)

AxeX L

Como el minimo en un tiempo t es la maxima norma t dindmica, sea:

a(t)Ib(t);mTin[a(t),b(t)]

para toda norma t dindmica, y el maximo es el mas pequefio, por lo que tenemos las
siguientes cotas que caracterizan el intervalo de todos los posibles resultados de la
composicion:

T

v [X((xm){R(x(t),y(t))ﬂi v [ﬂx(t))iR(x(t),y(t))}

xeX xeX

N {X((x(t»gR(x(t), y(t))ﬂi N [X<x<t>)5R(x(t>, y(t))}

xeX xeX

En la ecuacion de relacion borrosa dindmica adjunta se introduce el pseudo
complemento borroso dindmico. Para t normas dindmicas continuas, podemos definir el
siguiente operador borroso dindmico:

T T T T T
a(t)()b(t)=sup(c(t) e[o,1]a(t)t c(t)sb(t)j
Para las t normas que se especifican como un minimo se tiene al siguiente operador:

I i a(h<b(t)

a(t)%b(t)lsﬁp[c(t) e [O,l]a(t)j\c(t);b(t)j;
b(t) si a(t)>b(t)
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